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 요약

빈발하고 있는 대규모 홍수와 자연재해는 정확도가 높은 하천 흐름 수치해석 모델에 대한 관심의 증대로 

이어지고 있다. 현재 하천에서 발생하는 일반적인 흐름은 기존에 개발된 여러 형태의 천수방정식을 지배방

정식으로 하는 수치기법에 의해 해석되고 있으나, 연속적이지 않은 형태의 흐름을 해석하거나 매우 정확한 

해석을 필요로 하는 경우에는 기존의 수치해석기법은 많은 한계를 보여 주고 있다. 본 연구에서는 불연속 

갤러킨 기법 기반의 흐름 모델을 개발하고, 이를 이용하여 전통적으로 1차원 천이류로 분류되는, 댐 붕괴파, 

둔덕위 흐름 모의에 적용하여 기존의 수치해와 대체로 잘 일치함을 확인하였다.

 
■ 중심어 :∣천수방정식∣불연속 갤러킨∣유한요소법∣천이류∣

Abstract

With the increase of the frequency in large-scale floods and natural disasters, the demands for 

highly accurate numerical river models are also rapidly growing. Generally, flows in rivers are 

modeled with previously developed and well-established numerical models based on shallow 

water equations. However, the so-far-developed models reveal a lot of limitations in the analysis 

of discontinuous flow or flow which needs accurate modeling. In this study, the numerical 

shallow water model based on the discontinuous Galerkin method was applied to the simulation 

of one-dimensional transcritical flow, including dam break flows and a flow over a hump. The 

favorable agreement was observed between numerical solutions and analytical solutions.

■ keyword :∣Shallow Water Equation∣Discontinuous Galerkin∣Finite Element Method∣Rranscritical Flow∣
 

I. 서 론

1. 하천 흐름을 위한 수치모형
1.1 불연속 흐름 모델링의 어려움
최근 빈발하고 있는 대규모 홍수와 자연재해는 하천 

흐름에 대한 정확도가 높은 수치해석 모델에 대한 관심

의 증가로 이어지고 있다. 현재 하천에서 발생하는 일

반적인 흐름은 기존에 개발된 천수방정식을 지배방정

식으로 하는 여러 형태의 수치기법에 의해 해석되고 있

다. 그러나, 연속적이지 않은 형태의 흐름을 해석하거

나, 정확한 해석을 필요로 하는 경우에는 기존의 수치

해석기법은 많은 한계를 보여 주고 있다. 또한, 흐름 해
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석은 유사 이동 및 오염물질의 거동 해석을 위한 유속 

자료로서 사용되기 때문에 이의 정확도를 높이는 것은 

매우 중요하다.

최근 하천의 흐름 해석에는 2차원 수치모형의 적용이 

증가하고 있으나 (예를 들면, [2]), 하폭에 비하여 길이 

방향이 긴 하천 흐름의 해석에는 1차원 모형이 예보 등

의 목적으로 많이 사용되고 있다. 대체로 수치해석기법

은 공간차분형태에 따라 크게 중앙차분법과 상류이송 

기법(upwind scheme)으로 분류될 수 있다. 중앙차분기

법은 각 계산지점의 특성만을 반영하여 계산하는 기법

으로 차분과정이 비교적 간단하여 지금까지 많이 사용

되어 왔으나, 도수(hydraulic jump), 댐 붕괴류

(dam-break flow) 등 불연속이 나타나는 흐름의 경우 

비물리적(non- physical) 진동이 발생하여 해에 수렴할 

수 없게 된다. 반면 상류이송기법은 각 지점의 특성선의 

특성에 따라 공간차분을 변화시켜 주기 때문에 상류

(subcritical)-사류(supercritical)-상류(subcritical) 등으

로 변화하는 천이류 흐름(transcritical flow)을 계산할 

수 있는 장점을 가지고 있다. 이와 같은 이유로 댐 붕괴

류, 보 월류흐름 등 불연속 흐름의 계산을 위해서 상류

이송기법이 많이 이용되고 있으나, 하상경사, 마찰경사, 

단면변화 등을 나타내는 생성항의 처리 등을 포함한 많

은한계를 가지고 있기 때문에 이를 극복할 수 있는 하

천 흐름해석 모델의 개발이 요구되고 있다[1][3].

불연속 갤러킨 유한요소법은 [8]에 의하여 중성자 이

송방정식의 모의에 적용된 이래로, 압축성 유동과, 충격

파 (shock wave) 현상, 천수방정식 등의 해석에 적용이 

증가하고 있다. 개별 요소에 대한 약형식(weak form)

의 결과로서 나타나게 되는 요소 경계에 수직인 흐름률

(flux)는 Riemann 근사해법을 이용하여 구하는 것이 일

반적이다. 기존의 안정화(stabilized) 유한요소법(예를 

들면, SUPG, 특성선 갤러킨 유한요소법(characteristic 

Galerkin Method) 등)과는 달리, [그림 1]에 보인 바와 

같이 각 요소 사이의 경계에서 불연속을 허용하므로, 

불연속적인 흐름의 모의에 유리한 것이 장점으로 알려

져 있다. 또한, 다른 무엇보다도, 이송방정식의 처리에 

있어서, 상류이송기법에 의하여 산정되는 흐름률 자체

가 필요한 안정성을 제공하기 때문에 추가적인 안정항

이 필요하지 않다는 것이 장점이라고 할 수 있다.

천수방정식에 대한 적용의 첫시도는 [4]에 의하여 시

간적분에 Euler 기법을 적용한 것이다. 이후 공간 차분

의 정확성에 상응하는 시간 적분의 정확도 향상에 대한 

필요 때문에, 공간 차분에 불연속 갤러킨(DG) 기법과, 

시간차분에 Runge-Kutta 기법을 결합한 Runge-Kutta 

불연속 갤러킨 (RKDG) 기법으로 이론적인 발전이 이

루어져,  역시 1차원, 2차원 천수방정식에 대하여 HLL 

흐름률을 적용한 [10]의 연구가 보고되었다. 최근에는 

[6]에 의하여 상용 모델인 ADCIRC의 유사이동 모델에 

포함 된 바 있다. 

최근 증가하고 있는 RKDG 기법의 적용과 이론의 발

전에 맞추어 본 연구에서는 1차원 천수방정식에 적용

이 가능한 RKDG 기법 모델을 개발하고 이를 천이류

(transcritical flow)의 해석에 적용하였다.

(a) 일반적인 (연속) 유한요소법

(b) 불연속 갤러킨 유한요소법

그림 1. 일반적인 유한요소법과 불연속 갤러킨 유한요소법의 
비교

II. 본 론

1. 지배방정식과 수치해법
1.1 지배방정식
유체의 운동을 기술하는 가장 일반적인 방정식은 

Navier-Stokes 방정식으로 알려져 있다. 그러나, 수평

방향에 비하여 연직방향의 길이가 작은 유체현상은 

Navier-Stokes 방정식을 수심 연직방향으로 적분한 천
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수방정식 (shallow water equation)이 선호되고 있다. 

깊이 방향보다 길이나 수평방향으로 스케일이 큰 하천

이나, 호수, 해양 등이 이에 해당한다. 특히 1차원 천수

방정식은 보통 St. Venant 방정식[11]으로 불리며, 다음

과 같이 표현할 수 있다.







                              (1)

여기서 는 수평좌표, t 는 시간이다. 본 연구에서

는 문제를 단순화하기 위하여 단면이 직사각형으로 일

정한 경우에 한정하였다. 이 때, 벡터  ,  ,   는 각각 

다음과 같이 정의할 수 있다. 

                    (2)

  

                  (3)

  
                    (4)

[그림 2]에 보인 바와 같이 는 수심, 는 -방향의 

수심평균 유속, 는 중력가속도이다. 는 바닥 저면

의 경사로서,   이며, 마찰에 의한 에너지 

손실은 다음과 같이 Manning 공식에 의하여 정의한다. 

  
                 (5)

여기서 은 Manning의 조도계수이다. 이러한 문제

에는, 예를 들어   에 불연속이 존재하는 경우에 

다음과 같은 초기 조건이 필요하다.

     
    

                (6)

1.2 불연속 갤러킨 기법
불연속 갤러킨 기법에서는 (연속) 유한요소법의 경우

와 같이 각각의 개별 요소에 대하여 식 (1)에 가중함수

(weighting function)를 곱한 후에 요소내에서 적분

(integration)이 이루어진다. 또한 에 부분적분

(integration-by-parts)을 통하여 요소경계에서의 흐름

률(flux) 항, 으로 재현될 수 있도록 한다[5].


 


















           (7)

여기서 는 가중함수(weighting function)이다. 요

소 경계에서 정의되는 흐름률 는 풍상(upwind) 기

법을 이용하여 산정하며, 적용 경계에서는 불연속성이 

허용되므로, 식 (6)에서 왼쪽과 오른쪽의 상태를 나타

내는 과 이 주어진다면, 국부적인 리만 문제 

(local Riemann problem)로서 해를 얻을 수 있게 된다. 

그림 2. St. Venant 방정식(1차원 천수방정식)을 위한 수심

()과 단면평균 유속()의 정의

1.3 시간적분 - Runge-Kutta 기법
동일한 형태의 가중함수와 형상함수를 사용하는 표

준적인 Galerkin 기법을 적용하여 식 (7)을 이산화하면 

다음과 같다.



                     (8)

여기서 은 질량행렬(mass matrix)이며, 는 식 

(7)로부터 구한 공간방향 연산자이다. ' '는 절점변수 

값(nodal value)을 나타낸다. 식 (8)의 시간적분에는 다

음 2차 Runge-Kutta 기법을 사용하였다.


  

                  (9)


   

   

 

(10)

1.4 기울기 제한자(slope limiter)의 적용
불연속 갤러킨 기법에서 고차 정확도의 구현에는 수
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치적인 진동이 불가피하므로 이를 제한하는 기법이 필

요하다. 특히 기울기가 큰 불연속 흐름 주위에서는 비

현실적인 진동으로 인하여 때로는 안정성에 문제를 발

생시키기도 한다. 이로 인하여 불연속 포착법 

(discontinuity capturing) 또는 적절한 기울기 제한자

(slope limiter)등이 적용되고 있으며, 본 연구에서는 

minmod 기울기 제한자(slope limiter)를 사용하였다.

본 연구에서 사용할 MUSCL (Monotone 

Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws) 

minmod 기울기 제한자에서는 각 요소에서 변수의 값

은 요소 중심에서 평균값을 가지며 선형적으로 변화한

다고 가정한다.

     













  




  





      (11)

여기서 아래첨자 는 근사해로서 수치해를, 는 1차

원 요소 번호이며, 는   요소의 중심 좌표이다. ' '

는 그 요소에서 평균값을 의미한다. minmod 함수는 다

음과 같이 정의한다.



  ≦ ≦        

      (12)

여기서  




 







으로 정의하며, sgn 

은 부호함수(signum function)이다. 식 (12)의 기울기 

제한자는 다소 소산적(dissipative)이나 안정적(stable)

인 것으로 알려져 있다[5].

2. 수치모형 적용 사례
우선 지배방정식인 식 (1)을 이용하여 1차원 댐 붕괴

류(dam-break flow)를 모의하였다. 또한, 지형변화에 

따른 도수현상을 포함한 천이류를 모의하였다.

2.1 댐 붕괴류(1차원) 모의
[그림 3]은 마찰이 없는 1차원 수평 하도에서 댐 붕괴

류(dam- break flow)를 모의하기 위한 초기조건을 보

인 것이다. 전체 -1,000 m에서 +1,000 m 구간을 400개

의 격자로 나누었으며 (    ), 1차원 구간좌표

의 원점인   에 설치된 댐이 시간     에 순간

적으로 붕괴되는 상황을 가정하였다. 댐 붕괴류는 흐름

의 특성이 변하는 천이류 흐름에 대한 고전적인 사례로

서 많은 연구자들이 시도하였으며, 이에 대한 이론적인 

해는 고전적인 [9]의 해부터, 최근 연구인 [12]을 포함

한 다수의 문헌에 소개되어 있다. 그림 4는 댐 상류부의 

수심 가 10 m일 때, 하류부 수심 가 0.5 m, 0.0001 

m인 두 경우에 대하여, 댐 붕괴류를 모의하여, 

     일 때, 수심의 분포를 보인 것이다. 두 경

우 모두 2차 요소, 즉, 한 요소에 3개의 절점이 있는 요

소를 사용하였으며, 시간간격은 다음 CFL 조건을 만족

하도록 하였다. 

≦  


                 (13)

여기서 는 CFL 수로서 1.0 을 사용하였다. 본 연구

에서 개발된 모델에 의한 결과는 댐 붕괴류에 대한 천

수방정식의 이론적인 해인 [9]의 해와 잘 일치함을 확

인할 수 있다. 

그림 3. 댐 붕괴류(dam-break flow)

[그림 5]는 [그림 4]에 보인 댐 붕괴류 모의에 대하여, 

역시 같은 시간인     에 유속의 분포를 보인 

것이다. 대체로 급격하게 변하는 유속의 분포를 잘 모

의한 것으로 보이며, 이를 통하여 댐 붕괴류 흐름의 특
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성을 잘 파악할 수 있다.

2.2 저면 지형 변화에 따른 1차원 천이류
[그림 6]은 역시 마찰이 없는 1차원 하도의 천이류를 

모의한 것이다. 바닥 저면의 하상고 변화는 다음과 같다. 

 








  




  


 ∈ 

  
 

(14)

하천은 폭이 1 m인 직사각형 하도를 가정하였으며, 

유입 경계조건으로서    에 수심 10.0 m와, 유량 

20.0 m3/s를, 하류 경계    에 수심 7.0 m를 

부여하여 정상상태(steady state)에 도달할 때 계산을 

수행하였다. 전체 영역을 40개의 요소로 나누어, 영역의 

크기    가 되도록 하였다. 전 구간에 대하

여 4차 오더(order)의 요소를 사용하였다. 수치모의는 

전 구간에서 수심의 변화가 정해진 기준치 내에 도달했

을 때를 정상상태 (steady state)로 보고, 중단하였다.  

[그림 6]에 보인 바와 같이 에너지 방정식을 이용한 

정확해, [7]의 수치해와 비교하여 잘 일치하며, 도수 현

상을 2개 요소 내에서 정확하게 모의하고 있음을 알 수 

있다. [그림 7]은   로 정의되는 프루드 

수 (Froude number)의 변화를 나타낸 것이다. 프루드 

수가 1에 도달하여 상류상태에서 사류상태로 변화가 

일어나는 지점은 x = 680 m 부근으로서, 둔덕의 정상을 

훨씬 지난 지점임을 알 수 있다. 그 후 약 100 여 m의 

사류구간을 지나, 도수를 통하여 상류상태로 도달하게 

된다.

(a) 상류수심 10 m, 하류수심 0.5 m 인 경우

(b) 상류수심 10 m, 하류수심 0.0001 m 인 경우

그림 4. 1차원 댐 붕괴류 모의(댐이    에 붕괴시, 
    일 때의 수심)

 

그림 5. 1차원 댐 붕괴류 모의에서 유속의 분포 (댐이 
   에 붕괴시,     일 때)

그림 6. 보 월류흐름 모의

그림 7. Froude 수의 변화
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III. 결 론

댐 붕괴류, 보 월류 흐름의 모의 등의 천이류는 기존

의 수치모형으로 정확하게 모의할 수 없는 어려움이 있

었다. 본 연구에서는 최근 국내외에서 활발한 연구가 

진행되고 있는 불연속 갤러킨 기법 기반의 유한요소법 

모델을 개발하고 이를 1차원 천이류에 적용하였다. 

공간방향의 차분에는 개별요소 경계면에서 불연속을 

허용하는 불연속 갤러킨 (DG) 기법을, 미분방정식의 

시간적분에 Runge-Kutta 기법을 적용하는 RKDG 기

법을 결합한 RKDG 기법을 1차원 천수방정식에 적용하

였다. 또한, 고차 근사에서 흔히 발생하는 불필요한 수

치적 진동을 제어하기 위하여 기울기 제한자를 적용하

였다. 적용결과를 이론적인 해, 다른 수치 모의 결과와 

비교하여 대체로 잘 일치함을 확인할 수 있었다. 

본 연구에서 개발한 모형의 2차원 확장의 경우, 요소 

경계면에서 흐름률과 기울기 제한자에 대한 추가 연구

가 필요하며, 현재 진행 중에 있다. 또한, 단면 변화가 

심한 자연하천을 대상으로 적용이 가능하도록 1차원 

모형을 확장할 필요가 있으며, 이에 대한 연구 역시 진

행중이다.
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