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 요약

종속변수와 설명변수 사이의 관계가 선형이 아닌 경우에는 비선형 관계를 반영할 수 있는 다항회귀분석

을 이용하여 회귀분석을 수행한다. 한편, 다항회귀분석에는 설명변수의 거듭제곱항들이 설명변수에 추가되

므로 설명변수들 사이에 상관관계가 발생하여 다항회귀모형의 성능 저하 문제가 발생할 수 있다. 본 논문에

서는 PGF 수치역변환 문제를 사례로 하여 주성분회귀분석을 통해 다항회귀분석의 성능을 극적으로 향상시

킬 수 있음을 보인다. 본 논문에서는 PGF의 정의를 이용하여 PGF를 다항회귀분석으로 모형화한다. 다항회

귀분석을 이용하여 PGF 전개식의 회귀계수를 추정하면 회귀계수의 추정 자체가 불가능하거나 계수 추정의 

정확성이 저하되는 문제가 발생한다. 이 경우 다항회귀분석에 주성분회귀분석을 적용하면 계수 추정의 정

확도가 극적으로 향상되어 다항회귀분석의 계수 추정 시 발생하는 문제를 해결할 수 있음을 밝힌다.

■ 중심어 :∣PGF∣다항회귀분석∣주성분회귀분석∣다중공선성∣

Abstract

We use polynomial regression instead of linear regression if there is a nonlinear relation 

between a dependent variable and independent variables in a regression analysis. The 

performance of polynomial regression, however, may deteriorate because of the correlation caused 

by the power terms of independent variables. We present a polynomial regression model for the 

numerical inversion of PGF and show that polynomial regression results in the deterioration of 

the estimation of the coefficients. We apply principal components regression to the polynomial 

regression model and show that principal components regression dramatically improves the 

performance of the parameter estimation.

■ keyword :∣PGF∣Polynomial Regression∣Principal Components Regression∣Multicollinearity∣

 

I. 서 론 

회귀분석을 이용하여 데이터를 분석하는 경우 종속

변수와 설명변수 간에 비선형관계가 예상되는 경우에

는 선형회귀분석 대신 비선형관계를 반영할 수 있는 다

항회귀분석(polynomial regression)을 적용하여 데이터
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를 분석한다[1]. 기존 연구문헌을 조사하면 관광[2], 정

보통신[3], 건설[4], 탐사[5], 소프트웨어[6] 등의 다양한 

분야에 다항회귀분석이 적용되고 있다.

다항회귀분석에서는 설명변수 와 더불어 
  

( ⋯) 항들이 설명변수에 추가된다. 와  의 

공분산이 0이 아니기 때문에 다항회귀분석에서는 설명

변수들 사이에 상관관계가 발생하게 된다. 회귀분석에

서는 설명변수들 사이에 상관관계가 발생하는 현상을 

다중공선성이라 부른다. 회귀분석에서 다중공선성이 

발생하면 회귀계수 추정의 정확도가 감소하는 등의 모

형의 성능 저하 문제가 발생한다[7-10].

본 논문에서는 PGF(probability generating function)

에서 확률 값을 추출하는 PGF 수치역변환 문제를 사례

로 하여 다항회귀분석의 문제점을 밝히고 주성분회귀

분석(principal components regression)을 통해 다항회

귀분석의 성능을 향상시킬 수 있음을 보인다. 본 논문

에서는 PGF의 정의를 이용하여 PGF를 다항회귀분석

으로 모형화한다. 다항회귀분석을 이용하여 PGF 전개

식의 회귀계수를 추정하면 다중공선성, 회귀계수 추정

의 정확성 감소, 추정 불가능 등의 문제가 발생한다. 본 

논문에서는 이 경우 다항회귀분석에 주성분회귀분석을 

적용하면 다항회귀분석의 계수추정 시 발생하는 문제

를 해결하고 계수추정의 정확도가 극적으로 향상됨을 

보인다.

확률분포 ⋯의 PGF 는 다음과 같이 정

의된다:   
⋯. 보통 확률분포 

⋯가 알려져 있고 이를 이용하여 PGF를 구한다. 

대기행렬모형 분석에서는 를 구할 수 있으나 

를 닫힌형태(closed-form)로 구할 수 없는 경우가 있다. 

이때 를 이용하여 확률분포 를 역으로 계산하

는 문제를 PGF 수치역변환이라 부른다. PGF 수치역변

환 방법은 DFT(discrete Fourier transform)와 

TSE(Taylor series expansion)로 구분된다. DFT와 

TSE 모두 상당히 정확하게 확률값을 역변환한다고 알

려져 있다[11]. DFT는 푸리에급수(Fourier series)를 이

용하여 PGF를 근사적으로 역변환한다[12-14]. TSE는 

PGF를 매클로린 급수로 전개하여 각항의 계수 값을 취

하는 방법이다[11].

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 이론적인 

내용을 다룬다. 3장에서는 M/M/1 대기행렬모형의 고

객수 PGF를 사례로 다룬다. 마지막으로 4장에서는 본 

논문의 내용 및 의의를 간략하게 정리한다.

Ⅱ. 본 론 

0과 자연수에서 정의된 임의 확률분포 ⋯에 대

해 PGF 는 식 (1)과 같이 정의된다[15]. 이때 

≤ ≤ 이다.

 


∞


 

⋯.    (1)

임의의 자연수 에 대해 식 (1)을 식 (2)와 같이 변형

할 수 있다. 는 PGF 수치역변환 문제를 다항회귀식

으로 표현한 경우 다항회귀식의 최고차항수를 의미한

다.

  
⋯ 


 . (2)

식 (1)과 (2)를 비교하면 와 는 식 (3)과 (4)와  

같다. 식 (1) 양변에 0을 대입하면 식 (5)과 같이 를 

얻는다.

 ,    (3)

  


∞


.  (4)

  . (5)

다음의 식 (6)과 같이 최고차항이 인 일반적인 다

항회귀식을 고려하자. 


⋯




. (6)
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이제 개 훈련자료를 이용하여 다항회귀식 (6)의 모

수를 추정한다고 하자. 이때 ≫이다. 식 (1)에서 

PGF는 ≤  ≤ 에서 정의되므로 0과 1 사이의 임의

실수를 의 훈련자료로 이용할 수 있다. 이때 값을 

무작위로 추출하기 보다는 0과 1 사이에서 균등하게 추

출하는 것이 PGF 적합에 적당하다. 아울러, 값의 크

기가 작기 때문에 이 큰 경우에는 값을 무작위로 

추출하는 것에 큰 의미가 없다. 따라서 본 논문에서는 

식 (7)과 같이 균등하게 값 추출하여 식 (8)과 같이 

개의 훈련자료를 이용하여 식 (6)의 다항회귀식의 계수

를 추정한다.

  ,   ⋯.       (7)


⋯

 ,   ⋯. (8)

식 (2)와 (6)을 비교하면, 는 와 는 에 해당

한다. 식 (2) 의 추정치를 , 식 (6) 의 추정치를 

로 표기하자. 가 충분히 커서 ≈인 경우, 식 (9)

와 같이 근사적으로 를 추정할 수 있다. 이때 ≈

이다.

≈
,  ⋯.     (9)

식 (6)의 다항회귀식에서 설명변수 의 확률밀도함

수를 라고 하자.   ⋯에 대해  와  

의 공분산   는 다음과 같이 표현된다[16].

      





  (10)

확률밀도함수 의 형태에 상관없이 식 (10)의  

  ≠이므로 식 (6)의 다항회귀식의 설명

변수 ⋯  간에는 항상 상관관계가 발생한다. 즉, 

다항회귀분석에서는 근본적으로 다중공선성이 발생한

다. 결과적으로 식 (6)에    항을 아무리 많이 추가한

다고 해도 식 (9)의 확률 추정치의 정확도가 높아진다

고 장담할 수 없다.

주성분분석은 차원축소기법의 하나로 원래의 변수들

을 선형변환하여 주성분이라 불리는 서로 직교하도록 

선택된 새로운 변수들을 생성하는 다변량 기법이다. 원 

변수가   차원이라면 이보다 작은   차원의 서로 상

관관계가 없는 저차원으로 차원축소를 하는 방법이다

[17]. 주성분회귀분석은 주성분분석을 이용하여 의 

설명변수를 개의 새로운 변수로 변환한 후, 개의 

변수를 새로운 설명변수로 하여 회귀분석을 수행하는 

방법론이다. 이때 이다[1]. 주성분회귀분석은 다

중공선성의 문제를 극복하기 위한 방법론 중 하나로 알

려져 있다[10].

식(6)에서 개의 설명변수  ⋯를 개의 

주성분으로 나눈다고 하자. 번째 주성분을 로 표기

하자. 는 다음과 같이 표현된다.

  
⋯


. (11)

여기에서   ⋯  이다. 의 추정치를   로 표

기한다. 의 로딩(loading)인   의 추정 방법은 

James et. al.[1]에 상세히 소개되어 있다. 

 주성분회귀분석의 회귀식을 다음과 같이 표현한다.

 
⋯





 .        (12)

식 (11)을 (12)에 대입하면 다음을 얻는다.

 


⋯





 ⋯

⋯⋯


.  (13)

식 (6)과 (13)을 비교하면, 주성분회귀분석을 통해 식 

(14)와 같이 를 추정할 수 있다.

 

⋯




 .     (14)
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Ⅲ. 사례: M/M/1 대기행렬모형의 고객수 PGF

M/M/1 대기행렬모형은 고객이 포아송과정에 따라 

도착하고 서비스시간이 지수분포를 따른다. (M/M/1 

대기행렬모형의 자세한 내용은 이호우[18] 참고). 

M/M/1 대기행렬모형에서 서버가 바쁠 확률을 라 표

기한다. 시스템에 명 있을 확률을 라 하자. 를 고

객수 분포라 부른다. M/M/1 대기행렬모형의 와 

는 다음과 같다[18].

  
,  ⋯.

 



.

본 논문에서는 통계분석 소프트웨어 R을 이용하여 

다항회귀분석과 주성분회귀분석을 실시한다. 

인 경우 다항회귀분석의 설명변수간의 상관계

수는 [표 1]과 같다. 식 (10)의 예상과 같이 상관계수가 

0이 아니다. 모든 상관계수가 0.8 이상으로 상당히 크다.

 











 1.00 0.97 0.92 0.87 0.82


 0.97 1.00 0.99 0.96 0.93


 0.92 0.99 1.00 0.99 0.98


 0.87 0.96 0.99 1.00 0.99


 0.82 0.82 0.93 0.98 1.00

표 1. 다항회귀분석 설명변수 간의 상관관계

M/M/1 대기행렬모형에서  인 경우를 살펴보

자. 다항회귀분석과 주성분회귀분석을 이용한 확률값 

추정 결과는 [표 2]와 같다. 과 를 적용

하였다. 아울러, 식 (8)의 형태로 1000개의 훈련자료를 

이용하여 계수를 추정하였다.

[표 2]를 보면 다항회귀분석에서  ,  ,  , 


의 계수를 추정할 수 없다. 즉, , 

, 
, 
를 

추정할 수 없다. R의 분석결과를 보면, “4 not defined 

because of singularities”라는 메시지가 나타난다. 즉, 

설명변수 간에 상관관계가 강하게 존재하는 경우 다항

회귀분석을 수행하면 회귀계수를 추정할 수 없는 상황

이 발생하게 된다. 반면, 주성분회귀분석의 경우에는 회

귀 계수 추정에 문제가 발생하지 않는다. 특히, [표 3]을 

보면, 다항회귀분석에서는 계수 추정에 오차가 발생하

나 주성분회귀분석에서는 소수점 8자리에서도 확률값

을 정확히 추정한다. ([표 3]은 [표 2] 추정치의 오차이

다. 오차는 참값에서 추정치를 뺀 값이다.) [표 2]와 [표 

3]의 결과를 종합하면, 다항회귀분석을 수행하면 회귀

계수 추정이 불가능한 경우도 있고 계수 추정에 오차가 

발생한다. 반면, 다항회귀분석에 주성분회귀분석을 적

용하면 계수 추정의 정확도가 크게 증가한다. 

 참값   다항회귀 주성분회귀

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

0.21000000 

0.06300000 

0.01890000 

0.00567000 

0.00170100 

0.00051030

0.00015309 

0.00004593 

0.00001378 

0.00000413 

0.00000124 

0.00000037

0.00000011 

0.00000003 

0.00000001 

0.00000000 

0.00000000 

0.00000000

0.00000000 

0.00000000

0.21000000

0.06300000

0.01890000

0.00567000

0.00170100

0.00051029

0.00015312

0.00004586

0.00001389

0.00000403

0.00000127

0.00000045  

NA

0.00000010

NA

0.00000000

NA

0.00000000   

 NA 

0.00000000

0.21000000

0.06300000 

0.01890000 

0.00567000 

0.00170100 

0.00051030

0.00015309 

0.00004593 

0.00001378 

0.00000413 

0.00000124 

0.00000037

0.00000011 

0.00000003 

0.00000001 

0.00000000 

0.00000000 

0.00000000

0.00000000 

0.00000000

표 2.   인 경우, 계수 추정 결과
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 다항회귀    주성분회귀

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

0.0e+00

0.0e+00

0.0e+00

0.0e+00

0.0e+00

1.0e-08

-3.0e-08

6.0e-08

-1.1e-07

1.1e-07

–3.0e-08

-7.0e-08

NA

–6.0e-08

NA

0.0e+00

NA

0.0e+00

NA

0.0e+00

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

표 3.  인 경우, 계수 추정 오차

이번에는  인 경우를 살펴보자. 다항회귀분석

과 주성분회귀분석을 이용한 확률값 추정 결과는 [표 

4]와 [표 5]와 같다.  과 을 적용하였고 

1000개의 훈련자료를 이용하였다. [표 4]를 보면, 다항

회귀분석의 경우에는 계수 추정이 불가능한 경우가 발

생한다. [표 5]를 보면 주성분회귀분석을 적용한 경우 

계수 추정의 정확도가 크게 증가한다. 

 참값   다항회귀 주성분회귀

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

0.25000000 

0.12500000 

0.06250000 

0.03125000 

0.01562500 

0.00781250

0.00390625 

0.00195312 

0.00097656 

0.00048828 

0.00024414 

0.00012207

0.00006104 

0.00003052 

0.00001526 

0.00000763 

0.00000381 

0.00000191

0.00000095 

0.00000048

0.25000000  

0.12500000  

0.06249995  

0.03125074  

0.01561757  

0.00786152 

0.00368442  

0.00265643 

-0.00059055

0.00289687 

-0.00216262  

0.00142486 

NA 

–0.00024989  

NA  

0.00013814

NA 

-0.00003580 

NA  

0.00000837 

0.25000000 

0.12500005 

0.06249964 

0.03125131 

0.01562282 

0.00781331

0.00390765 

0.00195300 

0.00097543 

0.00048743 

0.00024422 

0.00012288

0.00006194 

0.00003095 

0.00001500 

0.00000687 

0.00000299 

0.00000153

0.00000135 

0.00000162

표 4.  인 경우, 계수 추정 결과

 다항회귀    주성분회귀

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

0.00000000  

0.00000000  

0.00000005 

-0.00000074  

0.00000743 

-0.00004902

0.00022183 

-0.00070331  

0.00156711 

-0.00240859  

0.00240676 

-0.00130279

NA  

0.00028041       

NA 

-0.00013051

NA  

0.00003771

 NA 

-0.00000789

0.00e+00 

-5.00e-08  

3.60e-07 

-1.31e-06  

2.18e-06 

-8.10e-07 

-1.40e-06

1.20e-07  

1.14e-06  

8.50e-07 

-8.00e-08 

-8.10e-07 

-9.10e-07 

-4.30e-07

2.50e-07  

7.60e-07  

8.20e-07  

3.80e-07 

-4.00e-07 

-1.14e-06

표 5.   인 경우, 계수 추정 오차

Ⅳ. 결론

본 논문에서는 PGF 수치역변환 문제를 다항회귀분

석으로 모형화하여, 다항회귀분석 이용 시 다중공선성

이 발생하고, 이에 따라 회귀계수 추정의 정확성 감소 

및 추정 불가능의 문제가 발생함을 보였다. 아울러, 수

치 예를 통해 다항회귀분석에 주성분회귀분석을 적용

하면 계수추정의 정확도가 극적으로 향상됨을 보였다. 

다항회귀분석에서 설명변수  를 추가할수록 훈련자

료에 대한 적합능력은 향상되나 설명변수 간에 상관관

계가 발생하기 때문에 과적합 문제로 인해 모형의 성능

이 저하된다.

다항회귀분석은 관광, 정보통신, 건설, 탐사, 소프트

웨어 등의 다양한 분야에서 활용되고 있다[2-6]. 따라

서 다항회귀분석을 이용하여 비선형회귀분석을 수행하

는 경우에는 주성분회귀분석을 적용하면 회귀모형의 

성능을 개선할 수 있을 것으로 기대된다. 

Kim et. al.[11]에 따르면 기존의 PGF 수치역변환 방

법인 DFT와 TSE를 통해 상당히 정확하게 확률값을 

얻을 수 있다고 한다. 3장의 [표 2]와 [표 3]을 보면, 가 

작은 경우에는 본 논문에서 제안한 PGF 수치역변환 방

법을 적용하면 소수 8째 자리까지 정확한 확률값을 얻
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을 수 있다. 따라서 기존의 DFT와 TSE 방법론에 익숙

하지 않은 연구자는 본 논문에서 제안한 방법을 PGF 

수치역변환 방법의 대안으로 적용할 수 있으리라 기대

한다.
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