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 요지

본 연구에서는 수심이 해안선에서 0이 되며 임의로 변하는 축 대칭 지형의 주변을 통과하는 파를 해석하

기 위하여 타원형 완경사 방정식을 이용한 수치모델을 개발하였다. 수치해석을 위해 전체 영역을 세 부분으

로 구분하였는데, 안쪽 및 바깥쪽 영역에서는 기존 해석해를 활용하였으며, 가운데 영역에서는 지배방정식

에서 유한요소기법을 적용하였다. 영역 1에서의 해석해는 변수분리법 및 Frobenius 급수를 사용하였다. 개

발된 수치해는 기존에 존재하는 해석해와 비교하여 타당성을 검증하였으며 다양한 경우에 적용하여 활용성

을 검토하였다.

 
■ 중심어 :∣처오름 높이∣섬∣수치 해석∣

Abstract

In this study, we develop numerical model using the elliptic mild-slope equation for waves 

propagating around axis-symmetric topographies where the water depth varies arbitrarily having 

zero at the coastline. The entire region is divided into three regions. In the both of inner and 

outer regions, an existing analytical solutions are used. In the middle region, the finite element 

technique is applied to the governing equation. To get the solution, the methods of separation of 

variables, Frobenius series are used. Developed solution is validated by comparing with 

previously developed analytical solution. We also investigate various cases with different bottom 

topographies.
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I. 서 론 

섬 또는 돌출된 구조물 주변으로 파가 입사하는 경우 

천수, 굴절 및 회절이 동시에 발생하기 때문에 매우 복

잡한 거동을 보인다. 이러한 파의 거동을 해석하기 위

하여 많은 방정식들이 사용되었으며, 그 중에 대표적인 

방정식이 Berkhoff에 의해 제안된 완경사 방정식이다

[3]. 비록 선형파에 대해서만 적용할 수 있다는 단점이 

있지만, 회절과 굴절을 동시에 모의할 수 있다는 장점

이 있어 아직까지 널리 사용되고 있다. 섬과 같이 돌출

된 지형의 경우 해안선에서의 수심이 0이 된다. 이 경

우, 비정상 상태의 방정식을 사용하면 이동경계조건을 

처리하여 비교적 수월하게 경계조건을 처리할 수 있지

만[4][11], 정상 상태의 방정식을 사용하면 수심이 0이 

되는 지점에서 파수가 발산하며 파속도 및 군속도가 0

이 되어 경계조건을 처리하기가 쉽지 않다. Mei는 경사
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면의 법선방향으로의 유량이 0이라는 경계조건 

lim
→
∙을 제시하여 위 문제를 해결하려하

였지만, 이 역시도 수치적으로 구현하기가 쉽지 않다[14].

축 대칭 지형에서의 파랑변형해석은 해석해 위주로 

수행되었다. 많은 해석해들이 해안선에서의 경계조건

을 손쉽게 처리하기 위하여 해안선이 연직의 벽으로 구

성되어 있는 비현실적인 지형들을 해석대상으로 가정

하였다[2][5][7][10][19][21]. Zhang and Zhu는 콘(cone) 

형태의 섬에 대해 장파의 해석해를 유도하였으며[20], 

그들이 유도한 해석해는 Mei[14]가 제안한 경계조건을 

만족시킨다. 그러나 해석해를 유도하면서 장파의 가정

과 수심조건을 사용하였기 때문에 천해조건을 벗어나

는 파나 콘 이외의 형태에 대해서는 적용할 수 없다는 

단점이 있다. 이후 Jung 등에 의해 Mei의 경계조건을 

만족시키면서 좀 더 다양한 지형에 대해 적용할 수 있

는 장파의 해석해가 제시되었지만[8], 역시나 중간수심

영역이나 심해역의 조건에서는 사용이 불가능하며, 수

심이 무작위로 변하거나 방사방향으로 증가하다가 다

시 감소하는 등 해석해를 유도하면서 사용한 수식조건

으로 표현하기 힘든 지형에서는 적용하기 어려운 단점

이 있다. 이는 해석해를 사용할 경우에 불가피하게 발

생하는 현상으로 이를 극복하기 위해서는 수심조건에 

자유로운 수치해를 사용할 수 밖에 없다. 수치해의 경

우, 3차원 문제를 해석하기 위해서는 많은 격자가 필요

하기 때문에 많은 시간이 소요된다는 단점이 있긴 하지

만 최근에 이러한 문제점을 해결하려는 연구들이 있다

[1]. 1차원 또는 2차원의 문제인 경우에는 상대적으로 

적은 시간이 걸리기 때문에 널리 활용되고 있다.

완경사 방정식으로부터 수치해를 얻는 위해서는 주

로 유한요소법과 유한차분법이 사용된다. 대상 영역이 

비교적 단순한 경우에는 유한차분법이 선호되지만

[9][12][16], 해안선을 포함하는 복잡한 지형의 경우에

는 유한요소모형이 더욱 선호된다[15][17][18]. 그러나 

유한요소모형을 사용하는 경우에도 경계조건을 원활히 

주기 위하여 해안선이나 항만구조물이 있는 경계지점

은 연직벽이 있는 경우로 가정하여 수치해를 구하였다. 

따라서, 본 연구에서는 실제의 지형처럼 경사진 경계

에서 경계조건을 처리할 수 있는 방법을 제안하였다. 

이를 위해 경사진 경계면을 포함하는 영역을 전체 계산

영역에서 분리하여 처리하였다. 이 영역의 크기를 충분

히 작게 하면 기울기가 일정하면서 장파의 조건을 만족

하게 된다. 따라서 기존에 Zhang and Zhu[20]에 의해 

제안된 해석해를 사용할 수 있게 된다. 나머지 영역에

서는 유한요소법을 이용하여 수치해를 구하였으며 적

절한 정합조건을 사용하여 전체 영역에 대하여 파랑변

형을 모의하였다. 본 연구에서 구한 수치해는 기존의 

해석해와 비교하여 변수분리법과 Frobenius 급수를 사

용한 접근법의 타당성을 검토하였으며 다양한 지형에 

적용하여 파랑변형을 검토하였다.

II. 해의 유도
2.1 영역 1 및 3에서의 해
비회전성, 비압축성 및 비점성 유체의 흐름에 대하여 

선형파의 지배방정식은 다음과 같은 형태로 나타낼 수 

있다[1].

        ∇∙∇




            (1)

여기서,∇은 수평 미분 연산자, 는 자유 수면, 는 파

속도, 는 군속도, 그리고  는 각 주파수를 의미한

다. 축대칭 지형에 적용이 용이하도록 식 (1)을 원통형 

좌표계로 바꾸면 다음과 같은 편미분 방정식이 된다.

  



























  

     (2)

해의 형태를   


∞

로 가정하여 

변수 분리법을 사용하면 식 (2)는 다시 다음과 같은 2개

의 식으로 나누어진다.

    


 
 











  

       (3)
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                 (4)

여기서, 은 고유값(eigenvalue) 에 해당하는 

의 함수이며   과 은 미지 상수들이다. 해를 구

하기 위하여 해석영역을 [그림 1]과 같이 세 영역으로 

나눈다. 영역 1은 해안선을 포함하는 영역으로 의 값

을 충분히 작게 하면 항상 장파의 조건을 만족하며 일

정 수심으로 가정할 수 있다. 이 경우 식 (3)은 다음과 

같이 되며,

그림 1. 계산 영역 개요도

      









 







   

       (5)

해는 다음과 같이 주어진다[20].

      


∞


       (6)

 











 

  



     



  



   


   

 ≥ 

    (7)

여기서, 아래첨자 1은 영역을 나타내며 은 아직 결

정되지 않은 미지 상수이다. 영역 3은 섬을 둘러싸고 있

는 일정 수심을 갖는 영역으로, 식 (3)의 파속도  와 

군속도가 상수가 되며, 따라서 해는 다음과 같은 

형태로 표현이 가능하다[11].

 
  

        (8)

여기서,  및 는 각각 입사파 및 산란파에 해당하

는 부분이며, 은 제 1종 차 Bessel 함수,
는 제1

종 차 Hankel함수, 은 미지 상수를 의미하며, 은 

다음과 같이 정의되는 Jacobi상수이다.

                    ≥ 
                (9)

2.2 영역 2에서의 해
영역 2는 수심이 변하는 구간으로 전체 영역의 대부

분을 차지한다. 유한요소법을 이용하여 영역 2에서의 

해를 구하기 위해서는 지배방정식을 유한요소식으로 

변형시켜야한다. 전체 영역 중 유체 영역을 이산화하여 

 


 로 표현한 후 식 (3)의 지배방정식에 대

입하여 Galerkin 방법을 적용하면 다음과 같이 개별요

소에 대한 적분식을 얻을 수 있다.











 








 
















   

  (10)

여기서, 는요소, 은보간함수벡터, 는전치행렬을 

만드는 연산자, 그리고 
 는 절점에서의 값으로 

구성된 벡터를 의미한다. 첫 번째 식을 부분적분한 후 

각 요소의 시스템 행렬을 더하면 다음과 같이 전체 행

렬식이 구성된다.
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


































 














   
 

  

 

  (11)

경계면   에서 다음과 같은 동역학적 및 운

동학적 연속조건을 사용하면,

 





          (12)

 





         (13)

 
다음과 같은 관계식을 얻게 되며,






′
       (14)







′ 
′

′ 




′


      (15)

식 (14) 및 (15)를 식 (11)에 대입하면 영역 2에서의 

유한요소식을 완성할 수 있다.












































































 
′ 


′ 





′ 





′











′ 

  

 (16)

위 식을 풀어 각각의 eigenvalue 에 대하여 을 

구하면 식 (4)와 결합하여 다음과 같이 수면변위를 계

산할 수 있다.

               


∞

      (17)

식 (4)의  는 파의 대칭성 때문에 생략하였다. 

또한, 의 값을 구하면 연속조건 (12) 및 (13)을 이

용하여 영역 1 및 3에서의 수면변위도 구할 수 있다.

 

III. 검증

본 논문에서 제시한 식의 타당성을 검토하기 위하여 

기존에 존재하는 해석해와 비교해 보았다. 먼저 [그림 

2]와 같이 일정한 경사를 갖는 지형에 대하여 Zhang 

and Zhu[20]에 의해 유도된 장파의 해석해와 비교를 해 

보았다. 앞서 설명한 바와 같이 , 및 는 각각 원점

에서부터 해안선, 영역1의 바깥 경계 및 영역2의 바깥 

경계까지의 거리를 의미하며   및 는 각각 경계지

점에서의 수심을 의미한다. 본 계산에는    , 

    및   을 사용하였다. 의 경우, 

Zhang and Zhu[20]의 해석해가 일정 경사면에 대하여 

성립하는 해이기 때문에 입사파 조건이 천해수심 조건

을 만족하면 어느 지점을 잡아도 무관하다. 본 계산에

서는 상대수심   를 만족하는 지점을 의 

지점으로 설정하였다. 이때,    

가 입사파 주기인 경우는   가 되고, 

   인 경우는   가 

된다. 본 연구의 결과는 영역 1에서는 해석해를 사용하

고 영역 2에서는 유한요소식을 사용하여 얻은 결과를 

의미하며 해석해는 영역 1과 2를 하나의 영역으로 고려

하여 구한 결과를 의미한다.

[그림 3]은 해안선의 위치에 따른 파고변화를 본 연

구의 결과와 해석해로 비교한 그림이다. 주기 12초 및 

24초 모두에서 본 연구의 결과와 해석해가 매우 잘 일

치하는 것을 확인할 수 있었다. 섬의 전면 (θ = 0°)에서
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는 입사파와 반사파의 중복에 의해 높은 파고가 형성되

었으며 섬의 후면에서는 굴절과 회절에 의하여 높은 파

고가 형성되는 것을 확인할 수 있다.

 

그림 2. Conical 섬의 계산 지형
 

 

그림 3. Conical 섬 주변의 해석해와 수치해의 상대 파랑
        진폭 비교

다음으로 [그림 4]와 같이 해석해를 적용하기 힘든 

포물선 형태의 섬에 돌출 지형이 있는 경우에 대하여 

처오름 높이를 계산해 보았다. 변수심 영역에서 수심은 

다음과 같이 정의된다. 

            


        (18)

            
 


      (19)

 











  ≤  

 ≤  
 ≤  

       (20)

그림 4. Parabolic 섬의 계산 지형

지형조건은    ,    ,    ,  

    및   을 사용하였으며, 

  값은 2250, 2500, 2750을 사용하여 둔덕의 위치에 

따른 처오름 높이를 모의 하였다.

(a)

(b)
그림 5. r_c에 따른 상대파랑진폭 비교 

: (a) T=2 min; (b) T=12 min
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[그림 5](a)는 주기 2초에 대하여 해안선에서의 파고

값을 비교한 그림이다. 둔덕이 포물선의 끝자락, 즉 깊

은 수심쪽에 위치할 때는 천수효과가 상대적으로 약하

게 발생하였지만 둔덕이 해안쪽으로 다가오면서 천수

효과가 크게 발생하여 파고가 크게 상승하는 것을 확인

할 수 있다. 그러나 둔덕이 의해 상당한 에너지가 반사

되어 둔덕이 없는 경우의 파고보다는 작게 관측이 되었

다. [그림 5](b)와 같이 장파가 진행하는 경우에는 상대

수심에 따른 천수효과가 크지 않기 때문에 처오름 높이

가 둔덕의 위치에 크게 영향을 받지 않았다. 이 경우에

는 앞선 경우와 반대로, 둔덕으로 인한 천수효과가 반

사보다 크게 작용하여 둔덕이 있는 경우의 처오름 높이

가 둔덕이 없는 경우보다 더 크게 발생하였다.

(a)

(b)
그림 6. 입사 주기에 따른 상대파랑진폭 비교

: (a) T=2 min; (b) T=12 min.

[그림 6]은 [그림 5]의 둔덕이 있는 경우에 대하여 섬 

주변에서 파의 등고선을 그린 것이다. 주기가 짧은 경

우에는 변 수심 영역에서 천수효과가 크게 발생하여 대

부분의 에너지가 섬 주변에 집중되어 있는 반면에 장파

가 입사하는 경우에는 섬 전면에서는 입사파와 반사파

에 의해 중복파가 형성되고 섬 후면에서는 회절파와 굴

절파에 의해 높은 파고가 형성되면서 전체적으로 파 에

너지가 고르게 분포되어 있는 것을 확인할 수 있다.

IV. 결론

본 연구에서는 방사방향으로 임의의 수심을 가지는 

축대칭 지형에 적용이 가능한 유한요소모형을 개발하

였다. 실제의 지형은 대부분은 해안선에서 수심이 0이 

된다. 이 경우 여러 가지 물리량들이 0 또는 발산이 되

기 때문에 경계조건을 처리하기가 쉽지 않다. 시간의존

형의 지배방정식을 가지는 경우에는 이동경계조건을 

처리하여 이러한 지형에서의 경계치 문제를 처리하지

만 시간비의존형 지배방정식에서는, 경계조건식이 Mei[14]

에 의해 제시된 적은 있으나 이를 수치적으로 처리할 

수 있는 방법은 아직까지 제시되지 못하고 있다. 다만 

특정한 형태의 지형에 대해서 장파의 해석해가 제시된 

바가 있다. 따라서, 본 연구에서는 기존에 제시된 해석

해를 활용하여 경계지점에서 수심이 0이 되며 임의의 

지형을 가지는 축대칭 지형에 대해 해석이 가능한 유한

요소모형을 개발하였다. 기존의 해석해를 활용하기 위

하여 해석영역을 3개의 영역으로 세분화하였다. 가장 

안쪽 영역은 해안선을 포함하는 영역이며 가운데 영역

은 실제로 유한요소모형이 적용되는 영역 그리고 바깥 

영역은 일정수심을 갖는 영역이다. 해석해는 일정한 기

울기를 갖는 지형에 적용이 가능한 Zhang and Zhu[20]

의 장파 해석해를 사용하였다. 영역 1의 크기를 충분히 

작게 하면 바닥면의 기울기를 일정하다고 가정할 수 있

으며 해안선을 포함하고 있기 때문에 항상 장파의 영역

을 만족하게 된다. 따라서 이 영역에서는 Zhang and 

Zhu[20]의 해석해를 사용할 수 있다. 

유도된 유한요소모형를 장파의 영역에서 기존에 존
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재하는 해석해와 비교한 결과 잘 일치하는 것을 확인할 

수 있었다. 둔덕이 있는 경우에 적용해 본 결과, 심해파

가 입사하는 둔덕의 위치가 해안선에서의 처오름 높이

에 큰 영향을 미쳤으며 둔덕으로 인한 파의 반사가 천

수보다 크게 발생하여 둔덕이 없는 경우보다 낮은 처오

름이 발생하였다. 그러나 장파가 입사하는 경우에는 둔

덕으로 인한 파의 반사보다 천수작용이 크게 발생하여 

둔덕이 있는 경우에 더 높은 처오름 높이가 형성되었

다. 둔덕이 해안선쪽으로 갈수록 처오름 높이가 증가하

였으나 그 효과는 심해입사파에 비해 미미하였다.
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