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요 약

RLS（Recursive Least Squares）나 LMS（Least mean square） 

등은알고리돔고유의 성질상 잠음이 섞인 시스导에 있어서는 옿 

바란 역 모里링올 할 수 었다. 따라서. 잡음의 영햠올 받지않는 

견실한 （r아XJS1） 모델 추정 알고리듬이 펄요하다.본 논문에서는 

잡옴환경하에 있는 시스目을 역 모델링하는데 있어서. 잡음의 영 

향을 줄이기위해 완천최소자승법을 도입하고 기존의 뢰소자승법 

과 비교 실험하였다. 그리고 이 방법의 적응 알고리틈울 제안 

하였으며, RLS（Recursiv읍 治죠织 squa论s）와 그 성능을 비교하여 

타당성올 검토하였다.

L 서 론

일반적으로 최소자승 문쟤에 있어서는 모든 오차가 단지 관측 

벡터에만 한정되어 있다는 가정을 그 기본 정의애 내포하고 있다 

[1.2]，그러나 불행하게도 이러한 가정은 많은 실제 경우에 있어서 만 

족되지 않눈다 에를 듈어, 시스탬 역 모털링에 있어 표몬화 오차, 

모# 링오차 그리고 장비오차（equipment error）등온 입력 데이타 에 

대한 정확한 정보지식의 가능성올 배제 한다. 관축벡터 에서 발생되 

는오차 훈만 아니라 이러한 입력 데이타에서 발생하논 오차를 보상 

해 주기 위해 고안된 것이 여러 cun/으 fitting 기 법 중 하나인 완전최소 

자승법이다【3]. 이들 두 방법은모두 최척의 시스템 겨수들 구할떼 

오차에너지룰 최소화시키려는 방향으로 식돌읗 풀어나가나, 최소 

자승법을 사응하였을 경우의 최소오차에너지는 항상 완전 최소자승 

법의 그것어 비해 크게 된다 즉 완전최소자승법을 시스템 역모델 링 

에 사응하현, 기존의 최소자승법을 사용한 경우보다 더 나은 성능을 

기대할수 있다.

일반척으로 퓰랜트의 룩성은 알 수가 없을 뿐더러 건 시간에 걸 

쳐서 천천히 변화하는 성짙울 가지기 때문에 역모델링을 하는데 척 

응성（MaptMty）은 불가피하다. 그러기 위해서는 완전최소자승법의 

적음 알고리듬이 필요하게 되는데, 븐 논문에서는 순환적인 완천최 

소자승법을 제안하여 잡음환경에 놓인 시스템의 척응 역 문제에 기 

존의 RLS와 비교하여 그 타당성올 검토하였다.

븐논문의순서는제II장에서논완전최소자승법에 대해서기술 

하였다. 제 山창에서뇬 이를 이용하여 적옹알고리듬을 제안하고 체 

W장에서는 이들 방법의 험퓨터 모의 싣험의 결과를보였으며 제 V 

장에서는 결론올 맺으며 앞으로의 연구방향에 대하여 고찰하고자 

한다

u. 완천최소자승법 애 대한 고찰

완전최소자승법은 mxl관측벅터인 b와 MX"데이타행렬 

A모두에 있어서 오차가 있을 때 적합한 fWng 방법이다• 이 기법 

온 행렬 A의 j 번째 （，= L2,…m） 열벡터 /에 있어서 공간상 

의 한 점 （%丁，4）에 최적인 부분공간 또는 평면叫터츨 打布昭하 

기 위한 것이다 관측 벡터 b의 교란량 r과데이타 행렬 A의 교란 

량 E. 모두를 고려하고 있는 완전최소자승법의 착상에 대해 고찰 

해 보겠다. 주어진 nonsingular 가중행렬이 아래와 갑다고하자.

D =山源（44,…,d, > 0 , i = 1,2，…，m ）

T = d诙（4,如…,“），t, > d ,i = 1,2,…m + 1

이 때 식 （그>률 춰소화하논X즐 찾자는 것이다•

min护찌퍼피叫尸 ⑵
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여기에서 H - 凫 WF2 그 이'으로 정의되는

• I
Frobenius 노옴(norm)이다. 잍단 최소로 하는 ［它冋 풀 찾올 수 

있다고 가정하자.

(A +明 느 b + i* (3)

식 ⑶올 만족하는 X는 완전최소자승 뮨제를 푼다라고 할 

수 있다. 죽 각각의 오차청도휼 나타내는 행렬 E와 벡터「의 크 

기를 최소화시칠 수 있는 평면벡터 X블 구하는 것이 완전최소 

자승 문제들 푸는 컷이 된다. 벡터 공간상의 한점 

尸(蛆&), 整 R,시 , P(蜀"(角—%")률 지나 

고 식 ⑷로주어진 평면에

X® + X?电*，—卜 XaHa — b = 0

수칙인 최소거리를 구하면 식(5)와같다.

PH _ + X2&2 + … + — 씨

(4)

(5)

이번 관측의 누적된 합으로 나타내면 식 (6)와 같다

[X血 1 + &血 + ,…卜 箱 j 이' 

—Xi2+x22 + --- + x?Ti一

_ 히가,TX-비2

=4 成+1 =bmm

(6)

여기서 。疝2온 최소의 오차애너지를 나타내는 것이며 완 

벽한 Mling의 경오에는 영이둰다. 윤전최소자승으로 추정된 후의 

전*?오차에너시와 회소자승으로 추정된 후의 천세 오차에너지블 

비교하기 위하여 간단한 2차원의 경우를 고려혀보자，

b

그림 2에 나타난 것과 같이 완전최소자승을 사용한 경우의 

추정치 (尊时와 실제 한 정 (知们)와의 오차데너지는 식⑺과 

갈이 씉 수 있다.

福泌 -4)'+(>&)" ⑺

즉, 어 대한 오차와 b 에 대한 오차에너지의 합으로 나타 

나진다. 하지만 최소자숭법율 사용한 청우에 있어 오차에너지는 

식 (8)로 주어지는데

4 二 (어 - 어)'+ ("疔 = ("疔 (8)

b 에 대한 오차에너지만 나타낸다. 그림 2에서보듯이 피타고 

라스의 정리를 사용하면 항상 식 (9)의 관계를 유지한다

…打 (9)

등호는 fitting된 직선이 넥터와 평행할 경우 뿐이다. 이 경우 

논 빅터 b와 요가 선헝종속인 경우에 해당한다. 시스템의 역 모뎰 

밍어 있어서는 전체 오차에너지量 기존의 치소자승법으로 얻어넨 

최소자승계수보다 더욱 착게 가지는 완천최소자승겨수를 언율 

수 있다.

III. 적응 완건최소자승법

제 II장이서 유도한 식 (6)룰 행련 형식으로 나타내면 다음과 

갈이 듼다.
宁时X-이' 【니이荘卜이用 2

Xk 鬲田 ％

(10) 

식(10)의 본모항에서 £ 二흐 卜이a/［는 가기상관행렬 

1*1 _ a； J
이 된다. 끼 xm 자기상관행렬 A은 그 븡계적 성짙상 대칭행렬이 

너 nunncyau1您한 고유치를 가진다. 또한 이 행렬의 di하incl 한 고 

유치 “,丄2, …，蒔•에 상옹하는 고유볙터들인 P】，P2, …，P■온 

각각 서로가 선형독립적이며 직교하게된다仞. 식 (10)에서 행렬 

A 의 고유치가 从 2^2…근 A* 일 때 최소에너지의 범위가 

최대고유치 L 와 최소고유치 人1사이에 존재하게 됨온 m 차원 

逆교 변 환］。기】ogor応I "an이orm)을 이용하면 수식적으로 증명 할 수 

있다!?L、冬 시(口)과갑이 최소에너지의 법위가주어진다.

人 m £ (Run —入 1

식 U⑴에서 편의상 아래 두변수를정의하자' 

須邨、x=［l］

E긋卜비训

삭 (挥)와 (13)을 이용하면 식 (1。)올 식 (14)와 같이 이차적 형태 

(quadratic forms)로 기술할 수 있다.

WA* (14)

XTX

식 (11) 와 식 (14) 그리고 AR = 사Pf 관계출 사용하면 식 

(15)로서 완전최소자승법을푸는 식 (2)의 해석이 가농해진다.

(니)

(⑵

(13)
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xtax p„ap,t . (15)
-ia T 人.——X一X1-— = Ag
XTX P.P.T

행렬 A 의 최소고유치 서“를 구하고 상옹하는 고유벅터 

Pit■ 구핟 수 있다면 이 고유벅터 P-•는 우리가 원하는 완전 

최소자승의 최적치 X 의 스케읻된 양임올 알 수 있다. 즉, 벡터 

礼늘 정규화시키면 역 모덜링에서 원하는 시스팀계수벅터인 X 

듵 얻올 수 있다.자기상군행렬과 같온 대칭행렬의 대각 고유치 

행렬을 A라 하고 고유빅터를 행빅터로 가지는 행렬올 P라 하 

면 다음과 같은 unitary similarity transformation관계뵬 이용하여 

자기상관행렬의 역행렬에 해당하는 고유치 벡터툴 얻을 수 있 

다'

(ptap)-' = a- (16)

식(16)에서보면, 자기상관행렬의 최소 고유치 및 상응하는 고 

유뷕 터를 구하논 문제는 역행 렬 의 최대 고유치 및 그에 상옹 

하는고유벡터를 구하는 문재로 바꾸어 생각할 수 있다. 자기 상 

관행렬 의 역행렬를 구하는문쟤는 행렬대수에서 널리 쓰이는 행 

렬 역변환 보조정리(Matrix Inversion Lemma)횰 사용하면 순환적 

인 겨산으로 싵 시간구현에 가능하도록 할 수 있으며, 입력의 

봉겨적 성질이 변화하는 것도 고려할 수 있다. 이에 대한 令식 

천개논 다음과 같다.

식。0)어서 二흐 퓰 벅터 B(〃)로 두고 . 어떤 시간 순간 n 

［礼J

일 뗘의 자기상관행렬을 A(h)라고 하펀 아래와 갑어 기술할 

수 있다.

A(n) = A A(n - 1) + (17)

여기서 入는 지수적 nXexponential weighting factor)^

서 nonstationary환경에서 벡터 B(〃)의 통계적 성질 변화의 가 

능성을 고려한。과 1사이의 상수이다.

식 (17)에 행렬 역변환 공리를 적용하면 사기상관행련의 역 

행렬은 다음과 같이 표현되어 친다.

A 시 (”)

= A니(门 一 1)_ A이5 — 1)孜〃)8丁3),\이(〃一1) (18)
一厂3无7。5商厂6編一

겨산의 편의상,P(H), k(/i)을 각각 식 (19)와(20)으로 정의하자.

P(n)= A-l(n)

疽 P어 -1)B(醇
(/i ~ l + X-1BT(n)P(n-l)B(n)

(19)

(20)

식 (18)온 다옴과 같온 방청식으로 된다.

P어) = 疽 P어-1)-A시 k어)bt(i)P(i- 1) (21)

이상에서 식 (29＞와 (20＞을 사용하면 벡터 B(/i) 의 통계적 변 

화의 가능성을 염두에 두면서도 자기상관행렬 A3)의 역행렬 

을 순환적으로 구할 수 있다. 최종적으로 얻어진 행렬 P(/i), 즉 

자기상관행렬의 역행렬에서 최대의 고유치와 상응하는 고유벡터 

룰 구하는 문제는 문헌에 나와 있는 Power 방법올 사용하면 간 

단하게 해결되어 진다〔오］.

이렁게 얻어진 고유벡터가 완전최소자승 문재들 푼' 평면을 

fitting하는데 있어서 점들간의 거리를 최소로 할 수 있는 평면벡 

터 ［1|씨를 구한 것이 된다.

IV 모의실험 및 평가

이 장에서는 앞장에서 고찰한 완천최소자승법의 척응 알고리듬 

을이응하여 임의로 만든륙정한 풀랜트에 대한 역 모델링의 성능 

을 컴퓨터 모의실험을 통하여 기존의 RLS와 수렵성및 오차정도를 

평가하였다. 잡음환경어 시스템이 노출되어 있을때 최소자승법을 

이혼적 기본으로 하는 RLS를 사용한 경유와 제안한 적응 완전최소 

자승법을 사용한 경우에 있어 기대했던 바외 같이 卒자가 더 나온 신 

스템 역 모델링 결과를보여주고 있다 실험에 사용된 시스탭에 데한 

블럭도는 그립 3에 나타나 있다.

그림 3 : 실험에 사용된 시스템 블럭도

윗 그립에서 풀랜트의 전달함수는 아래와 같이 2개 의 극첨(pole) 

과 한 개의 영점 (zero)를 가진다.

P(z) =
_丄二으스__ 

1匸 0.6z 이 +0.9 厂2 (22)

입력온 1과 -1이 무작위하게 연속되는 20)0개의 데이타로써 이 

子어져 있다. 잡옴 n온플랜트의 출력단에 돌어가는 백색잡음이라 

하겠다 그리고 척옹 역 펕터의 가중치 차수는 여러 번의 실험을 거 

쳐 척당한 12차로 고정시켰다. 펀저 잡음이 없는 이상적인 경우에 있 

어서는그림 4에서 보듯이 두 방법은 동일한 결과를 보여준다.
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그림 4 : 찹음이 없는 경우의 역 모델 추파수 륵성

반복횟수가 커질수득 영에 수렴하나 그림에서 보이듯이 적응 완전

최소자승법을 사용한 경우가 기존의 RLS둘 사용한 경우에 비해 뛰

어닌 수렴정도를 보여주고 있다.그림 5・(b)는 신호대 잔음비가OdB

잍 떼의 수렴정도와 오차를 나타낸 것 인데 이와갈이 신호대 잡음

• 비가 낮은 경우에는수렴정도 뿐만아니락수렴오차에서도큰 차이

츨 보인다

그림 6은 퓰랜트 출력단의 잡음을 고려하여 그정도가 신호에 대

해서 3. OdB 와같이 바꿔주면서 얻은플랜트의 역모델렁 주파个흑

징을보인 것이다. 그림Wb)에서와같이 잡음이 심한 경우 34B이상

그림 4에서 수평축은 디지랄 주파수 해상도를 나타내며 수직 축 

은줄텐트의 역 모델링된 주파수 특성을 대수좌표로 나타내었다. 찹 

옴에 따른 두 방법의 수렴및 오차정도를 반복횟수에 애 대해서 고챃

한 程과가 그림 S에 있다.
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의 성능차훌보이고 있다.
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그림 6 : 잡옴에 대한 역 모델 주파수 륵성

Uti5< (a) SNR = 3 dB , (b) SNR = OdB
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그림 5: 두 방법의 잡음에 대한수렴성 비교
븐 논문에서논 완전최소자승법을 도입하여 시스템의 역 모델 링

(a) 잡음이 얼는 경우. (b) SNR = 0 dB
에 적웅하였으며 기존의 최소자승법과 비교, 그 성능을 검토하였다.

여기서 그링 뇬 잡음이 언뉸 이상적인 경우, 두 방법에 대한 

역 시스导의 파라미터 겨수돌의 수험청도와 수렴오차를 보여준다. 

위 경우와 같이 잡옴이 없을 떠 두 방법의 역 시스템에 대한 오차는 

잡음휸경하에 있는 시스템에 제안한 적응 완천최소자승법올 사용하 

여 기존의 RLS보다뛰어난 성능을 얻었다 두 방법의 성농차는 겨 

산량의 단점올 충분히 보상하리라본다. 두 기법의 수학척 성농비교
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에 대한 연구가 겨속되어야 할 것이며, 채널 동화 뿐만아니라음성등 

의 시스템 계수 추정하는 문제등 많온 연구의 여지가 있다하겠다.
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