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Abstract 

The analysis involves an adaptive grid that is created under a criterion of element categorization of filling 
states and locations in the total region at each time step. By using an adaptive grid wherein the elements, finer 
than those in internal and external regions, are distributed at the surface region through refinement and 
coarsening procedures, a more efficient analysis of transient fluid flow with free surface is achieved. Using 
the proposed numerical technique, the collapse of a dam is analyzed. The numerical results agree well with 
the theoretical solutions as well as with the experimental results. Through comparisons with the numerical 
results of several cases using different types of grids, the efficiency of the proposed technique is verified. 

1. 서 론 

유동선단이 존재하는 유동장을 해석하는 방법에

는 초기 격자의 절점이 이동하면서 해석하는 라
그랑지안(Lagrangian) 격자기법[1]과 움직이지 않

는 오일러리안(Eulerian) 격자기법[2], 그리고 라그

랑지안과 오일러리안 기법을 접목시킨 ALE 기법

[4]으로 나눌 수 있다. 일반적으로 널리 사용되고 
있는 라그랑지안과 오일러리안 격자 기법에 대하

여 보다 구체적으로 살펴보면 다음과 같다. 먼저, 
라그랑지안 격자기법에 의한 해석은 유동선단, 
속도장, 압력장 등의 해석결과가 정확한 대신 격
자의 변형이 많이 일어날 때마다 격자 재구성 과
정을 반복해야 하기 때문에 복잡한 형상을 가진 
다이(die)에서는 충전 해석이 용이하지 못하다. 

이에 반하여 오일러리안 격자기법은 초기 격자가 
형상의 변형 없이 그대로 사용되거나 선택적으로 
사용되기 때문에 기하학적으로 복잡한 다이 형상

에서의 해석이 용이한 반면, 정확한 유동선단 예
측과 자유 경계면에서의 경계조건 처리에 어려움

이 따른다. 최근의 연구 경향을 보면 라그랑지안 
격자기법보다 오일러리안 격자기법에 보다 더 활
발한 연구 활동이 진행되고 있는데, 그 이유로는 
첫째, 실제 산업 현장에서 사용되는 다이의 형상, 
즉 제품 형상이 매우 복잡하여 특히 일반 유체, 
용융금속, 고분자 유동 등을 해석하는데 있어 라
그랑지안 격자기법은 한계가 있다는 점과 둘째, 
CAE 를 위한 상업화 된 코드는 비숙련자가 전혀 
어려움 없이 원하는 결과를 손쉽게 얻어내는 것
을 목표로 하고 있기에 수치해석 도중 사용자의 
작업이 거의 필요 없는 오일러리안 격자기법이 
상업화 된 코드에 보다 적합하기 때문이다. 오일

러리안 격자 기법의 대표적인 방법은 Harlow 와 
Welch 에 의한 MAC[2]법과 Hirt 와 Nichols 에 의
한 VOF[3]법이 있다. 이 기법은 FDM 기법을 근
간으로 발전되어 지금까지도 자유 유동장 처리기
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법의 기본 개념을 제공하고 있다. MAC 은 단위체 
(cell)들을 가로질러 이동하는 인자(maker)들을 따
라가며 유동장을 해석하는 방법으로 유체의 유동 
특성을 잘 표현하고 있으나 유동의 진전에 있어 
비압축성 조건을 만족시키기 어렵다는 단점이 있
다. VOF 법은 비압축성 연속방정식을 근간으로 
한 VOF (Volume of Fluid)를 각 단위체 마다 계산

하고 계산된 VOF 를 가지고 유동장을 정의하는 
방법이다. 이 기법은 FEM 분야에서도 응용 발전

되어 고분자 사출성형 공정에서는 Broyer[4] 등에 
의하여 고분자의 충전해석기법이 개발되었고, 금
속 주조공정에 있어서는 Dhatt[5] 등에 의하여 용
융금속의 충전해석을 위한 연구 결과가 발표된 
사례가 있다.  
 앞에서도 언급한 바와 같이 오일러리안 격자기

법은 많은 장점을 가지고 있는 반면, 유동선단과 
검사체적(control volume)에서의 유출입량 계산과 
정확한 유동선단 형상의 예측, 부분충전 검사체

적에서의 자유단 경계조건 처리에 많은 어려움이 
따른다. 또한, 유동장을 계산하기 위한 격자와 검
사체적과는 서로 직접적으로 연계되어 있기 때문

에, 유동장에서 수치해석 결과의 정확도를 높이

기 위한 보다 미세한 크기의 격자사용은 격자 총 
수의 증가와 더불어 검사체적의 증가를 가져와 
해석에 소요되는 시간이 기하급수적으로 커지는 
결과를 낳게 된다. 이러한 문제점을 해결하고자 
일반적인 사각형 검사체적에 적용되는 표면에서

의 격자세분화 기법을 Jeong 과 Yang[6]이 제안

하여 보다 정확한 유동선단 및 유체 유동의 물리

적 현상을 예측하였다.  
 본 연구에서는 격자세분화 기법을 삼각형의 검
사체적에 적용하는 방법을 제안하여 유동 선단부

를 포함한 유동장 전체에 있어서 삼각형 격자에

서의 수치해석 결과의 신뢰도를 높이고자 한다. 
 

2. 본 론 

2.1 지배방정식 
 비정상 비압축성 점성 유동장 해석을 위한 지배

방정식은 가속도와 중력장을 모두 고려한 
Navier-Stokes 방정식과 연속 방정식을 사용하였

다. 
연속(continuity)방정식: 
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그리고 t, iu , p, ρ , µ , if 는 각각 시간(time), ix

방향속도(velocity)성분, 압력(pressure), 밀도

(density), 점도(viscosity), 내력(internal force)이며 

ijσ 는 응력(stress), ijd 는 변형율 텐서(strain tensor)

이다. 
자유표면 sΩ∂ 에서는 다음과 같은 응력에 대한 

평형방정식이 적용된다. 
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여기서 airn µτσ ,, 는 각각 수직응력(normal 
stress), 전단응력(shear stress), 공기의 점도이다. 
첨자 n, t 는 유동선단에서의 수직과 수평 단위 방
향 벡터를 의미한다. 유동선단에서 표면장력

(surface tension), 점성응력(viscous stress), 공기압은 
고려하지 않는다. 벽면 경계면에 대한 수직 속도 
성분 nwu 은 다음과 같이 처리한다. 

walln onu w Ω∂= 0            (5) 

게이트(gate) 경계면 inflowΩ∂ 에는 다음과 같은 필
수경계조건(essential boundary condition)이 적용된

다. 

inflowΩ∂= onuu ii            (6) 

여기서 iu 는 게이트 경계면에 설정된 속도 성분

이다. 해석 초기(t=0)에는 설정된 속도 값 o
iu 을 

전체 영역에 대해 정의되며, 본 연구에서는 o
iu = 

0 이 사용된다. 
0=Ω= tatonuu ii

o             (7) 
 
2.2 유한요소수식화 
 유동장에 대한 지배방정식 (1)과 (2)을 복합유

한요소 수식화(mixed FE formulation)를 사용하여 
약형(weak form)으로 표현하면 다음과 같다. 
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여기서 κ,, ii uu 는 각각 속도함수, 가중함수, 체
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적 탄성 계수(bulk modulus) 이다. 식(8)의 복합 
유한 요소 수식화를 위해서 삼각형의 P1+/P1 요

소를 사용하였다. 이 요소는 무게 중심에 4 번째

절점이 존재하며 Galerkin 방법에 의한 Navier-
Stokes 방정식의 안정한 해를 얻기 위한 Brezzi-
Babuska 조건을 만족한다. 이와 같은 MINI 요소

는 이차원에서 최소의 절점 수를 가지며 삼각형 
요소로써 복잡한 형상을 나타내기 적합하며 선형 
요소로써 격자 세분화 방법의 적용에 유용하다. 
무게 중심에 있는 4 번째 절점은 속도 분포에 대
하여 부분적인 선형 근사를 나타내며 3 개의 부
속 삼각형으로 분할한다. 속도에 대한 형상함수

는 세 개의 선형 요소와 한 개의 버블(bubble)함
수로 정의되며 압력은 세 개의 선형 형상함수를 
사용한다. 본 연구에서 버블 함수는 수치 적분을 
위해서 아래와 같이 요소의 꼭지점에서 0 값을 
가지며 부속의 삼각형에서는 부분 선형적이다. 
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여기서 βkU 과 αiU 는 속도함수와 가중함수

(weighting function)에 대한 절점 값, βN , αN , bN  

는 속도성분, 가중함수에 대한 형상함수(shape 
function)과 버블 함수이며, γp 과 δp 는 압력함수

와 가중함수에 대한 절점(node)값, γN 와 δN 는 

압력성분과 가중함수에 대한 형상함수이다. 
각 요소에 해당하는 행렬을 구성할 때 삼각형 요
소의 경우 4 번째 절점에 대한 속도 근사가 이루

어지지만 ‘static condensation’ 과정이 각 요소 수
준에서 수행되어 3 절점의 삼각형 해석으로 되돌

아간다. 식 (9)를 식 (8)에 대입하면 다음과 같
은 유한요소 방정식을 얻게 된다. 
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비선형 방정식인 식 (10)를 계산하기 위해 본 연
구에서는 Predictor-Corrector 방법을 사용하였다. 

2.3 적응 격자  
 부분 충전 검사 체적에서의 속도장을 정확하게 
구하기는 오일러리안 격자기법의 특성상 매우 어
렵다. 부분 충전 검사체적을 완전 충전된 검사체

적으로 가정한 유동장을 가지고 속도장과 압력장

을 계산했기 때문에 이러한 가정에서부터 비롯되

는 수치적 오차는 필연적으로 존재하게 된다. 이
러한 문제점을 해결하기 위하여 적응 격자 세분

화 기법은 유동의 선단 부분의 격자를 미세하게 
세분화하여 새로운 계산 영역을 설정함으로써 보
다 실제의 유동과 비슷한 조건에서 해석이 수행

될 수 있다. 이와 같은 적응 격자 세분화는 선단 
부분에서만 격자의 세분화가 이뤄지므로 계산 영
역의 요소수가 전체를 세분화한 방법에 비해 적
으므로 계산시간의 감소와 저장용량을 절약할 수 
있다. 또한, 선단의 세분화 정도를 조절하여 아주 
유연한 자유 표면의 결과를 얻을 수 있다. 
 

2.3.1 VOF 법에 적용된 적응 격자 기법 
 적응 격자기법의 적용을 위해서는 세분화가 될 
표면 요소와 이미 세분화와 결합과정을 거친 내
부와 외부요소로 전체 영역이 나누어진다. 이와 
같은 적응 격자 기법을 요약하면 다음과 같다.  

 
step 1: 전체 영역의 요소들이 내부, 외부 및 표면 
요소로 분리 
step 2: 현재의 새로운 표면 요소들을 이미 정한

수준으로 세분화 과정을 수행 
step 3: 새로운 내부 및 외부의 요소들 중 세분화

가 이뤄진 요소에 대한 결합과정을 수행 
step 4: 격자 세분화의 확장 

  
세분화의 과정은 삼각형 요소의 경우 4 개의 요

소로 분리되며 4 개의 요소로 분리됐던 내부 및 
외부의 요소들은 하나의 요소로 결합된다. 이와 
같은 세분화와 결합의 과정에서 한 요소의 세분

화의 수준은 주변 요소의 세분화의 수준과 일치

하거나 한 단계의 차이를 넘어서는 안 된다. 이
와 같은 규약은 유한 요소 해석에서의 편의성을 
위한 것으로 한 변에서의 불연속 절점의 개수가 
2 개 이상인 경우 해석상의 어려움이 발생한다.  
다음의 조건들을 만족시키는 경우에 격자의 세

분화와 세분화된 격자의 결합 과정이 이뤄지게 
된다. 

 
i)세분화를 위한 조건: 

a)세분화된 표면 요소의 세분화 수준이 미리 
정한 세분화 수준을 넘지 않아야 한다. 
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b)내부 및 외부 요소인 경우 다음의 조건을 만
족시켜야 한다. 

N – Na < -1 
 
여기서, N 과 Na 은 요소의 세분화 수준과 주변 
요소의 세분화 수준을 의미한다. 

  
ii)세분화된 격자의 결합 조건: 
이미 4 개로 분리 되었던 요소이고 아래의 조건

을 만족시켜야 한다. 
N – Na > -1 

 
 위와 같은 조건을 만족하는 요소들에 대하여 세
분화와 결합 과정을 수행한 후 표면 요소만 급격

히 세분화 되는 것을 방지하기 위해 격자세분화

를 확장하는 과정을 거치게 된다. 이와 같은 확
장은 표면 요소에서 내부의 격자로 진행된다. 

2.3.2 불연속 절점의 처리 
2 차원 삼각형 요소를 4 개의 요소로 세분화 하

는 경우 주변 요소의 절점과 일치하지 않는 절점

이 발생한다. 주변 요소의 세분화 수준에 따라서, 
즉 세분화 수준이 한 단계 높거나 같은 경우에 
따라 각 요소의 면에 불연속 절점이 발생할 수 
있다. 

Fig. 1 의 경우, 요소는 1 에서 3 개까지의 불연속 
절점을 갖게 된다. 이와 같은 경우에 유한요소 
해석을 위해서 절점에 특별한 제한 요건들이 필
요하지만, 삼각형 요소의 특성을 살려 *.5 수준의 
Fig. 1 과 같은 요소를 생성할 수 있다. 여기서 ‘*’
는 불연속 절점이 있는 주변 요소의 세분화 수준

을 의미한다. 

 
Fig. 1 Generation of *.5 level element 

 
이와 같은 *.5 수준의 요소는 항상 내부의 요소

에 생성되기 때문에 자유 표면의 형상을 위해 표
면 격자를 세분화한 것에 영향을 미치지 않으며, 
단지 세분화된 격자에 대한 해석만을 더 수행함

으로써 격자 세분화로 발생하는 불연속 절점의 

문제를 쉽게 처리할 수 있다. *.5 수준의 요소는 
유한 요소 해석을 수행하는 과정 전에 잠시 생성 
되었다가 다시 해석이 수행된 후 바로 제거되어 
각 요소의 VOF 값 등을 계산하는 부분에 영향을 
미치지 않게 된다. 

 

3. 해석 결과 

3.1 붕괴하는 물 댐의 해석 
본 절에서는 자유 표면의 비정상 유동의 해석의 

대표적인 문제인 댐이 붕괴 문제에 대하여 제안

한 방법을 검증한다. 3 가지 경우의 격자 형태에 
대하여 해석이 진행되는데, case Ⅰ, Ⅱ는 고정 격
자이며 case Ⅲ은 적응 격자 세분화가 적용된다. 
각 경우에 대하여 유동의 선단을 Martin[7]의 실
험 결과와 비교하고 전체 자유 표면에 대한 이론 
및 실험적 해가 없어 가장 격자의 밀도가 높은 
case Ⅰ의 경우를 전체 자유표면의 근접한 해라

고 가정하여 case Ⅱ, Ⅲ을 비교한다. 각 경우의 
초기 격자의 수를 살펴보면, case Ⅱ는 case Ⅰ의 
격자 수의 1/4 이며 case Ⅲ는 case Ⅰ의 격자 수
의 1/64 이다. 해석하고자 하는 댐의 형상은 Fig. 
2 와 같이 댐 기둥의 넓이에 대한 높이의 비(b/a)
가 2 이다. 계산에 사용된 물질 상수는 물의 밀도 
1000kg/m3, 점성 0.001kg/m·s 그리고 중력가속도 
9.8m/s2 등이다. 
해석의 결과 표현에는 무차원화된 시간 

a
gT 2

= 를 사용하여 나타낸다. Fig. 3 은 case Ⅰ

에 대하여 T=1., 2., 2.9 에 대한 예측된 자유 표면

과 속도 분포를 나타낸다. Case Ⅰ의 경우 초기의 
격자가 매우 세분화 되어 있어 안정적인 속도 분
포와 부드럽고 실제에 가까운 자유 표면의 결과

를 얻는다. Fig. 4 은 case Ⅱ에 대하여 해석된 자
유 표면과 속도 분포를 나타낸다. Case Ⅰ의 결과

와 비교하여 case Ⅱ는 유동의 선단 부분이 부정

확함을 알 수 있다. 적응 격자 세분화 과정이 적
용된 case Ⅲ에서는 세분화 수준이 3 으로 설정되

어 해석된다. Fig. 5 는 case Ⅲ의 각 시간에 대한 
격자의 구성과 자유표면 속도장의 분포를 나타낸

다. 위의 결과와 같이, 자유 표면에서 효과적으로 
격자 세분화 과정이 수행되면서 부드러운 자유표

면과 안정적인 속도 분포를 얻는다.  
Fig. 6 은 바닥과 맞닿아 흐르는 유동 선단의 위

치를 Martin[7]의 실험과 비교한 결과를 나타낸다. 
Case Ⅰ, Ⅲ은 실험 결과와 매우 근접한 결과를 
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나타내지만, case Ⅱ의 경우는 자유 표면을 구성

하는 격자 크기의 한계로 실험 결과와 부분적인 
오차를 나타내고 있다. 해석 중의 평균적인 격자

와 절점의 수를 각 경우에 대하여 Table 1 에 비
교하였으며 더불어 각 경우의 계산 시간에 대한 
비교도 덧붙였다. 비교 결과에서 보듯 case Ⅰ의 
경우가 가장 많은 시간과 메모리를 소모하며 
case Ⅲ은 사용된 평균 격자의 수에서 가장 적은 
메모리를 사용하였고 계산 시간에서는 case Ⅱ에 
비하여 약 60% 정도 더 많은 시간이 소요되었다. 
이와 같은 결과는 계산의 사용된 격자의 수에서 
평균적으로는 효율적 이었지만, 표면에서 격자 
세분화를 하는 과정의 수행으로 실제의 유동 계
산 외에 많은 시간이 소요됨을 알 수 있다.  

 결론적으로 더 많은 격자를 사용한 case Ⅱ에 
비해 초기 격자가 적은 상태로 격자 세분화를 적
용한 case Ⅲ가 전체적인 자유 표면을 구성함에 
있어 case Ⅰ과 더욱 일치하였으며 case Ⅲ의 경우 
가장 효율적인 메모리가 사용됨을 알 수 있다. 계
산 시간에 있어서는 case Ⅰ과 case Ⅱ의 사이에 
case Ⅲ의 계산 시간 결과가 존재한다. 자유 표면

을 갖는 비정상 유동인 댐의 붕괴 문제 해석으로

부터 적응 격자 세분화의 효율성을 보였다. 
 

 
 
Fig. 2 Schematic diagram of initial water dam and 

boundary condition on wall 
 

             
(a) T=1. 

     
(b) T=2. 

(c) T=2.9 
 
Fig. 3 Predicted free surfaces, element configurations 

and velocity field obtained in case I 
 

             
(a) T=1. 

      
(b) T=2. 

 

(c) T=2.9 
 
Fig. 4 Predicted free surfaces, element configurations 

and velocity field obtained in case II 
 

            
(a) T=1. 

    
(b) T=2. 

 

(c) T=2.9 
 

Fig. 5 Predicted free surfaces, element configurations 
and velocity field obtained in case III 
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Fig. 6 Predicted front position variation versus time 
compared with experimental result by Martin[7] 

 

Table 1 Comparison of results obtained in cases 

 

4. 결 론 

삼각형 검사체적을 갖는 요소에 대한 적응격자 

세분화 기법의 타당성 검토를 위하여 물 댐의 붕

괴 시 유체의 흐름을 예측하는 예제에 대하여 적

용한 바 다음과 같은 결론을 얻었다. 

(1) 적응 격자 세분화 기법의 적용은 부분 충

전 검사체적에서의 미충전 부분의 제거가 

가능하여 유동 선단에 의하여 예측된 형

태에 보다 접근한 유동장을 얻을 수 있었

다. 

(2) 유동선단부의 격자를 미세하게 생성시킴

으로써 속도장과 압력장을 보다 효율적이

면서 정확하게 계산할 수 있었다. 

(3) 적응격자 세분화 기법을 물 댐의 붕괴 문

제의 수치 모사에 적용하여 안정적인 유

체의 흐름 현상 예측과 실험 결과에 근접

한 해석 결과를 얻을 수 있었다. 
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