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Abstract 

CFD data compression method based on supercompact multiwavelets is presented. High data 
compression can be achieved when taking advantage of the compact nature of multiwavelets. Thresholding 
technique is also a matter of primary concern in determining pressure ratio. In this paper, we apply 
thresholding for multiwavelets that considers the coefficient vector as a whole rather than thresholding 
individual elements. Various thresholding methods are described briefly. CFD data compression suggests that 
the multivariate thresholding method is suitable for supercompact multiwavelets. 

기호설명 
 

10 ,HH : Orthonomal wavelets 기저를 사용하여
averaging tranformation 으로 변환시켜주
는 가중계수 

10 ,GG  : 가중계수 10 ,HH 로부터 얻어지는 계수 

TTT ,   : pre-transformation과 post-transformation 

V      : covariance 행렬  
λ      : 임계값(threshold value) 
θ      : 참조값(positive reference value) 

jj r,α  : 평균(average) 벡터값과 나머지(residual) 

벡터값 

210 ,, ααα  : 이산 근사값(discrete approximation) 

 
 
 

 

1. 서 론 

최근 전산유체역학(이하 CFD)은 정확도에 있어
서 많은 발전을 거듭하고 있지만, 높은 정확도를 
얻기 위해서는 불가피하게 격자(grid)를 많이 생
성해야 한다든지, Full Navier-Stokes 방정식을 풀
어야 하는 경우가 많이 생기게 되었다. 이러한 
경우 해석 data 의 양은 기하급수적으로 증가하게 
되고, 결국 계산 시간의 증대 및 data 저장 장치
(memory)가 더 많이 필요하게 되는 문제점이 야
기된다. 이러한 문제점을 개선하기 위해서 CFD 
data 압축이 연구되고 있다. 이러한 연구를 위해
서는 최근 음성 및 영상, 신호처리 분야에서 많
이 쓰이는 wavelets 을 사용하게 된다. 그러나, 영
상 및 신호처리에 사용되는 데이터는 거의 모든 
곳에서 불연속성을 가지며, 약간의 내재적 매끄
러움을 지니는 반면, CFD data는 거의 모든 곳에
서 매끄럽고, 충격파, 와동, 전단층 등의 불연속
성을 갖게 되므로 CFD data 의 특성을 고려한 
wavelets을 적용해야 한다. 본 연구에서는 이러한 
조건들을 만족시키고 효율적인 CFD data 압축을 
수행하기 위해 Supercompact Multiwavelet 을 적용
한다. 특히 중요한 것은 data 압축의 실질적인 
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process인 임계처리법(thresholding method)이다. 최
근 다양한 thresholding method 가 소개되고 있고, 
각기 다른 장점을 갖고 있다. Supercompact Multi-
wavelet 에 적합한 thresholding method 를 알고 적
용하는 것은 상당히 중요하며 의미 있는 일이다.  

2. Supercompact Multiwavelet 

Supercompact Multiwavelet 은 1996 년에 Beam 과 
Warming(8)에 의해서 개발되었고, 그 후 Dohyung  
Lee(1~3)에 의해 3D 로 확장되었다. Supercompact 
Multiwavelet 은 다음과 같은 특징을 지닌다. 우선, 
높은 차수의 정확도를 유지하면서도 wavelet 계산
에 사용되는 support 가 매우 적다는 것이다. 이로 
인해 shock 과 같은 불연속면에서의 계산에서도 
그 강도의 감소 없이 비교적 정확하게 계산을 수
행하게 된다. 또한, 하나의 mother wavelet 이 아닌 
여러 종류의 다양한 mother wavelet 을 사용하므로 
직교성(orthogonality), 정확성, 대칭성을 갖는다. 그
러나, Multiwavelet 을 사용하기 위해서는 기존의 
data 영역을 wavelet 영역으로 변환시키는 pre-
transformation과정과 역과정(reverse process)인 post-
transformation 과정이 요구되어진다. 따라서, 전체 
변환과정은 다음과 같다.  
 
CFD data  Pre-transformation  Decomposition  
Thresholding  Reconstruction  Post-trasnformation 

 CFD data  
 

2.1 Pre- and Post-transformation 
 
Pre- and Post-transformation에 사용되어지는 식은  

jjj
T

j TuuT αα rrrr
== ,           (1) 

이다.  
 

2.2 분해(Decomposition)와 복원(Reconstruction) 
 
분해과정에서는 다중해상도법(MRA)가 적용되는데, 
각각의 단계마다 적용되는 식(2)~(4)은 다음과 같
다.  

pp aLR r
=−1 ,               (2) 

이때, par 는 원본 data 를 나타내고, L 행렬은 분
해행렬이 된다. 평균값(average value)들은 R 행렬
의 ijkαr ,즉 Fig.1에서 000부분에 저장되고, 나머지

값(residual value)들은 나머지 부분에 저장된다. 복
원과정은 분해과정의 역으로 구성된다. 또한, 

GH , 행렬의 직교성에 의해 사용되는 wavelet 행
렬은 transpose 를 취함으로써 구한다. 이 과정에 
적용되는 식(5)는 다음과 같다.  
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3. Thresholding Method  

임계법(Thresholding method)의 개념은 잡음(noise)으
로 간주되는 중요하지 않은 wavelet 계수를 버리
는 것이다. CFD 데이터 압축은 바로 이 과정에서 
일어나게 되므로 일련의 어떠한 과정보다도 중요
하다. 보통의 압축 과정에서는 적절한 가정에 의
하여 분해(Decomposition)된 데이터들 중 사용자가 
정한 값보다 작은 값들을 0 으로 생각하여 없애버
리고, 0으로 치환된 부분은 그 위치만을 기억하는 
과정을 통하여 데이터를 압축하게 된다. 최근에 
소개된 다양한 임계법은 재각기 다른 특징을 갖고
있으며, 그에 맞는 wavelet basis를 적용할 때 비로
소 압축률의 향상을 기대할 수 있다. 본 논문에서 
소개하고 있는 supercompact multiwavelet에 적합한 
thresholding method 를 적용하는 것은 의미있는 일
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이다. 
 

 
Fig.1 Decomposition과정 중 3D Subcell 구성. 

 

3.1 표준 임계법(Standard thresholding method) 
 
Donoho(7~8)에 의해 제안된 표준 임계처리방법은 
두 가지가 있다. Hard thresholding 과 Soft 
thresholding인데 각각 다음과 같이 정의 된다.  

( ) ,
0

:,
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λ
λ

xif

xifx
xT hard       (1) 
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0

)sgn(
:,
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xT soft  (2) 

임계값(Thresholding value) λ 는 잡음의 표준편차 
뿐만 아니라 관측된 표본크기에 따라 결정된다. 

Hard thresholding은 오차의 기대값을 최소화한다
는 측면에서 좋은 잡음제거 알고리즘을 제공한다. 
그러나, 인위적인 깁스현상이 발생하여 원하는 매
끄러움을 갖지 못한다. 그에 비해 Soft thresholding
은 이상적인 축소법(ideal shrinkage method)에 보다 
근사한 형태인 연속적인 축소법으로서 매끄러운 
조건을 잘 따른다.  
                             
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                   
Fig.2 (a) Hard thresholding ; 임계값 1=λ 로 선형함
수(점선)에 적용된 축소함수의 결과(굵은 실선) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  
 

Fig.2 (b) Soft thresholding  

3.2 범용 임계값(Universal thresholding method) 
 
Donoho 와 Johnstone(7)이 제안한 범용 임계값

(universal threshold) Uλλ = 의 선택은 다음 통계적 
결과에 기반을 둔다. Nizi ,,1, K= 이 )1,0(Niid
를 따르는 랜덤변수라 하고, 







 ≤≤−=

≤≤
Nz

N
NNA iNiN ln2max

ln
lnlnln2

1
 

라 하면, 1)Pr(lim =
∞→ NN

A 이 성립한다. 이 결과에 

의하면 분산이 12 =σ 이고 표본 크기가 충분히 

큰 모든 잡음의 크기가 Nln2 보다 작을 확률
이 상당히 큼을 알 수 있다. 따라서, 여러 임계처
리 방법에 범용적으로 적용할 수 있는 임계값 λ
를 σλλ ˆln2: NU == 과 같이 자연스럽게 택할 
수 있다. 여기서, σ̂ 는 잡음의 표준편차 σ 에 대
한 추정치 이다. 범용 임계값은 여러 축소 임계처
리법에 무리없이 이용될 수 있지만 특히 데이터의 
크기가 크거나 σ 가 과추정(over-estimated)되었을

때 Uλ 가 커지므로 열화(degration)또는 일그러짐
(distortion)이 발생하는 경향이 있다.  

 
Fig.3 Thresholding을 적용(red line) 
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Fig.4 (a) 원본 data,  (b) 역변환된 data 
 

만약 압축이나 잡음 제거를 원한다면, Fig.3 의 a5
인 평균값(average)영역의 wavelet 계수와, 나머지

값(residual) 에 해당되는 d1,d2,d3,d4,d5 에 해당되

는 각각의 wavelet 계수에 Thresholding 을 적용하

여 빨간 선을 벗어나는 지역의 wavelet 계수만을 

선택하고 나머지는 버린 후 모두 더해 wavelet 역

변환 하면 원본 data(Fig.4 (a))에 비슷한 혹은 완전

히 동일한 다양한 시그널과 여러 대역의 압축율을 

갖는 시그널(Fig.4 (b))을 완성할 수 있다. 

 

3.3 Multivariate thresholding method 
 
T.Downie 와 B.Silverman(4)에 의해 제안되었으며, 
개개의 요소를 thresholding 하기보다는 전체 벡터
를 thresholding 한다. 그러므로, 앞에서 언급한 분
해과정 후에 생기는 벡터들에 적용할 수 있다. 이 
방법은 Multi-wavelet의 covariance구조를 이용하는 
것으로서 그 과정은 다음과 같다.  

VRRT=θ                (3) 
이 때, V 는 covariance 행렬을 나타내며, 다음의 
식으로 계산된다. 

TTV T2σ=               (4) 
이 때, T 행렬은 앞에서 언급한 Post-transformation 
행렬이 된다. σ 는 잡음의 표준편차이며, CFD 분
야에서는 중요하지 않으므로 1 로 놓는다. 이러한 
과정에 의하여 양의 값 θ 를 얻은 후에 임계값 
λ를 구하면, 다음과 같은 임계법칙을 적용한다. 

)(ˆ λθ ≥⋅= IRR           (5) 

즉, 식(3)에 의해 계산된 θ 가 사용자가 정한 값 
λ 보다 크게 되면 R 행렬 전체를 보존하고 작으
면 R행렬 전체를 0 으로 치환하여 memory 에 저
장 시 생략하는 방법을 사용하게 된다. 다른 방법
으로는 Soft tresholding 을 사용하여 다음과 같은 
식으로 변형한다.  

θ
λθ )0,max(ˆ −

⋅= RR            (6) 

즉, λθ − 와 0 중에서 보다 큰 값을 계산하고, 
difference 값들로 이뤄진 행렬에 곱하여 임계처리
를 수행하게 된다. 이 과정에서 0 으로 치환되는 
경우에는 memory 상에 값을 기억하지 않는 과정
을 통해 압축을 하게 된다.  

4. 실제 적용 사례 

4.1 Vortex Propagation Solution 
 
이 데이터는 Rott(11)의 vortex propagation 에 관한 
data 이다. Rott 의 solution 은 Navier-Stokes 방정식
의 정해로서 정상상태에서의 3D 축대칭 vortex 를 
나타낸다. Grid 크기는 515111 ×× 이고 원본 data
의 크기는 2,626Kb 이다. Fig.5 는 원본 data 의 
vortex 전파 양상과 재구성된 data 의 전파양상을 

비교한 것이다. L2RationError 는 610841.7 −× 이며, 
압축된 data 의 크기는 75.4Kb 이다. 압축률은 
1/34.8이다.  
 

 

 
Fig.5 Vortex Propagation Energy contour 비교 
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4.1.1  Vortex propagation data의 Thresholding  
 

 
                      (a)  

 
(b) 

Fig.6 (a) Soft thresholding method, (b) Multivariate 
thresholding method. 

 
Fig.6는 각기 다른 thresholding method를 적용했을 
때의 data 를 나타낸다. Multivariate thresholding 
method 를 적용했을 때가 비교적 noise 도 제거되
고 압축률의 향상을 기대할 수 있다.  
 

4.2 천음속(Transonic Flow) 영역에서의 3D wing 
압력분포 

 
천음속 영역에서의 3D wing  CFD data 를 Super-
compact Multiwavelet에 적용하였다. Mach 수는 0.8
로서, 천음속 영역이고, grid 크기는 1293333 ××
이다. 또한 밀도 contour 를 비교함으로써 기법의 

정확성을 확인하였다. 이 때 사용된 original data의 
크기는 약 10,700Kb 이며 Fig.7 에서 보듯이 날개 
뒷부분에서 발생하는 shock 을 압축 후 복원한 
data 에서도 비교적 정확하게 잡아냄을 확인할 수 

있다. 또한 L2RationError 는 510333.1 −× 으로서 
무시할 수 있을 정도로 작음을 알 수 있다. 또한 
supercompact multiwavelet 을 이용한 압축기법은 
original data를 약 729Kb 정도로 압축한다. 따라서 
아주작은 error와 함께 1/14.7이라는 매우 높은 압
축률로 original data를 압축함을 알 수 있다. 
 

4.2.1 3D Wing data의 Thresholding. 
 
Multivariate thresholding method에 의해 3D wing 압
력분포 data 의 thresholding 을 수행했다. Fig.8 은 0
값에 thresholded data들이 치환되어져 있다. 즉, 압
축률이 크다는 것을 알 수 있다. Multivariate 
thresholding method는 Multiple wavelet에 적합함을 
알 수 있다. 
 
 

 

 
Fig.7 3D wing 밀도 contour 비교 
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Fig.8 Multivariate thresholding method. 
 

5. 결 론 

Supercompact Multiwavelet 에 적합한 Thresholding 
methode는 multivariate thresholding이며, 개개의 요
소를 thresholding 하기 보다는 coefficient 벡터를 
thresholding 하는 것이 효과적임을 알 수 있다. 원
본 data 와 압축된 후 복원된 data 와의 차이가 거
의 없으며, shock의 위치, 파형의 전파 양상 등 중
요한 특징을 큰 오차 없이 잘 나타냄을 알 수 있
다. 따라서, CFD data 의 경우에는 Supercompact 
Multiwavelet 기법의 적용과 Multivariate thresholding
의 적용으로 저장공간과 수렴시간을 최소화 할 수 
있다.  
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