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 Abstract 

In this paper, the spectral element model is derived for the vibration and stability analyses of an axially 
moving viscoelastic beam subjected to axial tension. The viscoelastic material is represented by using a one-
dimensional constitutive equation of hereditary integral type. The accuracy of the present spectral element 
model is first verified by comparing the eigenvalues obtained by the present spectral element model-based 
SEM with those obtained by the exact theory and the conventional FEM. The effects of viscoelasticity on the 
vibration and stability of an example moving viscoelastic beam are numerically investigated. 

1. 서 론 

동력전달장치에 사용되는 이동벨트(moving belt)
는 축방향으로 이동하는 1차원 구조물의 대표적인 
예이다. 축방향으로 이동하는 구조물의 경우 이동
속도의 변화에 따라서 구조물의 진동과 동특성이 
변화하게 되며 이동속도가 임의의 임계속도에 이
르면 불안정 현상이 나타나면서 구조물이 파손될 
수 있다. 따라서, 축방향으로 이동하는 구조물의 
구조동역학적 특성과 안정성을 사전에 정확하게 
파악하는 것이 매우 중요하므로 이에 관한 연구가 
그동안 많은 연구자 이루어져 왔으며 1980년대 후
반까지의 연구는 Wickert 와 Mote(1)에 의해 문헌
조사가 이루어진 바 있다. 지금까지 문헌에 발표
된 연구들을 살펴보면 대부분의 연구에서 축방향
으로 이동하는 구조물을 탄성체로 가정하고 1차원 
현(string)이나 보(beam) 구조로 모델링하였다. 
재료의 발전과 함께 이동벨트의 재료로서 플라

스틱, 세라믹, 강화금속, 강화 복합재료, 고분자재
료 등이 이동벨트의 재료로서 최근 널리 사용되고 
있다. 이러한 점탄성 재료는 일반적으로 Hook의 
법칙 대신에 미분형 또는 적분형으로 표현된 구성
식(constitutive equation)으로 나타낸다. 

점탄성 이동벨트에 대한 연구는 Fung의 연구(2)

가 처음이다. Fung은 점탄성 이동벨트의 과도응답

(transient response)을 구하기 위하여 선형표준(linear 
standard) 점탄성 모델을 사용하였으며 Galerkin방

법과 유한차분법(finite difference method)을 사용하

였다. 이후에 Fung(3)은 점탄성 감쇠가 이동벨트의 
비선형 자유진동에 미치는 영향을 고찰하였으며, 
Zhang과 Zu(4, 5)는 미분형 Kelvin모델을 채택하여 

비선형 자유진동과 강제진동을 고찰하였다. Hou와 
Zu(6)는 미분형 선형표준 점탄성 모델을 이용하여 
점탄성 이동벨트의 비선형 진동을 연구하였다. 점

탄성 이동벨트에 대한 지금까지의 연구들(2-6)에서

는 이동벨트를 대부분 현 모델로 다루었다. 그러

나, 이동벨트의 굽힘강성을 무시할 수 없는 경우 
현 모델보다는 보 모델로 다루는 것이 바람직하다. 
이동하는 점탄성 Web을 보 모델로 다룬 연구자는 

Marynowski와 Kapitaniak(7)이며 이들은 점탄성 재료

를 미분형 구성식으로 나타내었고 Runge-Kutta방법

을 이용하여 진동해석과 안정성해석을 수행하였다. 
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선형 점탄성 구조물의 해석에 지금까지 사용되

어 온 해석법으로는 Galerkin방법(2), Runge-Kutta방
법(7), 라플라스 변환법(Laplace transform method)(8), 
대응중첩법(the correspondence and superposition prin-
ciples)(9), 퓨리에변환법(Fourier transform method)(10), 
유한요소법(finite element method, FEM)(11), 라플라스

변환 및 유한요소 혼합법(hybrid Laplace transform/ 
finite element method)(12)등이 있다. 

스펙트럴요소법(spectral element method, SEM)은 
구조물을 스펙트럴요소행렬(spectral element matrix)
을 이용하여 모델링하고 FFT기법을 사용하여 주

파수영역과 시간영역에서의 동적응답을 구하는 해

석법이다. 엄밀한 동강성행렬(exact dynamic stiffness 
matrix)이라고도 부르는 스펙트럴요소행렬은 주파

수영역에서 구조동역학 방정식을 만족하는 해를 
동적형상함수로 사용하여 유도하는 강성행렬이기 
때문에 구조요소의 동적거동을 엄밀하게 나타낸다. 
따라서, 균일한 구조요소의 경우 길이에 무관하게 
한 개의 유한요소만으로 모델링 할 수 있다. SEM
에서 요소분할이 필요한 경우는 형상이나 물성치

가 변화하는 경우이며 유한요소의 조합(assembly)
은 기존의 FEM에서와 동일한 방법으로 수행된다. 
SEM은 주파수영역 해석법이기 때문에 점탄성 구

조물 같이 물성치가 주파수의 함수로 측정되는 경

우의 동역학 해석에 적합하며(13), FFT(fast Fourier 
transform)와 IFFT(inverse FFT) 알고리즘을 이용하

기 때문에 주파수영역과 시간영역에서의 동적응답

을 매우 정확하고 효율적으로 구할 수 있는 장점

이 있다. SEM을 축방향 이동물체에 적용한 연구

로서는 이동하는 탄성 현의 정확한 고유치를 고찰

한 Le-Ngoc와 McCallion(14)의 연구가 처음이며, 점

탄성 이동보에 관한 적용은 아직 문헌에 발표되지 
않았다.  

따라서, 본 연구에서는 장력을 받으며 일정한 
속도로 이동하는 점탄성 보에 대한 스펙트럴요소

모델을 유도하고 이동속도, 장력 및 점탄성 효과

가 이동하는 보의 진동과 안정성에 미치는 영향을 
고찰하였다. 

 

2. 운동방정식 

3차원 이방성 선형 점탄성재료에 대한 구성식은 
다음과 같이 적분형으로 표현할 수 있다(10). 

( ) ( ) )()()( tdtRdtRt klijklkl

t

ijklij εττετσ ∗=−= ∫ ∞−
&  (1) 

여기서 σij(t)는 응력텐서, εij(t)는 변형률텐서, Rijkl(t)
는 완화함수(relaxation function)로써 4차 텐서이며  
(∗ )는 Rijkl(t)와 dεij(t)의 합성적분(convolution), ( ⋅ )은 
시간 t에 관한 미분을 나타낸다. 식(1)로부터 1차
원 등방성 선형 점탄성재료에 대한 구성식을 다음

과 같이 유도할 수 있다. 

( ) ( ) ( )tdtRdtRt
t

εττετσ ∗=−= ∫ ∞−
)()( &    (2)  

주파수영역에서의 식(2)에 관한 표현은 다음과 같

다. 
( ) ( ) ( )ωωωω εRσ i=             (3) 

여기서 1−=i 는 허수부를 나타나며 ω, σ(ω), ε(ω), 
R(ω)는 각각 주파수, 응력 σ(t), 변형률 ε(t) 그리고 
완화함수 R(t)에 관한 퓨리에변환이다.  

축방향 장력 P 를 받으며 일정속도 c 로 이동하

는 길이 L 인 균일한 점탄성 보에 관한 운동방정

식과 경계조건은 헤밀톤의 원리(Hamilton’s  princi-
ple)로부터 얻을 수 있다(15). 

( ) 0
2

1

=+−∫
t

t
dtWVK δδδ          (4)  

식(4)에서 운동에너지 K 와 포텐셜에너지 V 는 다음

과 같이 주어진다. 

( ){ }

( )∫

∫

′+′′=

′++=

L

L

dxwPwMV

dxwcwcAK

0

2

0

22

2
1

2
1

&ρ
      (5) 

여기서, w(x,t)는 굽힘변위, ρA는 단위길이당 질량, 
M 은 보의 굽힘모멘트이다. 식(5)에서 ( ′ )은 공간

좌표 x 에 관한 미분을 나타내며 δW 은 가상일로

서  다음과 같이 주어진다. 

2211

0 2211),(

wQwQ

MMxtxfW
L

δδ

δθδθδδ

++

++= ∫         (6) 

여기서, f(x, t)는 분포하중을 나타내며(M1, Q1, θ1)와 
(M2, Q2, θ2)는 각각 x = 0 과 x = L 에서의 모멘트, 전

단력, 기울기를 나타낸다. 기울기는 굽힘변위의 미

분으로 다음과 같이 주어진다. 

),()(,),0()( 21 tLwttwt ′=′= θθ          (7) 

식(5)와 (6)을 헤밀톤의 원리에 대입한 후 부분적 
분을 수행하면 다음과 같다. 

( ) ( )[ ]

( ){ }
( ){ } 0,

,

,2

2

1

2

1

2

1

22110

22110

0

2

=++−+

+++

+′′++′+′′−′′−

∫

∫

∫ ∫

dtMMtxM

dtwQwQwtxQ

dtdxwtxfwPwwcwcAM

t

t

L

t

t

L

t

t

L

δθδθδθ

δδδ

δρ &&&

 

                 (8) 
식(8)의 모멘트 M(x,t)와 전단력 Q(x,t)은 다음과 같

이 정의되었다. 
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wPwcwAcMtxQ

dAztxM
A

′−′++′=

−= ∫
)(),(

),(

&ρ

σ
        (9) 

식(8)로부터 이동하는 점탄성 보에 관한 운동방정

식을 얻을 수 있다. 

( ){ } ( ) ( )txfwPwwcwcAwtRI ,22 =′′−+′+′′+′′′′∗ &&&& ρ (10)  

여기서, 경계조건은 다음과 같다. 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 22

22

1

1

,or,

,or,

,0or,0

,0or,0

MtLMtL

QtLQwtLw

MtMt

QtQwtw

==

−==

−==

==

θθ

θθ
          (11) 

식(2)를 식(9)에 대입하면 다음식을 얻을 수 있다. 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) wPwcwAcwRItxQ

wRItxM

′−′++′′′∗=

′′∗=

&&

&

ρ,

,
     (12) 

3. 스펙트럴요소해석 

스펙트럴요소를 유도하기 위해 운동방정식의 외

력을 소거하고 굽힘변위의 일반해를 DFT(discrete 
Fourier transform)로 나타내면 다음과 같다. 

( ) ( )∑
−

=

=
1

0

,
N

n

ti
n

nexWtxw ω          (13) 

여기서, ωn = 2π n/T (n = 0, 1, 2,…, N-1)은 주파수 이

며 Wn(x)은 ωn에 대한 파동의 크기를 나타내는 계

수이다. N 은 스펙트럴해석에서 계산할 주파수의 
개수이며 T 는 시간영역을 나타내며 N 과 다음의 
관계를 갖는다. 

TfN NYQ2=              (14) 

스펙트럴계수는 *
nnN WW =− 를 만족하며 DFT 이론에 

의해 *
nW 는 nW 의 켤레 복소수이다. 시간영역에서

의 정밀도는 스펙트럴계수의 개수에 영향을 받는

다. 간략한 표기를 위해 식(13)에서 사용된 합산기

호와 아래 첨자 n 은 앞으로 생략한다. 
식 (13)을 식(10)에 대입한 후 외력을 소거하면  

( ) ( ) 02 22 =−′+′′−−′′′′ WAWAciWAcPWIi ωρωρρωω R
                      (15) 

식(15)에 대한 일반해의 n 번째 스펙트럴계수에 대

해 다음과 같은 형태로 가정할 수 있다. 

( ) xkieCxW =              (16) 

여기서, k는 파수(wavenumber)이다. 식(16)을 식(15) 
에 대입해 분산관계(dispersion relation)을 얻을 수  

있다. 

( ) ( ) 02 2224 =−−−+ WAkAckAcPkIi ωρρρωωR  (17) 

식(17)로부터 네 개의 근 kr (r=1, 2, 3, 4)을 구할 수 
있으며 이 결과 식(15)의 일반해는 다음과 같이 
표현할 수 있다. 

( ) ∑
=

=
4

1r

xki
r

reCxW            (18) 

Fig. 1과 같이 길이가 l 인 스펙트럴 보요소의 변위

에 관한 자유도는 다음과 같다. 

( ) ( )

( ) ( )lWlWW

WWW

′=Θ=

′=Θ=

22

11

,

0,0
         (19) 

식(18)을 식(19)에 대입해 자유도벡터 {d }와 상수 
벡터 {C }사이의 관계를 유도할 수 있다. 

   { } ( )[ ]{ }CYd ω=             (20)            
여기서 

{ } { }

{ } { }

( )[ ]


















=

=

ΘΘ=

44332211

4321

4321

4321

2211

1111

εεεε

εεεε
ω

eeee
eeee

CCCC

WW
T

T

Y

C

d

       (21)            

rr ki=ε ,   ( )4,3,2,1== ree lki
r

r     (22) 

스펙트럴요소에서의 굽힘모멘트와 전단력을 다음

과 같이 유도할 수 있다. 

( ) ( ) ∑∑
−

=

−

=

==
1

0

1

0

)(,,)(,
N

n

ti
n

N

n

ti
n

nn exQtxQexMtxM ωω  (23) 

식(13)을 식(12)에 대입하고 식(23)에 적용하면 스

펙트럴계수로 표현된 굽힘모멘트와 전단력을 얻을 
수 있다. 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) AcWiWPAcWixQ

WixM

ωρρωω

ωω

+′−+′′′=

′′=

2R

R
  (24) 

여기서 합산기호와 아래 첨자 n 은 간략한 표기를 
위해 생략한다. 절점에서의 전단력과 굽힘모멘트

는 Fig. 1 의 부호를 적용하면 다음과 같다. 
 
 

W1Θ1

M2Q2

Θ2W2

M1 Q1

l  
 

Fig. 1  Sign convention for the finite viscoelasitic           
beam element 

대한기계학회 2003년도 추계학술대회 논문집

 1674



 

( ) ( )
( ) ( )lMMlQQ

MMQQ

=−=

−==

22

11

,

0,0
         (25) 

식(18)을 식(24)에 대입하고 식(25)를 적용하면 외

력벡터{f }와 상수벡터{C } 사이의 관계를 다음과 
같이 유도할 수 있다. 

{ } ( )[ ]{ }CXf ω=            (26) 
여기서 

{ } { }

( )[ ]

















−−−−
−−−−

=

=

44332211

44332211

4321

4321

2211

hehehehe
gegegege
hhhh
gggg

MQMQ T

ωX

f

    (27)                               

( ) ( )[ ]
( ) 2

23

rr

rrr

kih

AckPAckiig

ωω

ωρρωω

R

R

−=

−−−=
   (28) 

상수벡터 {C }는 식(20)에서 구할 수 있다. 이를 
식(26)에 대입하면 절점에 관한 힘과 변위의 관계

를 구할 수 있다. 
{ } ( )[ ]{ }dsf ω=              (29)                                                         

스펙트럴요소행렬식 [s(ω)]는 주파수의 함수로 표

현되며 이는 다음과 같다.  

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 1−= ωωω YXs          (30)                                                  

스펙트럴요소행렬은 유한요소법에서 사용되는 유

한요소의 조합과정(assembly)과 같은 방법으로 전

체구조물에 대한 스펙트럴요소를 구성할 수 있다. 
최종적으로 경계조건을 적용해 구조물의 스펙트럴

요소식을 구성하면 다음과 같다.  

( )[ ]{ } { }gg fdS =ω             (31) 

여기서 [S(ω)]는 보 구조 전체에 대해 조합된 스

펙트럴행렬, {dg}는 조합된 총자유도 벡터, 그리고  
{fg}는 조합된 총외력 벡터이다. 

고유진동수 ωNAT는 스펙트럴행렬의 행렬식

(determinent)의 해로부터 얻을 수 있다. 이때 찾을 
수 있는 고유진동수의 개수는 무한 개이다. 

( )[ ] 0det =NATωS              (32)  

시간영역에서의 동적응답을 구하는 절차를 요약하

면 다음과 같다. 먼저 점탄성 이동보에 작용하는 
외력의 스펙트럴계수를 FFT 알고리즘을 이용하여 
구한 후 식(31)의 우변에 대입한다. {dg}를 식(31)
로부터 구하여 이를 식(20)에 대입해 상수 벡터 
{C}를 구하면 식(18)로부터 변위에 대한 스펙트럴

계수를 구할 수 있다. 최종적으로, 식(13)의 DFT
이론에 근거하여 IFFT 알고리즘을 이용하면 시간

영역에서의 진동응답을 구할 수 있다. 점탄성 재

료의 퓨리에변환 된 완화함수 R(ω)에 어떠한 가정

이나 제약을 두지 않았으므로 식(30)의 스펙트럴요

소행렬은 임의의 점탄성 이동보에 적용할 수 있다. 

4. 수치예제와 검토 

4.1 수치예제 
이동하는 점탄성 보요소의 수치예제로 참고문헌 

(7)에서 사용된 물성치를 사용하였다. 양 끝단은 
단순지지 되어 있고 축방향 장력은 P = 2500 N/m이
다. 또한 보의 길이, 두께, 폭은 각각 L = 1 m, b= 0.2 m, 
h = 0.0015 m이고 단위 부피당 질량은 ρ = 7800 kg/m3

이다. 보요소의 점탄성은 Fig. 2에 보인 Kelvin-
Voigt 모델로 구성하였다. 위 모델의 응력과 변형
률은 다음과 같다. 

( ) ( ) ( )ttEt εηεσ &+=             (33)            

점탄성 재료에 관한 완화함수는 식(33)으로부터 
다음과 같이 얻을 수 있다(8). 

( ) ωηωω iEi +=R              (34)           

수치해석을 위한 탄성계수 E = 2×1011N/m2를 사용
하였다. 
본 연구에서 유도된 스펙트럴요소모델의 신뢰성
을 검증하기 위해 SEM 결과를 엄밀해와(16) FEM으
로 구한 결과와 비교하였다. 유한요소해석을 위해 
다음과 같은 시스템 방정식을 유도하여 사용하였다. 

[ ]{ } [ ] [ ]{ }{ } [ ]{ } { }fddCCdM =+++ KVG
&&&    (35) 

여기서, {d}는 식(20)에서 정의된 절점변위벡터이
며 {f}는 절점힘벡터이다. 또한 [M]은 질량행렬, 
[CG]는 반대칭(skew-symmetric)인 자이로스코픽(gy-
roscopic)행렬, [CV]는 점탄성 감쇠행렬, [K]는 강성
행렬이며, 부록 A에 수록하였다. 길이 l 인 유한요
소해석을 위한 유한요소모델을 유도하기 위하여 
보 요소 내의 변위장(displacement fields)을 다음과 
같이 가정하였다. 

( ) ( )[ ] ( ){ }txtxw dN w=,            (36) 

[Nw]은 형상함수 행렬로서 다음과 같다. 

( )[ ] [ ]llxw )(,23,)1(,231 232232 ξξξξξξξξξ −−−+−=N  (37) 

여기서 

12 −





=

l
x

ξ   (0 ≤ x ≤ l)       (38) 

  

  

η  

E  

 
Fig. 2 Kelvin-Voigt model of the viscoelastic beam 

material 
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4.2 수치결과와 검토 
Table 1은  장력이 없는 움직이지 않는 보(즉, c = 0 
m/s, P = 0 N)에 대해 SEM과 엄밀해(16) 그리고 FEM
으로 구한 고유치(eigenvalues)를 보이고 있다. 유
한요소해석에서는 유한요소의 개수를 10개 20개 
50개로 점차 증가시키면서 고유치를 계산하였다. 
유한요소해석에서 구한 고유치가 유한요소의 개수
를 증가시킬수록 단 하나의 유한요소를 이용하여 
SEM으로 구한 고유치의 값으로 점차 수렴해 가
지만 5번째 고유치가 같아지기 위해서 유한요소해
석에서는 50개의 유한요소가 필요하다. 고주파모
드의 경우 정확한 고유치를 구하기 위해 서는 더 
많은 요소분할이 요구된다. 또한 Table 1은 점탄성 
효과에 따른 고유치의 변화를 볼 수 있다. 점탄성 
효과가 없을 때(즉, η = 0) 모든 고유치는 순허수의 
값을 갖지만 점탄성 효과가 있을 때의 고유치는 

음의 실수부를 갖는 복소수 값이 된다. 고유치의 
허수부는 점탄성 효과가 없을 때 보다 조금 작은 
값을 가지며, 음의 실수부는 시스템의 안정된 동 

Fig. 3은 점탄성 효과가 없을 때 η = 0일때와 η = 
적응답을 나타내게 한다.  
6.8×10-4E 의 점탄성 효과가 있는 두 경우에 대해 
이동속도의 변화에 따른 세 개의 고유치 (즉, λ1, 
λ2, λ3) 의 크기를 보여준다. 이때 사용한 강성값은 
두가지 경우 대해  E = 2×1011 N/m2를 사용하였다. 
일반적으로 이동속도가 증가함에 따라 고유치의 
허수부는 작아진다. 이는 시스템의 고유진동수가 
작아짐을 의미한다. 속도가 증가하여 첫번째 임계 
속도인 33.04 m/s에서 정적 불안정인 다이버전스
(divergence)가 발생한다. 또한 허수부가 존재하고 
실수부가 영보다 큰 경우 동적 불안정 현상인 플
러터(flutter)가 발생한다. 

5. 결론 

본 연구에서는 장력을 받으며 축방향으로 이동하
는 점탄성 보요소의 스펙트럴요소모델을 유도하였
다. 점탄성재료는 선형 등방성재료로 가정하였고 

 

 
Table 1  Comparison of the lowest three eigenvalues obtained by the present SEM, the FEM and the exact theory 

η Method NE λ1 λ3 λ5 

Thoery(16)  3.444 i 30.998 i 85.500 i 

SEM 1 3.444 i 30.998 i 85.500 i 

10 3.444 i 31.014 i 85.562 i 

20 3.444 i 30.999 i 85.504 i 

0 

FEM 

50 3.444 i 30.998 i 85.500 i 

SEM 1 -0.025+3.444 i -2.052+30.930 i -6.486+85.254 i 

10 -0.025+3.444 i -2.055+30.946 i -6.508+85.314 i 

20 -0.025+3.444 i -2.052+30.931 i -6.488+85.258 i 
6.8×10-4E 

FEM 

50 -0.025+3.444 i -2.052+30.930 i -6.486+85.254 i 
            

Note : NE = number of finite elements 

 

   

Fig. 3  The moving speed dependence of the lowest three eigenvalues when E = 2×1011N/m2 and P = 2500N/m :            
for η = 0 and     for η = 6.8×10-4E 
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적분형 구성식을 사용하여 스펙트럴요소를 일반화
된 형태로 유도하였다. 유도된 스펙트럴요소모델
의 정확성을 검증하기 위해 엄밀한 이론해  및 유
한요소해석 결과와 비교 검토하였다. 수치예제에
서는 점탄성재료를 Kelvein 모델로 가정하였다. 수
치해석을 통하여 점탄성 효과가 진동과 안정성에 
미치는 영향을 고찰하였다. 

후기 

이 논문은 2003년도 두뇌한국21사업에 의하여 
지원되었음.  
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