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Abstract 

In this paper, the absolute nodal coordinate formulation was introduced to describe the large deformation 
problems. And also, the modal coordinates were employed to represent the small elastic deformation. A new 
hybrid formulation was developed to combine the modal coordinates and the absolute nodal coordinates. A 
spherical joint and the DOT1 constraint were developed to carry out the numerical simulation of mechanical 
systems with kinematic joints. A beam example was suggested to show the new formulation. The simulation 
results using the modal coordinates and the absolute nodal coordinates show a good agreement to the 
experiments. 

1. 서 론 

지금까지 탄성체 동역학의 주된 해석기법은 
DADS(1)나 ADAMS(2)에서 주로 사용한 모드좌표를 
이용한 해석 방법이었다. 모드좌표를 이용한 탄성

체동역학 해석방법은 유한요소모드 해석법에 의해 
계산된 진동 모드와 벡터를 이용하여 탄성체의 변
형형상을 계산해 내기 때문에 복잡한 강성행렬과 
질량행렬을 필요로 하지 않는다. 따라서 계산속도

가 월등히 빠르다. 탄성체 해석에서 이러한 방법

을 주로 사용할 수 밖에 없었던 가장 큰 이유는 
수치해석을 위한 컴퓨터 성능의 한계성 때문이다. 
다물체 모델에서 각 물체를 탄성체 유한요소 모델

을 그대로 사용할 경우 운동방정식의 크기는 기하

급수적으로 증가하며 엄청난 양의 계산을 필요로 
하게 된다. 따라서 계산량이 적은 모드 해석법을 

주로 이용하여 다물체 동역학 해석을 수행하였다.   
그러나, 이 방법으로는 대변형 문제에 대한 정확

한 해를 구하는데 어려움이 있다. 최근 컴퓨터 성
능의 향상으로 많은 계산을 빠른 시간 내에 할 수 
있게되었다. 한편, 절대절점좌표를 이용한 탄성체 
해석방법은 A.A. Shabana 에 의해 처음 연구되었고
(3), 탄성체 빔과 평판에 이어 지금도 꾸준히 연구

되고 있다(4-5). 이 방법의 장점은 유한요소법을 이
용한 탄성체 모델의 운동방정식을 절대좌표로부터 
구성하여 모든 요소에 대해 운동방정식이 구성되

기 때문에 대변형 문제에 대해 매우 정확한 결과

를 나타낸다. 절대절점좌표를 이용한 탄성체 해석

은 좌표 변화에 따른 비선형적 특성을 해석할 수 
있어서 탄성체의 대변형 해석이 가능하다.  
본 논문에서는 기존에 많이 사용하던 방법인 모

드좌표를 이용하여 미소변형을 표현하고, 절대절

점좌표를 사용하여 대변형을 나타내고자 하였다. 
모드좌표와 절대절점좌표를 적절히 사용함으로써 
해석의 효율성과 신뢰성을 높이고자 하였다. 제 2
장에서는 모드좌표를 이용한 탄성체 해석법에 대
하여 간단히 기술하였고, 제 3 장에서는 절대절점
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좌표를 이용한 탄성체 해석에 대하여 서술하였으

며, 제 4 장에서는 모드좌표와 절대절점좌표를 이
용한 탄성체 해석법에 대하여 기술하였고 수치 예
를 보였다. 결론 및 향후연구방향은 제 5 장에 나
타내었다.  

2. 절대절점좌표를 이용한 탄성체해석 

2.1 탄성체 빔의 절대절점좌표 
2 차원 오일러빔에 대한 유한요소모델을 Fig.1 와 
같이 나타낼 수 있다.  빔요소의 두 노드점의 위
치벡터 r 과 기울기벡터(slop vector) τ를 정의하

고 이 빔에 대한 2 차원 형상함수를 이용하여 나
타낸다. 

 
Fig. 1 Elastic beam element 

 
각 노드는  2 개의 벡터를 가지고 있으므로 노드

당 총 4 개의 변수를 가지며 한 개의 요소는 2 개

의 노드를 가지고 있으므로 1 개의 빔요소는 8 개

의 좌표를 가지게 된다. 노드당 좌표는 식(1)과 
같이 표현되며, 임의의 위치벡터는 형상함수를 
이용하여 식(2)과 같이 나타낼 수 있다. 
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여기서, 형상함수는 아래와 같이 정의된다. 
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빔요소의 운동방정식은  식(3)과 같이 라그랑지 

운동방정식을 이용하여 표현한다. 
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운동에너지 T 와 가상일 δW 는 각각 식(4), 식
(5)와 같다.  

∫=
l T dpT
02

1 rr &&µ
 

(4)

∫=
l T dpW
0
δ gr µδ

 
(5)

 
운동방정식은 식(6)과 같이 나타낼 수 있다. 

ge QQeM =+&&  (6)
 

2.2 질량행렬, 강성행렬 및 탄성력 
질량행렬은 형상함수의 적분식에 의해 식(7)과 
같이 나타낼 수 있으며, 일반력은 식(8)과 같이 
표현된다. 
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탄성변형에너지에 대한 계산은 식(9)에 의해 계
산된다. 
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3. 모드좌표와 절대절점좌표를 사용한 

탄성체해석 

3.1 절대절점좌표계에서의 좌표변환행렬 
Fig.2 은 3 차원 빔의 끝단 절점에서의 좌표계를 
나타내고있다.  
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Fig. 2 Tangent frame 
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ie

tt 는 beam centerline

의 접선벡터(tangent vector)이다. 
ie

tb 와 
ie
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다음 식에 의해서 계산된다.  
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따라서, 좌표변환행렬은 식(10)과 같이 표현된다(6). 
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3.2 모드좌표와 절대절점좌표 사이의 조인트 
Fig.3 에 모드좌표와 절대절점좌표사이의 조인트

를 정의하기 위해 임의의 조인트 축을 도시하였다. 
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Fig. 3 Joint configuration 
 
강체조인트(rigid joint)일 경우 구속식은 식(11)과 

같이 정의할 수 있다. 
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구속식의 자코비안행렬(Jacobian matrix)은 식(12)

과 같이 기술된다. 
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3.2.1 구면조인트 
구면조인트의 구속식은 식(13)과 같이 기술될 

수 있다. 
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가속도 관계식은 식(14)과 같이 표현된다. 
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3.2.2 수직구속조건(DOT1) 
모드좌표를 사용하는 탄성체의 임의의 절점에서

의 벡터는 식(15)과 같이 기술될 수 있다. 

′= iikii vBAv  (15)

여기서, 
′

iv 는 절점에서의 벡터이며, ikB  탄

성변형에 의한 좌표변환행렬을 나타낸 것으로 식
(16)을 이용하여 계산된다. 

ε~33 += ×IBik  (16

여기서, arφε = 을 의미하며, 
rφ 는 모드행

렬(modal matrix)중 회전성분을 투영한 모드행렬

을 뜻하고, a 는 모드좌표를 말한다. 

절대좌표계에서의 속도는 식(17) 같이 표현된다.  
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iω&& 는 각각 탄성물체의 각속도와 각가속도이고 

식(18)과 같이 계산된다. 
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가속도는 식(19)와 같이 표현된다. 
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따라서, 수직구속식은 식(20)과 같이 표현된다. 
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수직구속식의 가속도 관계식은 식(21)과 같이 
표현된다. 
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식(21)을 풀어서 쓰면, 식(22)와 같이 표현된다. 
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자코비안을 이용한 가속도 관계식은 식(23)과 

같이 표현된다. 

γ=Φ qq &&  (23)

이 식을 풀어서 기술하면, 식(24)과 같다. 
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여기서, 
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이다. 

4. 수치예제 

4.1 빔의 모델링 
모드좌표와 절대절점좌표를 혼용한 탄성체해석의 
예로써 Fig.3 과 같은 빔을 모델링하였다.  
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Fig. 4 Configuration of the beam 
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Fig.4 의 모델에서 사용한 구속식은 식(25)~식(28)
과 같다. 
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모델링을 세가지로 하였으며, 각 경우를 Table1 에 
나타내었다. 
 

Table 1 Modelings of the beam 

 Case1 Case2 Case3 
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(Damping) 
cmlmm
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Model 20cm(mode) 
20cm(node) 

20cm(mode
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20cm(node) 

20cm(mode) 
40cm(node) 

 
Fig.5 에 Case1 의 끝단 절점에서의 변위를 도시하

였다. Fig.6 에는 Case1 의 주파수 응답특성을 보여

주고 있다. 주파수가 거의 비슷한 것을 알 수 있
다. Fig.7 에는 절대절점좌표에서 댐핑효과가 포함

된 것을 비교해서 보여주고 있으며, Fig.8 에는 
Case3 의 경우를 보여주고 있다. 
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Fig. 5 Vertical deflections of end node(Case1) 
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(a) Mode 
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(b) Mode-Node 

Fig. 6 Frequency responses(Case1) 
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Fig. 7 Vertical deflections of end node(Case2) 
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Fig. 8 Vertical deflections of end node(Case3) 

 
 

5. 결 론 

본 논문에서는 기존에 많이 사용하던 방법인 모드

좌표를 이용하여 미소변형을 표현하고, 절대절점

좌표를 사용하여 대변형을 나타내고자 하였다. 모
드좌표와 절대절점좌표를 적절히 사용함으로써 해
석의 효율성과 신뢰성을 높이고자 하였다. 모드좌

표와 절대절점좌표로 모델링된 물체를 연결시키기 
위하여 조인트가 개발되었으며, 모드좌표와 절대

절점좌표를 혼용한 예로서 빔을 모델링하여 시뮬

레이션 하였다. 모드좌표만 사용하였을 경우와 절
대절점좌표를 혼용하였을 경우의 결과를 비교하여 
신뢰도를 확인하였다. 본 연구결과는 향후 보다 
다양한 예제를 시뮬레이션 해보는 데에 응용될 수 
있으리라 사료된다. 
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