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Abstract 

Friction phenomenon can be described as two parts which are pre-sliding and sliding regions. In motion of 
the sliding region, friction forces depend on the velocity of the system and are known as Coulomb, stick-slip, 
stribeck effect and viscous friction. The pre-sliding region, which is before breakaway, depends on the 
position of the system. The motion of friction in the sliding region can be described as the LuGre model. But 
the pre-sliding motion of friction, which has hysteresis characteristics in general, is not known widely. 
Therefore, an improved friction model, which can describe the motion of friction in the pre-sliding region, is 
proposed in this paper. And simulation and experimental results show the effectiveness of the proposed 
friction model for precise tracking control systems. 

1. 서 론 

마찰현상은 기계시스템이 가지는 고유한 특성
으로서 서보시스템의 동작특성에 악영향을 미치는 
요소이다. 이를 극복하기 위하여 마찰현상에 대한 
많은 선행 연구가 이루어져 왔다.[1][2][3] 마찰에 
대한 고전적인 모델은 쿨롱마찰과 점성마찰을 고
려한 속도와 마찰력 사이의 정적인 관계로 표현하
였다. 그러나, 이 두가지 마찰 특성만을 고려해서
는 저속의 정밀 시스템에서 일어나는 복잡한 마찰
현상을 표현하기에는 너무 단순한 형태이다. 따라
서 저속의 정밀 기계시스템의 해석에 있어서는 마
찰의 거동을 마찰이 미소 변위의 함수로 간주하는 
프리슬라이딩(pre-sliding) 영역과 슬라이딩 속도의 
함수로 표현되는 슬라이딩(sliding) 영역으로 나누
어 해석할 필요가 있다.  

프리슬라이딩 영역에 대한 마찰 거동은 접촉한 
두 물체의 표면을 수많은 강모로 해석해서 마찰 
현상을 고려한 Dahl 모델이 제안되었다.[1] 그러나 
이 모델은 스트라이벡(stribeck) 현상을 잘 나타낼 
수 없었다. 그래서 Canudas 는 이러한 단점을 보안
한 마찰 모델인 LuGre 모델을 제안하였다. LuGre
모델은 프리슬라이딩 변위, 스틱슬립(stick-slip), 그
리고 스트라이벡 현상과 같은 잘 알려진 마찰현상
에 대한 거동 특성을 잘 묘사하고 있다.[2] 그러나, 
LuGre 모델 또한 마이크로 단위 슬라이딩변위 영
역에서 나타나는 난로칼 메모리(non-local memory) 
특성과 히스테리시스 현상에 대해서는 그 현상을 
묘사할 수 없다. 따라서, 본 논문에서는 마이크로 
단위의 서보시스템에 대해 Preisach 모델[4]을 이
용하여 프리슬라이딩 영역에서 일어나는 마찰의 
히스테리시스 현상을 모델링하여 정밀 위치제어 
시스템의 성능을 향상하고자 한다.  

2. Preisach 모델 

2.1 Preisach 모델을 이용한 히스테리스 모델 
프리슬라이딩 영역에서 발생하는 히스테리시스 현
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상을 규명하기 위해서 Preisach 모델을 이용하기로 
한다. Preisach 모델은 Fig. 1 에 표시된 바와 같이 
입출력의 관계가 멀티 브랜치(multi-branch)의 비선
형으로 구성된 히스테리시스 연산자들로 구성된다. 
브랜치에서 브랜치로의 전이(transition)는 입력의 
극값에 따라 결정되며, 각 연산자 함수는 스위칭 
변수 ),( βα 를 가지며 +1 또는 –1 의 두개의 출력
값을 가진다. 마찰 히스테리스 연산자에 변위가 
증가함에 따라 입력 변위 α에서는 –1 에서 +1 로 
스위칭되고, 입력 변위가 감소할 때는 +1 에서 –1
로 스위칭된다. 따라서, 입출력 히스테리시스 연산
자를 이용한 출력 마찰력 )(tf h 는 α , β 평면에서 

βγ a 의 분포를 입력 변위 )(tz 에 따라 주어진 분

포함수로 정의한다.  
Fig. 2 는 변위에 대한 마찰력의 관계를 α , β 평

면으로 등가시킨 Preisach 평면을 나타낸다. 
Preisach 평면에서 입력 변위 )(tz 의 구간 
[ αα d+ ]와 [ ββ d+ ]에 속하는 단위 히스테리시스 
연산자수는 βαβαµ dd),( 에 의해서 결정된다. 여
기서 ),( βαµ 는 분포함수이다. 따라서 출력 마찰 

)(tf 는 α , β 평면에서 식 (1)과 같이 분포함수 
),( βαµ 를 βα ≥ 인 전체영역에서 ),( βαµ 와 함께 

적분함으로써 구할 수 있다.  

∫∫=
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Fig. 1 Schematic of the Preisach model for hysteresis 
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Fig. 3 Geometric analysis of the Preisach model 
 

Preisach 모델에서 변위의 증가 감소에 따른 마
찰 히스테리시스 현상은 Preisach 평면에서 Fig. 3
과 같이 기하학적으로 해석할 수 있다. 따라서 변
위의 증가 감소에 따른 마찰력은 식 (2)와 같다. 
Fig. 3 에서 (a), (c)는 입력이 증가함에 따라 출력 
연산자가 –1 에서 +1 로 스위칭 되는 것을 α , β 평

면에 +S 로 나타내고, (b), (d)는 입력의 감소에 따
라 출력 연산자가 +1 에서 –1 로 스위칭 되는 것
을 −S 로 나타내었다. Fig. 3 에서 +S 는 몇 개의 
평행사변형 kQ 로 나누어지므로 식 (4)는 식 (5)와 
같이 나타낼 수 있다. 

∫∫−∫∫=
+ TS

h ddddtf βαβαµβαβαµ ),(),(2)(  (2) 

여기서, 
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그리고 T는 Preisach 평면의 전체영역에 해당한다. 
따라서 프리슬라이딩 영역에서 발생하는 마찰 
히스테리시스 곡선에 대한 출력 마찰 토크는 식 
(6)과 같다. 
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Fig. 4 Hysteresis transition curve 
 
식 (6)은 최종단의 입력 변위가 상승이냐 하강이
냐에 따라 다시 식 (9)와 (10)으로 나타낼 수 있다. 
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식 (9), (10)의 ),( βαF 는 Fig. 2의 히스테리시스 전
이 곡선에 의해 식 (11)과 같이 표현될 수 있다. 

)(
2
1),( αβαβα ffF −=  (11) 

2.2 Preisach 모델을 위한 분포함수 결정 
Preisach 모델을 구성하기 위해서는 실험적으로 

구한 분포함수 ),( βαµ 를 이용하여야 한다.  

 
Fig. 5 Measured hysteresis curve 

 
Fig. 6 Estimated hysteresis curve 

이를 위해서는 입력 변위의 증가 감소에 따른 히
스테리스 전이 곡선 Fig. 4 와 식 (11)을 이용하여 
구할 수 있다. 그러나 이러한 방법을 통해서 
α , β 평면을 완성하기 위해서는 수 많은 마찰 실
험과 근사화된 식을 이용하여야 한다. 이러한 문
제점을 해결하기 위하여 본 논문에서는 Brian 이 
제안한 개선된 Dahl 모델식[5]을 이용하여 분포함
수를 구하였다. Fig. 5 는 실험적으로 구한 히스테
리시스 곡선이고, Fig. 6 은 개선된 Dahl 모델식을 
이용한 근사화된 히스테리시스 곡선이다. 
 

2.3 개선된 마찰 모델식 
Canudas 에 의해 제안된 LuGre 모델[3]식은 식 

(13)과 같은 프리슬라이딩 변위 z 에 대한 일차 
미분방정식을 이용하여 식 (12)와 같이 나타낼 수 
있다.  

 
vfzzf v++= &10 σσ   (12) 

여기서, 

)}sgn(
)(

1{ v
vg

zvz −=&  (13) 

( ) ( )( ){ }2

0
/exp1)( scsc vvfffvg −−+=

σ
 (14) 

그리고 z 는 프리슬라이딩 변위, )(vg 는 스트라이
벡과 스틱 마찰, 쿨롱마찰을 포함한 정상상태 마
찰 거동 함수, 0σ , 1σ 은 프리 슬라이딩 등가강성, 
점성계수이고, csv fff ,, 는 각각 점성, 정적, 쿨롱 
마찰력이다. 식 (13)과 같이 표현되는 마찰모델은 
프리슬라이딩 변위, 마찰 지연(frictional lag), 이탈
힘의 변동, 스틱-슬립(stick-slip)과 같은 마찰의 잘 
알려진 거동을 대부분 수용하지만, 프리슬라이딩 
영역에서 발생하는 난로칼 메모리 히스테리시스 
현상을 잘 나타내지 못한다.  
따라서, 본 논문에서는 프리슬라이딩 영역에서 

나타나는 마찰의 난로칼 메모리 현상을 잘 표현할 
수 있도록 식 (15)와 같이 기존의 LuGre모델을 개
선하였다. 

vfzzff vhp ++= &1)( σ  (15) 

여기서, )(zf h 는 2.2 절에서 설명한 Preisach 모델
을 이용하여 난로칼 메모리 특성을 나타내는 비선
형 히스테리시스 함수이다. 그리고, 식 (13)과 같
은 LuGre 모델의 일차 미분방정식은 식 (16)과 같
이 수정하였다. 



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여기서, 

( ) ( )( )δ
scsc vvfffvS /exp)( −−+=  

그리고 )(vS 는 LuGre 모델의 )(vg 와 같이 정상상
태 마찰 거동을 나타내는 함수이고, δ 는 설계 파
라미터이다. 
따라서, 본 논문에서 제안한 마찰 모델식을 이

용함으로써, 프리슬라이딩 영역과 슬라이딩 영역
으로 나누어서 마찰의 거동 특성을 살펴 보면, 프
리 슬라이딩 영역( 0≠z& , 0=v )에서는 식 (15)의 
마찰 모델식을 식 (17)과 같이 난로칼메모리 특성
을 나타내는 Preisach 모델로 나타낼 수 있다. 

)(zff h=   (17) 

그리고, 슬라이딩 영역( 0=z& , 0≠v )에서, 즉  








−== )sgn(

)(
)(

10 v
vS
zf

vz h&  (18) 

또는, 

)sgn()( vvSf h =   (19) 

정상상태 마찰거동은 식 (20)과 같이 나타낼 수 
있다. 

( ) ( )( ){ } )()sgn(/exp
)(

vfvvvfff
vfvSf

vscsc

v
+−−+=

+=
δ (20) 

 
여기서 )(vS 는 저속에서는 스트라이벡 효과를 만
들어 내고 vf v 는 정상상태 거동특성에 기여한다. 

 

3. 시뮬레이션 및 실험 

개선된 마찰모델에 대한 검증은 1 축 구동 볼-
스크류 시스템을 이용하여 실시하였다. 실험에 사
용된 볼나사의 피치는 2mm 이고 LM 가이드로 안
내되며 1000 pulse/rev의 엔코더가 부착된 DC서보 
모터로 구동하도록 Fig. 7 과 같이 구성하였다. 그
리고 이송테이블 및 부하가 부착되었다. 

3.1 마찰 모델 파라미터 규명 
슬라이딩 영역에서의 마찰 파라미터들을 구하

기 위하여 일정한 속도입력에 대한 토크를 Fig. 8
과 같이 나타내었고 이를 이용하여 구한 마찰 파
라미터들은 Table 1과 같다.  
프리슬라이딩 영역에서의 마찰모델식은 프리슬

라이딩 영역에서 슬라이딩 영역으로 변동하는 이
탈(break-away)변위를 측정하고, Preisach 모델을 이
용하여 마찰 거동을 묘사하였다. 프리슬라이딩 영
역에서는 와이핑아웃(wiping-out)과 히스테리시스  

 

 
Fig. 7 Photograph of the ball-screw system 

 
Table 1 Identified friction parameters 

Parameter Identified value Unit 

sf  4582 N. mµ  

cf  2663 N. mµ  

vf  2621 N.sec 

sv  9.321 mµ  /sec 
δ  0.929  

 

 
Fig. 8 Measured average friction torque for different 

constant velocity and identified model 

루프의 합동성(congruency) 특성과 같은 난로칼 메
모리 현상이 있다. 그러나 현재까지 잘 알려진 
LuGre모델은 Fig. 9와 같이 실제 프리슬라이딩 영
역에서 발생하는 난로칼메로리 현상에 대해 Fig. 
10과 같이 그 특성을 잘 나타내지 못한다. 
따라서 본 논문에서는 프리슬라이딩 영역에서의 

마찰 특성을 Preisach 모델을 이용함으로써 Fig. 10
과 같이 실제 프리슬라이딩 영역에서 발생하는 난
로칼 메모리 특성을 잘 묘사할 수 있도록 마찰모
델을 개선하였다. Fig. 11 은 프리슬라이딩 영역에
서 실제 나타나는 난로칼 히스테리시스 현상 중의 
하나인 와이핑 아웃 현상을 실험적으로 구한 것이
고, Fig. 12 는 본 논문에서 제안한 마찰 모델식을 
이용하여 난로칼 메모리 히스테리시스 시뮬레이션
의 결과이다. 
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Fig. 9 Measured torque and position 

 
Fig. 10 Simulated torque and position using the LuGre 

model 

 
Fig. 11 Measured hysteresis curve 

 
Fig. 12 Estimated hysteresis curve 

3.2 정밀 위치제어 실험 
개선된 마찰 모델을 이용하여 프리슬라이딩 영

역에서의 정밀한 위치제어 실험을 수행하였다. 실
험을 위해 명령위치 입력은 프리슬라이딩 영역에
서 최대 7 mµ 진폭과 0.5rad/sec 의 주파수를 갖는 
가변 진폭 사인파를 인가하였다. Fig. 13 에는 PID
제어만을 수행한 경우와 동일한 게인을 갖는 PID
제어기에 마찰 피드포워드 보상기를 결합한 경우
에 대한 위치 응답이다. 그리고, Fig. 14는 그때 발
생한 추종오차를 나타내었다. 결과에서와 같이 
PID 제어기만을 사용한 경우에 비해 제안한 마찰 
제어기가 최대오차 7% 이내인 0.5 mµ 이하로 감소
하는 우수한 명령추종 성능을 보이고 있음을 알 
수 있다. 

 

 
Fig. 13 Reference input and responses of PID and 

PID+feedforward control systems 

 
 

 
Fig. 14 Position tracking errors for PID and 

PID+feedforward control systems 
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4. 결론 

정밀 위치 제어시스템을 구축하기 위하여 기존
의 LuGre 마찰모델식을 프리슬라이딩 영역에서의 
마찰 거동을 묘사할 수 있는 개선된 마찰 모델식
을 제안하였다. 제안된 마찰 모델식은 프리슬라이
딩 영역에서 발생하는 난로칼 메모리 현상을 
Preisach 모델식을 이용하여 묘사하였고, 슬라이딩 
영역에서 발생하는 스틱마찰, 쿨롱마찰, 점성마찰
등의 일반적으로 알려진 마찰 거동 또한 잘 묘사
하도록 개선하였다. 그리고 실험을 통해 제안된 
마찰 모델식이 mµ 단위의 정밀 위치 서보 시스템
에서 우수한 성능을 보이는 것일 확인할 수 있었
다. 
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