
끝단이 탄성 지지된 강체판의 최적진동제어 
 

이성기
† · 윤신일* · 한상보** 

 

Optimal Vibration Control of Rigid Plate Elastically Supported at the Edges 
 

Seongki Lee, Shinil Yun and Sangbo Han 

Key Words : Optimal vibration control(최적진동제어), Rigid plate(강체판), Output feedback(출력되먹
임), Multi-degree of freedom(다자유도), Relative weighting parameter(상대가중변수), 
Design constraint(설계제한조건), Active vibration control(능동진동제어) 

Abstract 

Rigid plate elastically supported at the edges is modeled and the performance of the optimal vibration 
control under sinusoidal excitation is tested. The controller based on the linear quadratic regulator with output 
feedback is designed to control the multi-degree of freedom vibration. Relative weighting parameters are 
considered as design constraints to determine the limitation of maximum control force and state parameters. 
Control force calculated by proportional output feedback of the displacement and velocity is used to suppress 
the vibration induced by the sinusoidal external force. The active vibration control of vibrating plate by the 
LQR controller is examined through the numerical simulations that show the effectiveness of optimal control 
scheme on the three degrees of freedom structure. 

기호설명 
 
m : 판의 질량 
θ, φ : C.G기준 y, x축방향의 회전각 
k1, k2, k3, k4 : 스프링 상수 (spring constant) 
l1, l2, l3, l4 : C.G기준 판끝단까지의 거리 
a, b  : C.G 기준 외력까지 x, y 축 방향의 

거리 
J1, J2 : C.G기준 y, x축방향의 관성모멘트 
fe : 외력 
Fcz, Mcθ, Mcφ : C.G 기준 z 축방향의 제어력 및 y, 

x축방향의 제어모멘트 

1. 서 론 

외란에 의한 구조물의 진동제어문제는 수동제
어 방법과 능동제어 방법으로 구별할 수 있다. 
수동제어는 구조물의 동적특성을 변화시켜 진동
의 크기를 감소시키는 방법으로 일단 구조물이 
제작 완료된 경우에는 비용과 효율 측면에서 적
용하기에 어려운 점이 많다. 구조물의 능동진동
제어는 1972 년 Yao(1)에 의해 처음 개념이 소개 
되었으며, 최근 컴퓨터의 발달로 최적제어
(optimal control)(2-3)는 다 자유도계 구조물의 능동
진동제어에 많이 이용되고 있다. 
본 연구에서는 최적제어 기법을 네 귀퉁이에서 
탄성적으로 지지된 강체 평판이 외력에 의해 진
동하는 경우의 진동제어에 대해 적용해 보고자 
한다. 탄성적으로 지지된 강체 평판은 3자유도계 
구조물로, 강체 평판의 거동은 4 개의 탄성 지지
점의 진동변위를 통하여 계측 할 수 있도록 모형
화 하였다. 또한 센서에 의한 상태변수의 직접 
측정이 불가능 하기 때문에 탄성 지지점에서의 
출력 되먹임 제어기를 구성하였다. 상태 및 출력
사이의 관계는 상태방정식의(4-5) 출력 행렬로 나
타낼 수 있으며, 시스템이 제어 가능하기 위한 
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필요충분 조건으로 가관측 및 가제어성(6-7)을 고
려하였다. 출력되먹임 LQR(linear quadratic 
regulator)(7-9)제어기 설계는 성능지수를 최소화 하
는 제어 이득 행렬을 구하는 것이며, 가중행렬은 
상태방정식의 상태 변수와 제어력을 결정하는 
LQR 문제의 설계변수가 된다. 제어력(control 
force)은 구조물로부터 얻은 출력값을 제어이득 
행렬에 곱함으로써 얻어지며, 계산된 제어력을 
시스템에 되먹여 진동을 제어 할 수 있다. 

LQR 제어기를 이용하여 제어 시스템을 구성한 
능동진동제어의 알고리즘에 대한 타당성을 검증
하기 위하여 제시된 구조물에 대한 시뮬레이션을 
수행하여 제어성능을 검토 해 보았다. 

2. 탄성 지지된 강체 모델링 

2.1 운동방정식 
Fig.1 의 사각판에 대한 운동방정식을 구하기 
위해 무게중심점을(C.G) 기준으로 z 축방향의 변
위와 y축, x축 방향에 대하여 각각 θ, φ만큼 회전
한 자유물체도를 Fig.2및 Fig.3과 같이 고려한다. 
외력과 제어력을 받는 구조물의 운동방정식은 θ
와 φ 만큼의 회전을 동시에 고려해야 된다. 운동
변수의 양(+)의 값을 주어진 자유 물체도 대로 
잡으면 수직방향에 대한 힘의 평형방정식과 C.G
에 대한 모멘트 방정식은 식 (1)과 같이 표현된
다. 이때 사각판 자체의 변형은 없는 것으로 가
정한다. 
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Fig.1  Schematic diagram of rigid rectangular plate 

어력을 받는 구조물의 운동방정식은 다음과 같은 
행렬형태로 표현할 수 있다.  

)(][)(][)(][)(][ 21 tuEtfEtpKtpM e +=+&&   (2) 

본 모형에 대한 n x n질량행렬[M], n x n강성행
렬[K], n x q외력의 위치행렬[E1] 및 n x m제어력
의 위치행렬[E2]은 다음과 같다. 
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또한 q x 1 외력벡터 fe(t)는 단일입력(single input)
으로 가정하고 n x 1상태벡터 p(t)와 m x 1제어력
벡터 u(t)는 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

T
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2.2 상태공간방정식 
선형 미분 방정식으로 표현되는 시스템은 상태 
변수를 정의함으로써 1 차의 상태벡터와 행렬로 
조합된 상태 방정식으로 나타낼 수 있다. 상태벡
터 x(t)를 다음과 같이 정의하면, 
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Fig.2  F.B.D of plate viewed on y-axis 
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Fig.3  F.B.D of plate viewed on x-axis 
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TT tptptxtxtx )]()([)]()([)( 21 &==   (3) 

식 (2)는 다음과 같은 상태방정식으로 표현된다. 
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본 모형에 대한 2n x 2n시스템 행렬[A], 2n x m
제어행렬[B], 2n x q외력행렬[E], 2n x 1상태벡터 
x(t), m x 1제어력벡터 u(t)는 다음과 같이 나타낼 
수 있다. 이때 q x 1외력벡터 fe(t)는 본 연구에서 
단일 입력만을 고려하였다. 
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여기서 시스템행렬[A]의 -M-1K는 아래와 같다. 
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상태의 일부 혹은 그 조합인 r 개의 출력값을 
갖는 r x 1출력벡터 y(t)를 나타내는 출력방정식은 
식 (6)과 같다. 

)(][)(][)( tuDtxCty +=    (6) 

여기서 [C]는 r x 2n 출력행렬이고 센서의 위치
에 따라 각 요소의 값이 달라진다. [D]는 r x m인 
0행렬이다. 본 모형에 대한 출력행렬은 상태벡터
(x(t))의 측정 가능성을 고려해야 된다. 즉 상태벡

터 는 사각판 C.G 에서의 변위, 각
도 및 속도와 각속도를 나타내기 때문에 센서에 
의한 측정이 불가능하다. 따라서 측정(센서)에 의
한 출력값의 위치는 사각판을 지탱하고 있는 지

지대에서 측정된 변위를 고려하도록 한다. Fig.1
로부터 지지대 1, 2, 3, 4에 대한 상하 방향의 변위 
z
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이며, 상태벡터와 측정지점의 위치, 속도와의 관
계를 나타내는 출력 행렬[C]는 식 (7)을 고려하여 
다음의 행렬식으로 나타낸다. 
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본 모형에서 y(t)는 식 (6)의 출력방정식으로부
터 지지대 1,2,3,4 에 대한 변위와 속도를 나타내
는 8 x 1출력벡터 이다. 

3. 제어기 설계 

3.1 가제어성과 가관측성 
제어 시스템 설계 문제에서 완전해의 존재를 
결정하는 중요한 요소는 시스템의 가제어성
(controllability)과 가관측성(observability)이다. 식 
(4)와 식(6)에서 외력을 제외한 상태 및 출력 방
정식 

)(][)(][)(
)(][)(][)(
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으로부터 시스템이 가제어이면 초기상태에서 임
의의 최종상태로 유한시간 t0≤t≤t1 내에 이동시
킬 수 있는 제어입력 u(t)를 구성할 수 있다. 
모든 상태가 가제어성인 완전상태 가제어성의 조
건은 식 (9)의 상태방정식에서 가제어성 2n x 
2n·m행렬 

[ ]BABAABB n 122 −⋅⋅⋅  

의 차수(rank)가 2n 이면 된다. 그러나 본 모형에
서는 시스템의 상태보다는 출력을 제어 하려고 
한다. 따라서 완전 출력 가제어성(7)을 별도로 정
의하면, 다음의 출력가제어성 r x (2n+1)m행렬 

[ ]DBCABCACABCB n 122 −⋅⋅⋅  

의 차수(rank)가 r 일 때 시스템에서 출력을 제어
하기 위한 필요 충분 조건이 된다. 
또한 시스템이 완전 가관측이면 모든 상태 

x(t0)가 유한시간 t0≤t≤t1 동안의 출력 y(t)의 관측
에 의해 구하여질 수 있다. 
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시스템이 완전 가관측일 필요충분조건은 아래의 
가관측성 2n x 2n·r행렬 

[ ]TnTTTTTT CACACAC 122 )()( −⋅⋅⋅  

의 차수(rank)가 2n 이면 된다. 본 모형에 대한 출
력가제어성 8 x 21행렬 및 가관측성 6 x 48행렬의 
차수는 각각 8, 6 이며 이는 완전해가 존재함을 
보인다. 

3.2 출력되먹임을 갖는 Linear Quadratic Regulator 
식 (4)와 식(6)의 상태 및 출력방정식으로부터  

)(][)(][)(
)(][)(][)(][)(
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+=
++=&

  (10) 

시스템(A, B)가 제어가능하고 (A, C)가 관측가능
하다는 가정 아래서 출력 되먹임 제어력 u(t)를 
아래와 같이 하면, 

u(t) = -Ky(t) 

폐루프 시스템의 상태공간 모델은 식 (11)과 같
이 나타낼 수 있다. 

)(][)(][)( tfEtxBKCAtx e+−=&    (11) 

본 연구에서 제어문제는 식 (11)의 상태변수 
x(t)를 최소화 시키는 출력 되먹임 제어이득 K 를 
구하는 것이다. 식 (9)와 같이 외력을 제외한 상
태 및 출력방정식에 대하여 상태 되먹임 제어력
을 u(t) = -Kx(t)라 할 때, LQR 문제는 상태방정식
을 만족하고 식 (12)의 2 차 목적함수(quadratic 
objective function)를 최소화 시키는 제어 이득값 
K를 구하는 것이다. 

dtRuuQxxJ
T TT∫ +=
0

)(
2
1

   (12) 

여기서 Q 는 2n x 2n 대칭 양의 반한정행렬
(symmetric, positive semi-definite)이고, R은 m x m 
대칭 양의 한정행렬(symmetric, positive definite)이
다. 가중행렬 Q, R 은 상태변수 x(t)와 제어입력
u(t)를 결정하는 LQR 문제의 설계변수로 사용된
다. 제어이론에서 성능지수(2 차목적함수)를 최소
화 시키는 해는 

)()()( 1 tPxBRtKxtu T−−=−=  

이 되고, P는 다음의 Riccati방정식을 만족한다. 

01 =−++ − PBPBRQPAPA TT  

본 연구에서는 상태와 출력 되먹임 제어이득 
사이의 관계를 먼저 정의하고, Riccati 방정식을 

풀어 최적 제어 이득을 구하는 Matlab함수(10-11)를 
이용하여 LQR 문제의 해를 구하였다. 

3.3 설계제한조건 
설계제한이란 구조물의 상태(변위, 각도, 속도, 
각속도)와 제어력을 허용범위 내에 두는 것이다. 
특히 제어력은 효율적 측면을 고려하여 상태 제
한 조건을 만족하면서 상대적으로 작은 값을 가
져야 한다. 제어기 설계시 고려되는 설계제한 조
건은 식 (13)으로 표현할 수 있다. 

rjuuu
nixxx

jjj

iii

,,1
,,1

max,max,

max,max,

⋅⋅⋅=<<−

⋅⋅⋅=<<−
  (13) 

제어시 시스템의 상태와 제어력이 식 (13)을 
만족할 수 있도록 하기 위해 성능지수의 Q, R 행
렬을 적절히 결정한다. 가중행렬 Q, R 은 구조물
의 상태와 제어력간의 가중치를 나타내며, R 에 
비해서 Q를 크게 잡는 것은 시스템의 상태를 빨
리 0 으로 수렴시킬 수 있으며, 제어력은 상대적
으로 더 많이 필요하게 된다. 또한 Q 에 비해서
R 의 값이 클수록 제어력 최소화에 대한 가중치
가 커져서 작은 제어력을 사용하는 시스템을 설
계할 수 있다. 본 연구에서는 주어진 제한 조건
을 만족할 수 있게 하기 위해 성능지수의 Q, R
행렬을 식(14)에서와 같이 

1,,,,,,][
1][

43214321

821821

=⋅=
=⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

mmmm)mmmdiag(mρR
,n,,nn),n,,ndiag(nQ

 (14) 

가중변수 ρ 의 값을 조정함으로써 설계목적에 적
합한 제어기를 구성한다. 

4. 제어 성능 고찰 

4.1 시뮬레이션 모델 
외력에 의해 진동하는 판을 상태 방정식으로 
표현하고, LQR제어방법을 통해 출력을 되물림하
는 능동제어 시스템을 구성하였다. 시뮬레이션을 
위한 구조물로는 Fig.1 과 같은 사각 진동판을 사
용하였고, 구조물에 대한 주요 특성치는 Table 1
과 같다. 진동판은 힘의 크기가 최대 10N, 가진 
주파수는 구조물의 고유진동수(1 차 : 18.8Hz, 2
차 : 32.7Hz)를 전후로 15Hz, 25Hz, 40Hz 로 하여 
정현파 외력에 대한 시뮬레이션을 수행하였다.  
제어기 설계에 있어서 제어력의 제한조건은 각 
지지대에서 최대 5N 으로 외력 10N 의 50%미만
으로 제한하였다. 상태제한조건은 제어를 하지 
않았을 때 발생하는 사각평면의 변위, 각도의 
15%이하가 되도록 하였다.  

   
 

4
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구조물의 주요 특성치에 대한 운동방정식을 행
렬로 나타내면 
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과같다. 시뮬레이션은 Matlab Program 의 Simulink
를 이용했으며 모형의 블록선도는 Fig.4와 같다. 

4.2 시뮬레이션 결과 
설정된 설계제한조건을 기준으로 가중변수 ρ
를 변화시켜 가면서 각각의 경우에 따라 제어이
득을 구하고 시뮬레이션을 수행한 결과들을 
Fig.5, 6과 Table 2, 3, 4에 나타내었다. 

Fig.5 는 가중변수 ρ 값에 따른 각 지지대의 
최대 제어력 및 최대 변위와 각도응답을 가진 주
파수 15Hz, 25Hz, 40Hz 에 대해서 그래프로 나타
낸 것이다. ρ 값이 작아짐에 따라 최대 제어력이 
커지고 그에 따른 응답(z, θ, φ)은 작아짐을 보인
다. 가중변수 log ρ=-3 인 경우에 상태 및 제어력
의 제한 값이 제한범위(제어력 ≤5N, z, θ, φ ≤
15%)내에 있는 적절한 설계변수 값이 된다. 

Fig.6은 가중변수 log ρ = -3에 대한 변위와 각
도응답을 제어시와 비제어시에 따라서 시간 이력
으로 나타낸 것이다. 비제어시 응답과 비교하여 
제어시의 최대변위가 15%이하로 줄어드는 결과
를 보여준다. 

Table 2 에서는 설계 제한 조건을 만족하는 지
지대의 최대 제어력을 각각의 가진 주파에 대해
서 표로 나타내었다. Table 3에서는 최대변위(z)와 
최대각도응답(θ, φ)및 제어비를 보여준다. 또한 
Table 4에서는 출력제어이득을 나타낸다. 

B+
-

+
+ ∫ C ++x y

A

K

u

D

Eef x&

 
Fig.4  Block diagram of output feedback control 

Table 1  Properties of vibrating plate 
m 0.25 Kg 
J1, J2 0.0017, 0.00075 Kgm2 

k1, k2, k3, k4 880  N/m 
Dimensions 285(L) x 190(W) x 1.5(H) mm 
l1, l2, l3, l4 150, 135, 100, 90 mm 
a, b 30, 30 mm 

Table 2  Maximum control force for each frequency
Max. control force(N) Freq.

(Hz) log ρ f1 f2 f3 f4 
15 0.96 2.74 2.23 4.03 
25 0.97 2.74 2.22 4.03 
40 

-3 
0.93 2.58 2.08 3.83 

Table 3  Maximum state responses(z, θ, φ) for each 
frequency 

Max. displacement & angle 
on C.G of plate(m, radian) Control ratio(%)Freq. 

(Hz) log ρ
z θ φ z θ φ

15 0.0009 0.0015 0.0032 94 92 90
25 0.0005 0.0009  0.0019  94 96 94
40 

-3 
0.0003 0.0006  0.0012  81 97 96

Table 4  Output control gains 
logρ Output control gains(8 x 4 matrix) 

0.43 0.14 0.14 -0.14 23.72 7.91 7.91 -7.90 
0.14 0.43 -0.14 0.14 7.91 23.72 -7.90 7.91 
0.14 -0.14 0.43 0.14 7.90 -7.90 23.72 7.90 

-3 

-0.14 0.14 0.14 0.43 -7.90 7.91 7.91 23.72 
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Fig.5  The comparison between max. control force  

   
 

5
and max. state responses(z, θ, φ) 
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Fig.6  Comparison of displacement and angle responses

on ρ = -3 during controlled and uncontrolled

5. 결 론

진동판의  능동진동제어에  적합한 제어  알고리
즘을 제시하고 시뮬레이션을  통해 효과를  입증하
였다. 최적제어기법 중의 하나인 출력되먹임
LQR을  사용하여  3자유도와  제한된 센서의 개수
를 가진 사각판의 진동제어 문제를  고려하였으며,

구조물의  상태 및 제어력을 설계제한조건으로 제
어기를 설계하였다 .
모델링 대상구조물로 정현파  외력을 받는  3 자
유도계 사각판은 시스템의 상태변수(변위  속도,
각도, 각속도)에  시뮬레이션을  통해 얻은 적절한
제어이득을 가지고  설정한 제어력 및 상태제한조
건을 만족시키는 제어기 설계가  가능함을  보였다.
특정한 외력에 대한 설계제한조건을 만족하는 제
어기는 일반적인 외력에 대해서도 최적의  제어기
로 사용될 수 있음을 가진 주파수 변화에  따른
시뮬레이션을 통해  입증하였다.
최근 능동진동제어에 관한 연구는 다양한  기능
성 소재들에  대한 연구와  함께 이루어지고 있으
며, 이러한  소재를 감지기 및 작동기로 사용하고
실 모형에 적용하기 위하여 구조물에 대한 실험
이 필요하다 .
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