
1. 서 론

이동하중이나 이동질량에 의한 보 구조물의 동

적 거동에 관한 문제는 철도차량에 의한 교량의 

동적응답 문제나 이동하는 천정 크레인 등을 예

로 들 수 있다. 이동물체에 의한 보 구조물의 동

적응답 및 진동에 관한 연구의 시초는 영국의 체

스터 철교의 붕괴사고 이후에서 비롯된다. Ayre
와 그의 공동연구자들(1)은 이동질량 하중의 작용 

하에 있는 단일 및 두 개 스팬 보에 대한 횡 방

향 진동에 대한 연구를 하였고, Ting과 그의 공동

연구자들(2)은 이동질량 문제에 대해 그린함수를 

이용한 일반 알고리즘을 제시하였다. Esmalilzadeh와 

Ghorashi(3)는 이동질량의 관성효과를 고려한 보의 

                                            
동적 응답을 고찰하였고, Lin(4)은 이동질량의 질

량효과를 고려한 운동방정식을 제시하였다. 최근 

김인우(5)는 이동질량을 받고 불균일 단면을 갖는 

보의 동적응답을 실험을 통하여 검증하였다. 
  본 연구에서는 균일 속도의 이동질량을 받는 

탄성지지된 보의 동적처짐을 이동질량의 속도 및 

크기변화, 지지 스프링의 위치 및 상수변화에 따

른 동적 응답을 수치해석적 방법을 이용하여 연

구하는데 그 목적이 있다.

2. 이론해석
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Fig. 1 A mathematical model of an elastically 
restrained beam under a moving mass. 
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  이동질량에 의한 탄성 지지된 보에 대한 수학

적 모델은 Fig. 1과 같고, 여기서, 보의 길이는 l, 
단위 길이 당 질량은 m, 강성은 EI, 이동질량의 

크기는 M, 이동 속도는 v, 강성계수 k를 갖는 

탄성 스프링 지지는 보의 임의의 위치 x s에 있

고, 지배방정식은 다음과 같다.
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  식 (1)의 해 y(x, t)는 초기 정적처짐 y s(x)와 이

동질량에 의한 동적변위 y d(x,t)의 합으로 다음과 

같이 가정된다.

y(x, t) =  y s(x) + y d (x,t)                 (2)

  식 (1)에 ξ= x
l

 관계를 이용하면 다음과 같다. 

    EI
l
4
∂
4
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∂ξ
4 +m

∂
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∂t
2

     

                                              
    = mg+ M

l [g-{ v 2 ∂
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2 +2 v
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    + a ∂y(ξ,t)
∂ξ

+
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2 }]δ(ξ- vt)            (3)

여기서, v= v
l

, a= a
l
이다.

  Galerkin의 모드 합 방법을 이용하여, 무차원화 

된 해를 각각 다음과 같이 가정하자.

     y s(ξ) = ∑
∞

i=1
Aiφ i(ξ)            (4)

     y d(ξ,t) = ∑
∞

i=1
q i(t)φ i(ξ)    (5)

     y(ξ, t) =  ∑
∞

i=1
[Ai+q i(t) ]φ i(ξ)            (6)

  여기서, φ i(ξ)는 식 (7) 및 (8)의 형태를 갖는 

계의 형상함수로서, 보의 형상 및 경계조건에 의

해 결정된다.
  본 논문과 같이 스프링의 위치 x s에 탄성 스프

링 지지된 경우 Fig. 2와 같은 좌표계를 사용하

여, 식 (7) 및 (8)과 같이 표현할 수 있다.

l
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Fig. 2 A new coordinate system for a beam with 
      a spring support.   
                                              
    φ i, 1(ξ 1 )=Ai, 1 sinβ iξ 1+Bi, 1cosβ iξ 1+Ci, 1sinhβ iξ 1  
           +D i, 1 coshβ iξ 1 , for ( 0≤ξ1≤ξ s)    (7)

    φ i, 2(ξ 2 )=Ai, 2 sinβ iξ 2+Bi, 2cosβ iξ 2+Ci, 2sinhβ iξ 2  
           +D i, 2 coshβ iξ 2 , for( 0≤ξ2≤1-ξ s)  (8)

  식 (7)과 식 (8)에서, 고유치 β i는 i번째 고유진

동수 ω i와 다음과 같은 관계를 갖는다.   
  

     ω 2i =  EIm (
β i
l )

4

                 (9)

  본 논문의 경계조건은 양단단순지지 조건으로 

식(10)부터 식 (12)에 나타난 바와 같다.
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∂ξ
2
1

 =  0, φ i, 1(ξ s )= φ i, 2(0),  (10)
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, φ i, 2(1-ξ s)=0,

 ∂
2
φ i,2(1-ξ s)

∂ξ 2
2 =0                           (12)

  식 (7)과 식 (8)의 해를 식 (10)부터 (12)의 경계

조건 식에 대입하면 식(13)의 고유치 문제의 식으

로 귀결된다.

    [S]{c}= { 0 }                           (13)

여기서, 벡터 {c}는 다음과 같다.

    {c}T= { B i, 1, D i, 1, Ai, 2, B i, 2, C i, 2, D i, 2 }

  식 (6)의 해를 식 (3)의 운동 지배방정식에 대

입하고 정적 처짐의 관계와 상수 Ai의 시간에 

대한 미분 항을 제거하면 다음과 같이 표현된다.
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  식 (14)에 φ n, k(ξ k )를 내적하면 다음과 같다.
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  식 (15)를 다시 정리하면, 식 (16)의 행렬형태의 

운동방정식을 얻게 된다. 
         

[M( t)]{ ϕ̈( t)}+[C( t)]{ ϕ̇( t)}+[K( t)]{ϕ( t)}={ f ( t)} (16)

여기서, 각 행렬들의 요소는 다음과 같다..
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  식 (17)에서 μ=M/ml은 이동질량과 보 질량의 

질량 비를 나타내고, ξ s는 무차원화된 스프링 위

치를 나타낸다.

3. 수치해석 결과 및 검토

  수치해석에 있어, 주행물체의 질량변화는 보 

질량에 대한 주행질량의 질량 비 μ로, 주행질량

의 속도변화는 임계속도 v cr에 대한 주행질량의 

속도비 v 0= v/ v cr로 무차원화된 값을 이용하여 

계산하였고, 본 논문의 모든 그래프들에서의 처

짐 값은 동적처짐 값만을 나타낸다.

3.1 스프링 지지가 없는 경우 

  Fig. 3부터 4는 질량비 μ를 μ=0.1, 1.0으로 고

정시킨 상태에서 이동질량의 속도비 v 0의 변화에 

따른 동적응답 그래프들이다. 먼저 μ가 작은 μ

=0.1의 Fig. 3의 경우, v 0=0.1을 제외하고는 속도

비의 증가에 따라 최대 동적처짐을 유발하는 이

동질량 위치는 이동질량의 우측단 쪽으로 이동해 

감을 알 수 있다. 질량비가 큰 μ=1.0의 경우도 

최대 동적처짐을 유발하는 이동질량의 위치는 속

도비의 증가에 따라 우측 단으로 이동된다. 또한, 

질량비 μ값의 크기에 관계없이 속도 비 v 0가 v 0
=0.5부근에서 최대 동적 처짐을 나타낸다는 것이다.
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         the moving mass ( μ=0.1)

0 .0 0 .2 0 .4 0 .6 0 .8 1 .0

-1 4

-1 2

-1 0

-8

-6

-4

-2

0

2

 

 

D
yn

am
ic

 d
ef

le
ct

io
ns

 (m
m

)

P o s it io n  o f  th e  m o v in g  m a s s  (m )

 v
0
= 0 . 1 ,  µ = 1 .0

 v
0
= 0 . 3 ,  µ = 1 .0

 v
0
= 0 . 5 ,  µ = 1 .0

 v
0
= 0 . 7 ,  µ = 1 .0

 v
0
= 1 . 0 ,  µ = 1 .0

Fig. 4 Dynamic deflections at the position of 
         the moving mass ( μ=1.0)

대한기계학회 2003년도 춘계학술대회 논문집

 870



  Fig. 5에서 6은 이동질량의 속도 비 v 0가 v 0  

=0.1, v 0=1.0 인 각각에 대해 μ의 변화에 따른 동

적 처짐 값을 나타낸다. 속도비가 작은 v 0=0.1의 경

우, μ=0.1을 제외하고는 질량비의 증가에 따라 최

대 동적 처짐을 유발하는 이동질량의 위치는 보의 

우측 단으로 이동해간다. 또한, v 0  =0.1에서는 질량

비가 증가함에 따라 동적 처짐 값은 증가된다. 속도

비가 큰 임계속도 v 0=1.0에서는 μ=0.5까지는 질량

비 증가에 따라 최대 동적 처짐이 증가되지만 

μ>0.5에서는 질량비 증가에 따라 최대 동적 처짐 

값은 감소됨을 알 수 있다.
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Fig. 5 Dynamic deflections at the position of 
         the moving mass ( v 0=0.1)
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Fig. 6 Dynamic deflections at the position of 
         the moving mass ( v 0=1.0)

3.2 스프링 지지된 경우 보의 동적응답

  Fig. 7부터 9는 질량비 μ와 속도 비 v 0가  작

은 μ=0.1, v 0=0.1의 경우, 지지 스프링의 위치 변

화와 스프링 강성의 변화에 따른 동적 처짐 값을 

나타낸 그림들이다. 이 그림들에서 알 수 있는 

것은 스프링 강성이 증가됨에 따라, 지지 스프링

의 위치에 관계없이 최대 동적 처짐 값이 감소되

는 것이다. 한편, 무차원 스프링 위치 ζ s가 ζ s
=0.2인 Fig. 9에서는 스프링 강성이 증가함에 따

라 최대 동적 처짐을 유발하는 이동질량의 위치는 

보의 우측 단으로 이동된다. 그러나 ζ s=0.5에서는 

강성증가에 따라 K≤102까지는 최대 동적 처짐을 

일으키는 이동질량 위치도 경미하게 우측으로 이

동되지만, K≥104에서는 좌측으로 이동된다. ζ s
=0.8에서도 강성증가에 따라 최대처짐을 유발하

는 이동질량 위치는 보의 좌측단으로 이동된다. 
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Fig. 7 Dynamic deflections at the position of 
          the moving mass( μ=0.1, v 0=0.1, ξ s=0.2)
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Fig. 8 Dynamic deflections at the position of 
         the moving mass ( μ=0.1, v 0=0.1, ξ s=0.5)
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Fig. 9 Dynamic deflections at the position of 
         the moving mass ( μ=0.1, v 0=0.1, ξ s=0.8)

  Fig. 10부터 12는 질량비 μ가 μ=0.1, 속도비가 

v 0=0.5인 경우로서 질량비는 작으나 속도비가 

Fig. 7∼9에 비해 5배 증가되었을 때, 스프링 위

치와 강성변화에 따라 동적 처짐 값을 나타낸 그

림들이다. 이들 그림에서 알 수 있는 것은 이동
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질량의 속도가 커지면 스프링 강성이 작다고 반

드시 동적 처짐 값이 크지만은 않은 것이고, 스
프링 위치가 동적 처짐 값에 큰 영향을 있음을 

알 수 있다. 또한, ζ s=0.2, 0.5의 Fig. 10∼Fig. 11
에서는 스프링 강성이 증가함에 따라 최대 동적 

처짐을 유발하는 이동질량의 위치는 우측 단으로 

이동되고,  Fig. 12의 ζ s=0.8에서는 강성증가에 따

라 보의 좌측 단으로 이동된다.
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Fig. 10 Dynamic deflections at the position of 
          the moving mass( μ=0.1, v 0=0.5, ξ s=0.2)
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Fig. 11 Dynamic deflections at the position of 
         the moving mass ( μ=0.1, v 0=0.5, ξ s=0.5)
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Fig. 12 Dynamic deflections at the position of 
          the moving mass( μ=0.1, v 0=0.5, ξ s=0.8)

  Fig. 13∼15는 μ=1.0, v 0=0.1로써 이동질량 속

도는 작지만 질량비가 큰 경우의 처짐 값으로, 

이 그림에서 알 수 있는 것은 Fig. 7∼9의 경우처

럼 대부분 강성이 증가함에 따라 최대 동적 처짐 

값은 스프링 위치에 관계없이 감소되는 것이다. 
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Fig. 13 Dynamic deflections at the position of 
          the moving mass( μ=1.0, v 0=0.1, ξ s=0.2)
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Fig. 14 Dynamic deflections at the position of 
          the moving mass( μ=1.0, v 0=0.1, ξ s=0.5)
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Fig. 15 Dynamic deflections at the position of 
          the moving mass( μ=1.0, v 0=0.1, ξ s=0.8)

  Fig. 16∼18은 μ=1.0, v 0=0.5로써 질량비와 속

도비가 큰 경우, 스프링상수와 위치 변화에 따른 

동적응답을 나타낸 것이다. Fig. 10∼12에서와 같

이 속도비가 크면 강성 증가에 따라 반드시 최대 

동적 처짐 값이 작아지지는 않는다. 또한 고정된 

스프링 위치 값들에서 K≤102까지는 강성증가에 

따라 최대 동적 처짐을 유발하는 이동질량의 위

치는 보의 우측 단으로 이동된다. 
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Fig. 16 Dynamic deflections at the position of 
          the moving mass( μ=1.0, v 0=0.5, ξ s=0.2)
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Fig. 17 Dynamic deflections at the position of 
          the moving mass( μ=1.0, v 0=0.5, ξ s=0.5)
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Fig. 18 Dynamic deflections at the position of 
          the moving mass( μ=1.0, v 0=0.5, ξ s=0.8)

4. 결 론

  탄성 스프링에 지지되고, 일정 속도의 이동 질

량에 의한 양단 단순지지 보의 동적 응답에 관한 

이론 및 수치해석 통해 다음과 같은 결론을 얻었다.

4.1 스프링 지지가 없는 경우 
  속도비와 질량비 μ가 작은, 즉 v 0=0.1 , μ=0.1

의 경우로 정의하면은 고정된 질량비 μ값에서 

이동질량의 속도 비 v 0가 증가함에 따라 최대 동

적 처짐을 유발하는 이동질량의 위치는 이동질량

의 출구 단 쪽으로 이동된다. 또한 고정된 속도 

비 v 0에 대해 질량비 μ가 증가함에 따라 최대 

동적 처짐을 유발하는 이동질량 위치는 이동질량

의 출구 단 쪽으로 이동된다.

4.2 스프링 지지된 경우 보의 동적응답

  속도 비 v 0가 v 0=0.1의 작은 경우에는 질량비 

μ에 관계없이 스프링 강성 증가에 따라 최대 동

적 처짐 값은 작아지지만, 속도비가 비교적 큰 

v 0=0.5에서는 스프링 강성 감소가 반드시 최대 

동적 처짐 값을 나타내지는 않는다. 
  질량비 μ가 큰 경우( μ=1.0)는 이동질량 속도 

비 v 0변화에 관계없이, 스프링 강성 K≤102에 대

해 K값이 증가함에 따라 최대 동적 처짐을 유발

하는 이동질량 위치는 보의 우측 단으로 이동된다. 
  질량비 μ가 작은 경우( μ=0.1)는 K≤102, ζ s

<0.8에 대해 최대 동적 처짐을 유발하여 이동질

량의 위치는 강성 K의 증가와 함께 보의 우측 

단으로 이동되지만, ζ s≥0.8에서는 강성 K의 증가

에 따라 보의 좌측 단으로 이동된다.
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