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ABSTRACT 
 

A modeling method for the modal analysis of a rotating composite beam is presented in this paper. Linear 
differential equations of motion are derived by using the assumed mode method. For the modeling, hybrid 
deformation variables are employed and approximated to derive the equations of motion Symmetrical 
laminated layers are considered for the composite beam. The effects of the dimensionless angular velocity, the 
hub radius and the fiber orientation angle parameter on the variations of modal characteristics are investigated

 

1. 서 론 

복합재를 이용한 회전 외팔보 구조물은 헬리콥터 
회전익과 같은 공학적 예제에서 발견할 수 있다. 
이러한 구조물을 새로 설계하거나 혹은 기존의 
성능을 평가하거나 개선하려면 그의 진동 특성을 
정확히 파악하는 것이 필수적이라 할 수 있다. 
회전운동을 하는 외팔보의 진동 특성은 고정된 
외팔보의 그것과 다르다. 회전운동은 원심방향 
관성력을 발생시키고 이는 시스템의 굽힘 강성을 
증가시키는 효과를 초래하며 따라서 회전속도의 
변화에 따라 보의 진동 특성도 변화하게 된다. 
이러한 구조물의 소재로는 일반적으로 고강도와 
경량 특성을 동시에 만족시키는 복합재가 널리 
이용되는데, 복합재는 섬유 배치각과 적층 수를 

변화시키거나 적절한 구성 재료의 선택을 통해 

그 구조 강성을 적절히 변화시킬 수 있는 특징도 

가지고 있다. 결과적으로, 복합재 회전 외팔보의 

진동특성은 회전에 의해서 발생하는 강성변화와 
복합재 자체의 강성변화 특성을 동시에 적절히 
고려하여 예측되어야 한다.  

등방성 재료의 회전 외팔보 진동 특성에 대한 

연구로는 에너지 방법을 이용한 최초의 해석적 

연구가 Southwell 과 Gough[1]에 의해 수행되었으

며 Schilhansl[2]은  회전 외팔보의 운동방정식을 

최초로 직접 유도하고 더 정확한 해석식을 구하

였다. Putter 와 Manor[3]는 기본적으로 참고문헌

[2]에 제시된 모델링에 전산 수치해석 방법을 적

용한 초기 연구내용을 발표하였으며 이러한 모델

링에 기초한 연구들이 최근까지 많이 이루어져 

왔다. 최근에는 또한 해석의 효율성 및 적용범위

를 넓힌 새로운 모델링 방법에 의한 연구결과들

이[4, 5] 제시되고 있다. 고정된 복합재 구조물의 

진동 특성에 대한 연구는[6-10] 많은 참고문헌을 

참조할 수 있으나 회전운동을 하는 복합재 구조

물에 대한 연구는 별로 알려져 있지 않다. 

본 연구의 목적은 복합재 회전 외팔보의 섬유

배치각과 회전각속도 및 축반경의 변화에 따른 

고유진동수와 모드 형상의 변화를 파악하기 위한 

모델링 방법을 제시하고, 그 모델링에 근거하여 

해석결과를 도출하여 그 진동 특성을 분석하고 

규명하는데 두고있다.  
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2. 진동방정식 유도 

 
2.1 복합재 외팔보의 탄성에너지 
 
본 연구에서는 외팔보의 두께 방향 전단 변형을 
무시하기로 가정한다. 이 경우 복합재 외팔보의 
탄성에너지[11]는 다음과 같이 얻어질 수 있다. 
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여기서 11A , 11B , 11D 은 복합재 평판이 그림 2 와 

같이 여러 층으로 구성되어 있을 때, 그 각 층의 

특성치를 다음과 같이 적분하여 구한다 
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여기서 
( )k
ijQ 는 복합재를 구성하는 k 번째 층의 

off-axis 강성치를[11], kz 와 1kz − 은 k 번째 층의 

윗 면과 아래 면까지의 두께 방향 거리, N 은 적

층수를 나타낸다. (1)식에서 또한 인장 및 굽힘 
변위율들은 그림 1 에 나타난 변형변수 s 와 3u 를 

사용 다음과 같이 나타낸다. 
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위식을 (1)식에 대입하여 표시하면 
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근사화된 상미분 운동방정식을 구하기 위해

Rayleigh-Ritz Assumed Mode Method 를 사용하여 변

형변수들을 다음과 같이 근사화하여 나타낸다. 
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Fig.1. Configuration of a rotating cantilever beam 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Fig.2 Laminated composite beam geometry and layer 
numbering  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.3 Fiber angle of the k-th layer of the laminated 
composite beam 
 

 

여기서 1 3,j jφ φ 는 s 와 3u 를 위한 가상모드들이

고, 1 , 3j jq q 는 일반좌표, 1 3,µ µ 는 사용된 일반좌

표의 개수이다. 

 
2.2 진동방정식 
Kane 의 방법을[12] 이용하면 탄성체 운동방정식
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은 다음의 식을 이용하여 구할 수 있다. 
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여기서 31 µµµ += 이다.  식(6)에서 pvr 는 질점

P 의 속도를 의미하고 U 는 탄성에너지, ρ 와 

L 은 Beam 의 단위 길이당 질량과 길이를 각각 
의미한다. Fig 1 의 Beam 이 붙어있는 강체 A 의 

각속도를
Aωr 라 하고 Component 를 사용하여 표시

하면 
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따라서 
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그러므로 
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Eq.(4), Eq.(6), Eq.(8), Eq.(9)을 이용하고 복합재 
Layer 들의 symmetric 적층을 가정하면 인장방향 
운동과 면외굽힘 방향 운동과의 연성이 사라져서  
면외굽힘 방향 운동은 독립적으로 다음 방정식의 
지배를 받게 된다. 
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2.3 무차원 진동방정식 
Eq.(10)의 운동 방정식을 무차원 방정식 형태로 

바꾸기 위해서 다음과 같이 무차원 변수들을 정의

한다. 
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여기서 
D
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≡ 로 D 는 모든 적층의 섬유 배치

각을 0 도로 하였을 경우의 11D 의 값이다. 

Eq.(11)을 이용하여 Eq.(10)의 방정식을 무차원화 

하면 
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여기서 
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Eq.(12)를 행렬식으로 표시하면 
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여기서 
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(15) 
Eq.(14)에서 j3θ 를 조화함수(harmonic function)라고 

가정하면 그 요소들로 이루어진 열 행렬은 다음과 
같이 나타낼 수 있다. 

 

Θ= ωτθ je     (16) 
 
Eq.(16)에서 j 는 허수를 나타내며, ω는 고유진동

수에 T 를 곱한 무차원변수이며 Θ 는 각 모드형

상을 대표하는 열 행렬이다. Eq.(16)을 이용하여 
Eq.(14)를 정리하면 
 

 Θ=Θ KM2ω    (17) 
 
여기서 M 과 K 는 크기를 3 3( )µ µ× 갖는 정방 

행렬들로 그 요소들은 다음과 같이 표시된다. 
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3. 수치해석 결과 

3.1 적층각의 변화에 따른 고유진동수의 변화 
 

본 논문에서는 해석 예제로서 8 층으로 구성된 
복합재를 대상으로 하였으며 1, 4, 5, 8 번째 층은 
Material 1 을 사용하였으며 2, 3, 6, 7 번째 층은 
Material 2 를 사용하였다. 섬유 배치각은 중심선에 
대해 대칭 형태로 하였다. 즉 k 번째 Layer 의 섬유

배치각을 kθ 라고 하면 81 θθ = , 72 θθ = , 63 θθ = , 

그리고 54 θθ = 이다. Material 1 과 2 의 재료특성은 

Table 1 에 나타나 있다.  
그림 5 는 o453 =θ  그리고 o904 =θ 로 고정한 

상태에서  2θ 를 30, 60, 90 도의 3 가지 경우에 대해 

1θ 을 0 도에서 90 도까지 변화시키며 δ 의 변화를 
나타낸 그림이다. 이 그림에서 보듯이 δ 값은 대략 

10 ≤< δ  범위에서 변화하는 것을 알 수 있다.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig 4. Fiber direction of the eight-layer laminate 
 
 
Table 1 Material properties of the composite beam 

 Material 1 Material 2 

Name T300/5208 Kevlar Fiber 
- Epoxide 

)(1 GPaE  84 181 

)(2 GPaE  5.6 10.3 

)(12 GPaG  2.1 7.17 

12v  0.34 0.28 
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Fig.5 Variation of δ  vs. variations of  fiber angles 
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Fig.6 Natural frequency variation as angular speed 

increases  
 
 
그림 6 은 5.0=δ 일 때 구한 회전 각속도변화에 
따른 가장 낮은 3 고유진동수의 변화를 보여준다. 
잘 알려진 것처럼 고유진동수들은 회전 각속도의 
증가에 따라 증가하며 그 증가율은 σ 값이 증가

할수록 더욱 커진다. 
그림 7 의 (a)와 (b)는 1.0=σ 로 고정하고 회전

각속도를 증가시켰을 때 δ 값의 변화에 따른 첫
번째와 두번째 고유진동수 변화를 각각 보여준다.  

그림 8 은 회전각속도 증가에 따른 δ 의 영향력 
변화를 살펴보기 위한 도표이다. 도표에서 )(iλ 는 
다음 식으로부터 얻어진다.  
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(a) First natural frequencies 
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(b) Second natural frequencies 

 
Fig 7. Natural frequency variation as the angular speed  

increase for  fiber angle parameter δ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig 8. Effect of fiber angle parameter δ  on natural 
frequency variation as the angular speed increases 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.5

1.0

 

 

Be
nd

in
g 

 M
od

e 
 S

ha
pe

s

Dimensionless  Length  of  Beam

 δ = 0.1
 δ = 1

(a) First mode shapes 
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(b) Second mode shapes 
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(c) Third mode shapes 

 
Fig 9. Comparison of mode shapes  for fiber angle 

parameter δ  
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6

여기서 )(
max

iω 와 )(
min

iω 는 maxδ 와 minδ 을 사용했을 

때 얻어지는 i 번째 고유진동수들이다. 그림에서 
보듯이 )(iλ 값들은 회전각속도가 증가할수록 급속

히 감소하는 것을 알 수 있다. 
 
 

3.2 매개변수 δ 의 변화에 의한 모드형상 변화 
 

Fig 9 는 γ =5, 1.0=σ 일 때 δ =0.1 일 때와 

δ =1 일 때의 세 모드의 변화를 각각 보여준다. 
이 그림들은 δ 의 증가가 모드형상의 변화에 큰 
영향을 주지 못함을 보여준다. 
 
 

4. 결 론 

본 논문에서는 회전하는 복합재 외팔보의 면외

방향 굽힘진동특성을 예측하기 위한 진동방정식이 
제시되었으며 이를 이용한 해석결과가 도출되었다. 
본 논문에서는 인장방향과의 연성효과가 사라지게 
되는 대칭 적층의 경우에서 대해 나타나는 3 가지 
매개변수의 고유진동수의 변화에 미치는 영향을 
조사하였다. 회전각속도 매개변수 γ 와 축반경비 
매개변수 σ  그리고 섬유배치각 매개변수 δ 는 
모두 그 증가에 따라 고유진동수 증가를 초래한다.  
축반경비 매개 변수와는 다르게 섬유 배치각 매개

변수 δ 는 그러나 회전각속도가 증가할수록 고유

진동수의 변화에 미치는 영향이 상대적으로 점차 
감소한다. δ 의 변화는 모드형상 변화에도 영향을 
미치나 회전 각속도의 증가에 따라서 그 영향이 
아주 미세해지는 것을 알 수 있었다. 
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