
기호설명

Ar : 종횡비, R/H

Ca : Capillary수, γ△T/σ0

h(t,r) : 무차원 자유표면의 위치 

H : 원통의 높이

Ma : Marangoni수, PrㆍRe

P : 무차원 압력

Pr : Prandtl수, ν/α

R : 원통의 반지름

Ri : 내부 원통의 반지름

r : 반경 방향

Re : Reynolds수, γ△TH/νμ

T : 무차원 온도

△T : Thot-Tcold

u : 무차원 r방향 속도

V : 무차원 유체체적

v : 무차원 속도 벡터

v : 무차원 z방향 속도

z : 축(수직)방향

γ : -∂σ/∂T

σ : 표면장력

1. 서 론

단결정 성장으로부터 고품질의 결정체를 얻기 

위해서는 부력과 열모세관력의 향력을 연구할 

필요가 있다. 이러한 두 가지 힘은 단결정성장 

중 유체유동을 발생시킨다. 하지만 미소 중력

(microgravity) 상태에서는 열모세관력이 지배적

이다. 열모세관 유동은 어느 임계온도차에서 주

기적인 진동을 하는 불안정 유동으로 전이된다. 

주기적으로 진동하는 용융 액은 성장된 결정체에 

줄무늬를 발생시킨다. 결정체의 줄무늬는 다른 

농도를 나타내며 물리적 화학적 성질에 직접적으

로 향을 미친다. 이러한 유동을 제어하기 위해

서 불안정성의 특성을 체계적으로 연구해야 할 

필요성이 있다.

동적인 자유표면을 가진 동심원통에서의 열모세관 대류
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Abstract

  Thermocapillary convection in an open cylindrical annulus heated from the inside wall is investigated 
by two-dimensional numerical simulations. The deformable free surface is obtained as a solution of the 
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Schwabe
(1)
등은 두가지 형상에서의 열모세관 

유동을 실험적으로 보고했다. 하나는 직사각형 

형상이며 다른 하나는 얕은 동심원통의 형상이

다. 그들은 자유 표면에서 원주방향(Azimuthal)

의 Wave들을 발견했으며, Ma가 증가함에 따라 

Wave수는 증가한다는 것을 보여 주었다. 또한 

Kamotani등
(2-5)
은 열모세관 대류에 대한 (유체 

체적에 의해 결정된) 자유표면 형상의 향력을 

실험했다. 평평한 자유표면을 가진 동심원통에서

의 3차원 열모세관 대류현상은 Sim과 Zebib
(6)
에

의해 수치적으로 해석되었으며, Schwabe등
(7)
과 

Sim등
(8)
이 미소 중력에서의 실험과 수치해석의 

결과들을 동시에 보고했다. 정적인 자유표면의 

모양이 유동 불안정성에 미치는 향력은 Sim과 

Zebib
(9,10)
에 의해 최근에 수치적으로 보고되었다. 

그들은 Liquid bridge와 Open Cylinder에서의 축

대칭 모델은 오직 안정한 열모세관 유동만을 분

석 할 수 있고 불안정 유동은 3차원 현상임을 보

여 주었다.

동적인 자유표면을 가진 수치적 결과들은 오

직 2차원 직사각형의 형상
(11-14)

에서만 보고 되었

다. Mundrane과 Zebib
(14)
는 자유 표면의 아주 작

은 동적인 변형은 유동 불안정을 야기시키지 못

한다는 것을 2차원 직사각형의 Cavity에서 보여 

주었다. 

실제 자유표면은 동적이며, 그것의 형상은 미

리 결정될 수 없다. 따라서, 본 연구에서는 시간

에 따른 동적인 자유표면의 형상을 분석하고자 

한다. 자유표면의 형상은 지배방정식과 연계

(Coupled)되어 시간에 따라 결정된다. 특히, 자유

표면의 동적인 움직임과 유동 불안정성과의 관계

를 연구하고자 한다..

2. 수학적 모델

본 연구의 모델은 Fig. 1에 나타낸 바와 같이 

동적인 자유표면을 가진 동심원통이다. 종횡비와 

Prandtl수는 각각 1과 30이 사용된다. 두 수직면

의 무차원 온도 Thot=1과 Tcold=0 이고 아래면은 

단열이다. 유체 표면장력은 아래와 같이 가정된

다.

σ=σ0-γ(T-T 0)                   (1)

여기서 밑첨자 0은 기준 상태를 가리킨다. 유체

Fig. 1: Physical System.

를 물성값이 일정한 뉴턴유체라고 가정하면 미소 

중력 상태에서의 무차원 지배 방정식은 다음과 

같이 나타 낼 수 있다.

▽⋅v=0 (2)

Re( ∂v∂t +▽⋅( vv))=-▽P+▽ 2v (3)

Ma( ∂T∂t +▽⋅( vT))=▽
2T (4)

길이, 온도, 속도, 압력 그리고 시간은 각각 H, 

△T, γ△T/μ, γ△T/H와 μH/γ△T에 의해 

무차원화 된다. 벽면에서의 경계조건들은 아래와 

같다.

u=0, v=0, w=0, T=1,   at r=0.1 (5)

u=0, v=0, w=0, T=0,   at r=1 (6)

u=0, v=0, w=0, 
∂T
∂z
=0,   at z=0    (7)

그리고 무차원 자유표면의 위치가 h(t,r)에 의해 

표현된다면, 자유표면(z=h(t,r))의 경계조건들은 

아래에 기술된 바와 같이 열적(Thermal), 운동학

적(Kinematic), 그리고 전단응력과 수직응력 평형 

조건들이다.

h'
∂T
∂r
=
∂T
∂z

         (8) 

v=
∂h
∂t
+h'u                       (9)

(1-h' 2 )( ∂u∂z +
∂v
∂r )+2h'(

∂v
∂z
-
∂u
∂r )

         =-N ( ∂T∂r +h'
∂T
∂z )     (10)

Tcold

r

z

Free Surface

Liquid

Thot

R

H

0.1R

h(t,r)
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 -P+ 2

N 2 (
∂v
∂z
+h'

2 ∂u
∂r
-h'( ∂v∂r +

∂u
∂z ))        

                  = 1-CaT
CaN ( h''N 2 -

1
h )   (11)

여기서 N=(1+h'2)1/2와 h'=
∂h
∂r
이다.

전단응력 평형 방정식 식(10)은 열모세관력을 

나타내며, 수직응력 평형 방정식 식(11)은 초기조

건과 두 개의 경계조건들을 가진다.

h( t=0,r)=1        (12)

h( t,r=0.1)=1        (13)

h( t,r=1)=1        (14)

유체의 체적은 항상 보존되어야 하며, 전체 무차

원 유체체적은 일정해야 한다. 

V=
2⌠⌡

1

0.1
rhdr

0.99
=1                (15)

여기서 유체의 체적은 0.99πHR
2에 의해 무차원

화되었다. 자유표면의 동적인 변화는 Ca수에 의

해서 특징 지워진다. 만약 표면 장력이 아주 크

다면 (Ca=0), 자유표면은 평평하다. Ca의 실제 

실험치는 알려져 있지 않으나, Liquid bridge(15)에

서의 Ca는 대략 O(10-1)-O(10-3)의 범위안에 

있다.

3. 수치적 모델

동적인 자유표면을 가진 문제를 풀기 위해서 

모든 방정식들은 실제의 물리적인 역(t,r,z)으로

부터 직교인 계산 역(t,ξ,η)으로 변환된다.

ξ= r/g(z)  (16)

η= z          (17)

계산 역으로 변환된 지배 방정식들은 아래와 같

다.

     1
ξ
∂ξu
∂ξ
-η

h'
h
∂u
∂η
+
1
h
∂v
∂η
=0        (18)

Re( ∂u∂t -
η
h
∂h
∂t
∂u
∂η
+
1
ξ
∂ξu 2

∂ξ
-
ηh'
h
∂u 2

∂η
      

  + 1
h
∂uv
∂η )=-

∂p
∂ξ
+
ηh'
h
∂p
∂η
-
u

ξ2
+▽ 2u  (19)

 Re( ∂v∂t -
η
h
∂h
∂t
∂v
∂η
+
1
ξ
∂ξuv
∂ξ

-
ηh'
h
∂uv
∂η

     + 1
h
∂v2

∂η )=-
1
h
∂p
∂η
+▽ 2v          (20) 

PrRe( ∂T∂t
η
h
∂h
∂t
∂T
∂η
+
1
ξ
∂ξuT
∂ξ

-
ηh'
h
∂uT
∂η

  + 1
h
∂vT
∂η )=▽

2T  (21)

▽ 2=
1
ξ
∂
∂ξ (ξ

∂
∂ξ )-

2ηh'
h

∂2

∂η∂ξ
+2( ( h'h )

2

-
h''
h
  

       - h'
hξ )η

∂
∂η
+( ( h'ηh )

2

+
1

h
2 ) ∂

2

∂η2
 (22)

한편, 변환된 경계조건들은 아래와 같다.

At  ξ=0.1,     T=1, u=0, v=0  (23)

At  ξ=1,     T=0, u=0, v=0           (24)

At  η=0,     
∂T
∂η
=0, u=0, v=0        (25)

자유표면에서( η=1)

     1+h'
2

h
∂T
∂η
= h'

∂T
∂ξ
                (26)

     v= ∂h
∂t
+h'u    (27)

 ( 1+h'
2

h ) ∂u∂η -2h'
∂u
∂ξ
+( h'+h'

3

h ) ∂v∂η
    +(1-h' 2)

∂v
∂ξ
=-N

∂T
∂ξ
    (28)

    -P+ 2
h (
∂v
∂η
-h'

∂u
∂η )+

2h'

N 2 (h'
∂u
∂ξ
-
∂v
∂ξ )

     = 1-CaT
CaN ( h''N 2 +

h'
ξ )       (29)

여기서 P는 적분상수, C(t)를 포함하고 있다. 

h(t,r)과 C(t)는 식(12)-(14), 식(15) 그리고 식(29)

에 의해서 결정되어진다. 각 시간에서의 C(t)는 

Shooting 방법에 의해 결정된다.

  동적인 자유표면의 모양은 미리 알려져 있지 

않으며, h(t,r)는 전체 지배방정식의 해와 함께 구

해져야 한다. 지배 방정식 식(18)-(21)과 경계조

건 식(23)-(29)는 SIMPLER 알고리즘을 사용한 

유한체적법에 의해 해결된다. 경계층이 발생하는 

자유표면과 벽면 근처에 격자가 집된 비균일 

격자계을 사용한다. 수치적인 계산과정은 아래와 

같이 요약되어진다.

1) T, u, v 그리고 h의 초기 조건을 가지고 계산

을 시작한다.

2) 물리적 역을 직교인 계산 역으로 변환한다.

3) 경계조건 식(23)-(29)와  지배방정식 식

(18)-(21)으로부터 T, u 그리고 v를 구한다.

4) 경계 조건 식(12)-(14)와 식(15) 그리고 수직

응력 평형 식(29)로부터 h와 C를 구한다.

5) T, u, v 그리고 h의 방정식이 수렴할때까지, 

Step (2)-(4)를 반복한다.

6) 다음 시간 단계를 위해 Step (1)로 돌아간다.
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Table 1 Grid refinement studies.

Re Ca Grid numbers
(r×z)

Stream function 
minima

2000

0

61×61
71×71
81×81
121×121

-0.00106
-0.00106
-0.00106
-0.00106

0.05
61×61
71×71
81×81

-0.00106
-0.00106
-0.00106

Fig. 2: Surface temperature and velocity
       distributions with various grids.

격자 의존성을 조사하기 위해, Table 1과 Fig. 2

에 나타낸 것과 같이 여러 가지 격자계에 따른 

최대 Stream function값, 표면 유체속도와 온도 

분포들을 비교한 후, 71×71의 비균일 격자계가 

사용되었다.

4. 결과 및 고찰

  Fig. 3은 본 수치해석의 결과와 실험치와의 비
교를 보여주고 있다. 실험결과와 수치해석 결과
가 잘 일치함을 알 수 있다. 찬벽 근처에서의 약
간의 차이는 아마도 자유표면에서의 열손실에 기

인하는 것으로 간주되어 진다. 동적인( Ca≤0.1) 
자유표면을 가진 동심원통에서의 축대칭 열모세

관 대류를 Re=5000까지 조사했으며, 축대칭 모델

에서 불안정 유동은 발생하지 않았다. 3차원 정
적인 평평한 자유표면을 가진 원통형 모델에서의 

불안정성을 위한 임계 Re는 2200이다(6). 따라서 

Fig. 3: Comparison of surface temperature
       distributions with experimental results 
       (Pr=97, Re=510, Ri/H=0.111, Ar=1, Ca=0).

동적인 자유표면의 움직임은 불안정 유동을 야기

시키지 못함을 알 수 있다. 또한 오직 Azimuthal 
Wave만이 불안정 유동을 야기시킬 수 있다는 결

론을 얻을 수 있다. 즉 0의 Wave수를 가진 비정

상(불안정) 열모세관 대류는 동심원통모델에서 

발생하지 않았다. 이러한 결과는 Open 

Cylinder
(9)
와 Liquid bridge

(10)
에서의 결과들과 잘 

일치한다. 

  Fig. 4는 Re에 따른 자유 표면의 모양을 나타
내고 있다. 자유 표면은 고온의 벽근처에서는 오
목하며, 저온 Stagnation 벽에서는 볼록하다. Re가 
증가함에 따라 자유 표면의 변형은 감소한다. 자
유표면의 동적인 변화는 Ca수에 의해서 특징 지

워지며, 동적인 자유 표면의 향력은 Figs. 5와 
6에 잘 나타나 있다. 낮은 Re에서의 자유 표면은 
두 개의 Peak를 나타내며, r=0.6에서 Reflection 
Point를 가진다. Ca가 증가함에 따라, 자유 표면
의 변형은 증가함을 알 수 있다. 높은 Re에서는
자유 표면의 모양이 상대적으로 복잡하며, 4개의
Peak가 나타난다.
  Fig. 7은 Ca에 따른 자유 표면의 온도와 속도
분포를 나타내고 있다. 열모세관 유동에 대한 동
적인 자유 표면의 향력은 거의 무시해도 좋음

을 잘 알 수 있다. Fig. 8은 Ca=0.05와 Re=2000의 
온도장과 유동장을 나타내고 있다. 큰 하나의 와
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Fig. 4: Free surface deformations with Ca=0.05
       and various Re.

Fig. 5: Effect of Ca on free surfaces with Re=1.

류가 생기는 전형적인 열모세관 유동을 나타내

며, 많은 연구가들에 의해 분석되었기 때문에 자
세한 설명은 여기서 생략한다. 

5. 결 론

동적인 자유 표면이 열모세관 유동에 미치는 

영향을 분석하기 위하여, 다양한 Ca를 가진 동심

원통에서 열모세관 대류에 대해 2차원 수치해석

을 수행하였다. 자유 표면의 동적인 움직임과 관

계없이 축대칭 모델은 오직 정상 상태 유동만을 

Fig. 6: Free surface deformation with Re=2000
       and various Ca

Fig. 7: Effect of Ca on surface temperature
       and velocity distributions with Re=2000.

보여 주었다. 따라서 동적인 자유표면의 움직임

은 불안정 유동을 야기시키지 못함을 알 수 있

다. Azimuthal Wave만이 불안정 유동을 야기시킬 

수 있다.  자유 표면은 고온의 벽근처에서는 오

목하며, 저온 Stagnation 벽에서는 볼록하다. Re가
증가함에 따라 자유 표면의 변형은 감소한다. 낮
은 Re에서의 자유 표면은 두 개의 Peak를 나타내

며, 높은 Re에서는 4개의 Peak를 가진다. Ca가 증

가함에 따라 자유 표면의 변형은 증가함을 알 수 

있다. 열모세관 유동에 대한 동적인 자유 표면의 

영향력은 거의 무시해도 좋음을 잘 알 수 있다.
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Fig. 8: Streamlines with Ca=0.05 and Re=2000.
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