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Abstract 

The theoretical method is developed to investigate the vibration characteristics of the combined cylindrical 
shells with an annular plate joined to the shell at any arbitrary axial position. The structural rotational 
coupling between shell and plate is simulated using the rotational artificial spring. For the translational 
coupling, the continuity conditions for the displacements of shell and plate are used. For the uncoupled 
annular plate, the transverse motion is considered and the in-plane motions are not. And the additional 
transverse and in-plane motions of the coupled annular plate by shell deformation are considered in analysis. 
Theoretical formulations are based on Love’s thin shell theory. The frequency equation of the combined shell 
with an annular plate is derived using the Rayleigh-Ritz approach. The effect of inner-to-outer radius ratio, 
axial position and thickness of annular plate on vibration characteristics of combined cylindrical shells is 
studied. To demonstrate the validity of present theoretical method, the finite element analysis is performed. 

1. 서 론 

원통형 연료탱크내의 유체 출렁거림을 방지 또는 
억제하기 위해 원통셸의 임의의 위치에 주로 환원
판을 결합하여 사용한다. 셸에 환원판이 결합됨으
로써 판이 결합되지 않은 셸에 비해 진동특성은 
매우 복잡하다. 셸과 판이 결합된 원통셸에 대해 
몇몇 연구자가 전달행렬법(1), 동적 응답법(2∼5), 가
상 스프링법(6∼8) 및 유한요소법(9) 등을 이용하여 
진동특성에 대한 연구를 수행하였다. 그러나 이전
의 연구에서는 셸의 변형에 의한 환원판의 추가변
형은 고려하지 않고 셸에 의해 내평면 방향으로 
강체운동만 한다고 가정하여 해석한 경우가 대부
분이다.(2∼7) 그러나 결합되는 판의 크기가 작은 경

우 셸의 변형에 의해 판이 횡 방향 뿐만 아니라 
내평면 방향으로도 변형이 일어날 수 있으므로 판
의 내평면 변형을 고려하여야 한다. 단순히 원판
이 결합된 경우 판이 매우 얇은 경우를 제외하고
는 이와 같은 변형은 일어나지 않으나 환원판이 
결합된 경우에는 판이 얇지 않아도 이와 같은 현
상이 일어나므로 반드시 고려해야만 한다. 그러나 
대부분의 이론연구에서 이들에 대한 영향을 고려
하지 않았으며, 단순히 셸의 변형에 의해 판이 강
체 운동만 한다고 가정하여 해석을 수행하였으며, 
Yuan 과 Dickinson(8)의 연구에서만 이와 같은 현상
을 고려하였다. 그러나 이들 연구에서 다항식을 
이용하여 변위식의 가정을 하였으나, 다항식의 선
택이 매우 복잡하여 그다지 효과적이지 못하다. 
따라서 본 연구에서는 환원판이 결합된 원통셸에 
대해 고전적인 변위식의 한 형태인 보함수를 수정
하지 않고 진동형상에서의 결합특성을 표현하였으
며, 가상스프링과 기하학적 연속조건을 만족시키
는 방법을 이용하여 결합지점에서의 셸의 변형에 
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의한 판의 모든 방향에 대한 추가 변형을 고려하
였다. 사용된 가상 스프링은 원주방향으로 균일하
게 분포되며 두 구조물간의 상대회전이 일어나지 
않도록 연성시킨다. 이론해석에서 진동수 방정식
을 얻기 위해  Rayleigh-Ritz 법이 이용되었다. 본 
연구에서 유도된 이론적 방법의 타당성을 검증하
기 위해 유한요소 프로그램인 ANSYS(10)를 이용한 
2차원 유한요소해석을 통하여 비교, 검토하였으며, 
셸의 변형에 의한 판의 내평면 변형을 고려하지 
않은 자료(8)와 비교, 검토하였다. 

2. 수 식 화 

Fig. 1 에서처럼 축빙향 임의의 위치 x*에 
환원판이 결합된 원통셸이 고려되었다. 여기서 R, 
L 과 ts는 각각 셸의 반지름, 길이 및 두께이며, a, 
tp는 환원판의 안쪽 반지름 및 두께이다. 원통셸의 
좌표계는 축 방향을 x, 원주 방향을 θ, 수직 
방향을 z 로 표현하였으며, 좌표계의 원점은 셸 
끝단 중앙면의 임의의 지점에 위치한다.  
원통셸 및 환원판에 대한 변형에너지를 다음과 
같이 쓸 수 있다. 
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여기서 }{}{ mnmnmns WVUX = 로 원통셸의 각 방향
에 대한 변위성분 us, vs 및 ws 를 구성하는 미정계
수이며, }{ kp 는 환원판의 횡 방향 변위 up 를 구

성하는 미정계수이다. ][ sK 와 ][ pK 는 원통셸 및 

환원판에 대한 강성행렬이다. 또한 운동에너지는 
다음과 같이 표현된다. 
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여기서 ][ sM 와 ][ pM 는 원통셸 및 환원판에 대한 

질량행렬이다. 식(1~4)의 유도 과정은 참고문헌 
[8]에 자세히 제시되었다. 
한편 판은 셸의 변형에 의해 추가적으로 변형될 
수 있다. 셸의 중앙면에서 수직방향으로 z 또는 (r-
R)만큼 떨어진 지점에 대한 판의 추가 변형 ua, va 
및 wa는 다음과 같이 쓸 수 있다.  
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여기서 하첨자 a는 판의 추가 변형을 의미한다.  
판의 추가적인 변형에 의한 판의 변형에너지 및 
기준운동에너지는 다음과 같이 쓸 수 있다.  
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여기서 drdxrddV p θ= 이다. 추가변형에 의해 판의 

변형 형태는 링요소로 취급할 수 있기 때문에 
ua 는 무시된다. 따라서 추가변형에 대한 변형률-
변위 관계식은 다음과 같이 된다. 
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따라서 판에 발생되는 추가 변형에 의한 변형 
및 기준운동에너지를 다음과 같이 행렬형태로 
표현할 수 있다.  
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여기서 ][ aK 과 ][ aM 은 판의 추가변형에 대한 
판의 강성 및 질량행렬이다. 참고문헌[8]의 경우 
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Fig. 1 Combined cylindrical shell with an annular plate 
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이와 같은 판의 추가변형에 대해서는 고려하지 
않았으며, 내평면 방향으로 환원판이 단지 강체 
운동만을 하는 것으로 가정하여 해석을 
수행하였다.  
판과 셸의 완전한 결합을 위해 부가적으로 

가상의 회전 스프링을 이용하여 상대 회전이 
연성되도록 하였다. 이 때 kR 의 스프링 상수를 
갖는 가상 스프링은 원주 방향으로 균일하게 
분포된다. 가상스프링에 저장되는 변형에너지는 
다음과 같이 쓸 수 있다.  
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이 식은 다음과 같이 행렬형태로 쓸 수 있다.  
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여기서 }{}{ kmnsp pWX = 이고, ][ spK 는 스프링의 

강성핼렬이다.  
환원판이 결합된 원통셸에 대한 진동수방정식을 

얻기 위해 다음의 Rayleigh-Ritz법을 적용하자.  
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여기서 ω는 결합셸의 고유진동수이다.  

식 (13)으로부터 다음과 같이 진동수방정식을 
행렬형태로 얻을 수 있다.  
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여기서 ][ tK 와 ][ tM 는 결합셸의 강성 및 
질량행렬이다. 
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]spapst KKKKK +++=                (15a) 

[ ] [ ] [ ] [ ]apst MMMM ++=                         (15b)  
 
결과적으로 식(14)는 고유치 문제로써 수치적으
로 풀면 구하고자 하는 고유진동수 및 고유벡터
를 얻을 수 있다. 

3. 결과 및 토의 

본 연구에서는 탄성계수 E=72GPa, 프와송 비 
ν=0.3, 밀도 ρ=2780kg/m3 의 물성을 갖는 알루미늄
으로 구성된 결합셸을 고려하였다.  본 연구에서 
제시한 이론적 방법의 타당성을 검증하기 위해 유
한요소프로그램인 ANSYS[10]에서 제공하는 2 차원 
축대칭 구조 셸요소(SHELL61)를 이용한 2차원 해
석을 통해 얻은 유한요소결과 및 추가 내평면 변
형을 고려하지 않은 참고문헌[8]의 결과를 Table 1
에 제시하여 이론해와 비교, 검토하였다. 고려된 
결합셸은 R=0.2m, L=2R, ts=2mm, tp=ts, a/R=0.5의 기
하형상을 갖으며, 환원판은 x*=0.5L 의 축방향 위
치에 결합되어 있다. Table 1 에서 fth 및 fFEM은 각
각 이론 및 유한요소해석을 통해 얻은 진동수이다. 

 

Table 1 Comparison study with FEM 

Natural frequency (Hz) n Method 
1st 2nd 3rd 4th 5th 

1 
Theory 
FEM 

Ref.[8] 

269.23 
255.93 
267.27 

1098.8
1083.2
1147.3

1189.0 
1123.7 
1179.0 

2769.5 
2679.9 
2949.5 

3068.2
2908.6
3070.0

2 
Theory 
FEM 

Ref.[8] 

392.67 
377.67 
390.66 

931.25
919.71
928.51

1267.7 
1242.2 
1298.0 

2259.4 
2152.5 
2301.6 

3088.3
2925.4
3111.3

3 
Theory 
FEM 

Ref.[8] 

558.96 
541.78 
557.75 

666.38
644.73
639.72

1498.7 
1430.0 
1499.0 

2017.5 
1952.1 
1923.0 

2586.0
2530.1
2505.1

4 
Theory 
FEM 

Ref.[8] 

483.90 
477.19 
468.62 

770.20
747.84
772.22

1679.6 
1619.9 
1593.8 

1752.4 
1677.6 
1738.5 

2078.9
2025.3
2014.1

5 
Theory 
FEM 

Ref.[8] 

442.70 
440.20 
445.20 

1021.7
995.68
1021.4

1424.1 
1381.0 
1391.5 

1711.8 
1665.2 
1653.8 

2035.0
1961.7
2032.9

6 
Theory 
FEM 

Ref.[8] 

504.30 
503.76 
498.39 

1240.4
1216.6
1232.0

1323.0 
1288.1 
1323.0 

1497.8 
1452.1 
1470.1 

2336.0
2279.3
2331.3

 

1st 2nd 3rd 4th 5th  
(a) Theory 

 

1st 2nd 3rd 4th 5th  
(b) FEM 

 
Fig. 2 Comparison of axial vibration mode shapes of n=2 

mode for combined shell used in Table 1. 
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제시된 것처럼 이론해가 유한요소해보다 큰 값을 
갖으며, 전반적으로 모든 모드에 대해 서로 잘 일
치하는 것을 볼 수 있다. Fig. 2는 Table 1의 결과 
중 원주방향 반파수 n=2 모드에 대해 이론 및 유
한요소해석 결과로부터 얻은 축 방향 진동형상을 
제시한 것으로 모든 모드에 대해 잘 일치한다. 1
차 진동형상의 경우 판만 변형되는 판 지배(PD) 
모드이고, 2차 진동형상의 경우는 셸의 변형에 의
해 진동형상이 결정되는 셸 지배(SD) 모드이며, 3
차 진동형상의 경우는 PD 모드, 4 차 진동형상의 
경우 SD 모드이다. 한편 5 차 진동형상의 경우 셸
의 변형량에 비해 판의 변형량이 상대적으로 작게 
나타나지만 셸뿐만 아니라 판에서도 변형이 동시
에 일어나는 혼합 (CP) 모드라 할 수 있다. 참고

문헌[8]에서 셸에 변형에 의한 판의 운동은 강체
운동만 한다고 가정하였다. 즉 셸의 변형에 의해 
판이 반경방향으로 n=1 모드로만 강체운동하는 것
으로 가정하였으나, 본 연구의 이론 및 유한요소
결과의 2 차 및 4 차 진동형상에서 나타난 것처럼 
n=2 에서도 셸의 변형에 의해 반경방향으로 변형
되는 것을 볼 수 있어 모든 모드에 대해 내평면 
거동을 고려해야만 정확한 결과를 얻을 수 있다.  
판의 결합위치가 결합셸의 1 차 고유진동수 및 
진동형상에 미치는 영향을 알아보기 위해 Fig. 3
이 제시되었다. 고려된 결합셸의 기하자료는 앞의 
예에서 이용된 것과 동일하다. 판이 결합되지 않
은 셸의 경우 진동수는 원주방향 반파수에 따라 
최소값까지 감소한 후 다시 증가하는 거동을 하나 
결합셸의 경우 다소 복잡한 거동을 하고 있다. 모
든 결합셸에 대해 원주방향 반파수(이하 반파수)
가 작은 경우 반파수의 변화에 따라 진동수가 증
가를 한다. 그러나 x*=0.25L 과 0.5L 의 경우 진동
수가 어느 반파수까지는 증가하다가 감소한 후 다
시 증가하는 거동을 한다. 이와 같은 이유는 진동
형상에서 나타난 것처럼 작은 반파수에서는 진동
형상이 판의 지배를 받다가 어느 반파수 이상이 
되면 셸의 지배를 받기 때문에 나타나는 현상이다. 
x*=0.75L 의 경우 진동형상에 나타난 것처럼 반파
수에 관계없이 진동형상이 항상 PD모드이기 때문
에 진동수는 항상 증가 한다. x*=L 의 경우 진동형
상이 n=5 까지는 판의 지배를 받다가 그 이상이 
되면 셸의 지배를 받기 때문에 진동수 변화에서도 
n=5 를 기준으로 증가하는 거동이 약간 다르게 나
타나고 있다. 1차 진동형상은 반파수가 작은 경우 
PD 모드를 갖다가 반파수가 커지면 SD 모드로 전
환됨을 알 수 있다. 결합위치에 따라 진동수의 변
화가 다양하게 나타나므로 결합구조물 설계시 결
합위치에 따른 영향을 충분히 검토하여야 한다. 

Fig. 4 는 판의 반경비(a/R)에 따른 1 차 진동수 
및 진동형상의 변화를 나타낸 것이다. 고려된 셸
은 앞의 경우와 같으며 단지 환원판은 x*=0.75L 에 
결합되어 있다. a/R=0.9의 환원판 결합셸을 제외한 
모든 셸의 경우 진동형상이 반파수의 증가에 관계
없이 PD 모드를 갖기 때문에 반파수에 따라 진동
수가 증가하며, 반파수가 큰 경우 셸에서도 변형
이 발생되기 때문에 n=7 이후 a/R<0.7 인 결합셸의 
경우 진동형상이 SD모드로 전환될 것으로 판단되
기 때문에 진동수가 감소할 것으로 예측된다. 
a/R=0.9 의 환원판이 결합된 셸의 경우 진동형상이 
반파수의 변화에 따라 절점이 나타나지 않는 1 차 
셸모드에서 판이 결합되는 지점에 절점이 형성되
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Fig. 3 Effect of axial position of annular plate for the first 

modes of combined shell  
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는 2 차 셸모드로 변환되기 때문에 진동수도 감
소-증가-감소-증가 거동을 하며 진동차수에 관계없
이 진동수가 결합되지 않은 셸에 비해 항상 큰 값
을 갖는다. 이와 같은 현상은 반경비가 큰 환원판
이 존재함으로써 환원판이 보강재 역할을 하여 셸
의 강성을 증가시키기 때문이다. 반경비가 0.9 인 
결합셸의 경우 작은 반파수에서 진동형상이 반경
방향으로 변형이 나타나는 것을 볼 수 있다. 참고
문헌 [8]의 경우와 같이 반경방향으로 강체운동만 
한다고 가정할 경우 이와 같은 형상을 구현할 수 
없다. 
판 및 셸의 두께비(tp/ts)에 대한 영향을 알아보기 
위해 Fig. 5가 제시되었다. 고려된 셸은 앞의 경우
와 동일하며, 단지 x*=0.75L 및 a/R=0.7 이다. 1 차 

진동특성을 나타내는 Fig. 7 에서처럼 두께비가 작
은 경우 반파수에 관계없이 진동형상이 항상 PD
모드를 갖기 때문에 진동수가 증가하는 거동을 한
다. 그러나 두께비가 커지면 진동형상이 PD 모드
에서 SD 모드로 전환되기 때문에 진동수 거동도 
증가-감소-증가 거동을 하게 된다. 두께비가 커질
수록 진동형상에서 PD 모드에서 SD 모드로 전환
되는 반파수가 작아지는 것을 알 수 있다. 이와 
같은 현상은 판의 두께가 두꺼워지면 판의 강성이 
상대적으로 커지기 때문에 나타나는 현상이다. 두
께비가 커지면 반파수 n=5 이상인 경우 진동수가 
거의 같게 나타나고 있으며, 이 때 진동형상이 서
로 같고 환원판의 강성 및 질량효과가 환원판의 
두께에 관계없이 거의 동일하게 작용하기 때문 이
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Fig. 5 Effect of thickness of annular plate for the first 

modes of combined shell  
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Fig. 4 Effect of radius ratio of annular plate for the first 

modes of combined shell  

대한기계학회 2004년도 추계학술대회 논문집

 555



   
 

와 같은 현상이 나타난다. 

4. 결 론 

본 연구에서는 하나의 환원판이 임의의 위치에 
결합된 원통셸에 대한 진동특성을 분석하기 위한 
이론적 해법이 제시되었다. 셸과 판의 연결은 상
대회전에 대해서는 가상 회전스프링을 상대변위에 
대해서는 기하학적 연속조건을 이용하여 모사하였
다. 변위식에 이용된 보함수를 수정하지 않고 진
동특성, 특히 진동형상에서의 결합특성을 정확히 
표현할 수 있었다. 또한 결합지점에서 셸의 변형
에 의한 판의 추가 변형을 고려함으로써 결합셸의 
진동특성을 정확히 예측할 수 있었다. 유한요소해
석을 통해 해를 비교, 검토함으로써 이론적 방법
의 타당성을 검증하였다. 환원판의 위치, 크기 및 
셸에 대한 판의 두께비가 진동특성에 미치는 영향
이 매우 크다는 것을 확인하였다. 
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