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Abstract 

A modeling method for the modal analysis of cantilever plates undergoing in-plane translational 
acceleration is presented in this paper. Cartesian deformation variables are employed to derive the equations 
of motion and the resulting equations are transformed into dimensionless forms. To obtain the modal equation 
from the equations of motion, the in-plane equilibrium strain measures are substituted into the strain energy 
expression based on Von Karman strain measures. The effects of two dimensionless parameters (related to 
acceleration and aspect ratio) on the modal characteristics of accelerated plates are investigated through 
numerical studies. 

1. 서 론 

외팔 평판 구조물은 여러 가지 공학적 예제에서 
발견되는 중요한 구조 형태이며 대표적인 것으로 
항공기나 로켓의 날개, 인공위성의 태양열 전지판, 
그리고 헬리콥터의 블레이드 같은 예제들이 있다.  
이들 중 특별히 비행기나 로켓의 날개는 이륙 또
는 발사 시에 병진 방향 가속도를 받게 된다. 그
런데 이러한 평판의 병진 방향 가속도는 평판 시
스템의 강성의 변화를 가져와 그 진동 특성을 변
화시키게 된다. 이러한 구조물에 대한 진동 특성
의 정확한 예측은 이들의 설계를 위해 필수적이므
로 진동 특성 해석을 위한 연구가 필요하다. 
강체 운동을 하는 구조물의 진동 특성에 대한 
연구는 참고문헌[1-5]에서 볼 수 있듯이 블레이 드
형 구조물로부터 참고문헌[6]에 제시되어진 평판 
형태의 구조물까지 이루어지고 있다. 그러나 이러

한 연구들에서는 평판을 보의 형태로 이상화 하여 
다루고 있거나 운동이 없는 고정된 상태에서 평판 
진동 특성을 다루고 있다. 평판이 강체운동을 하
는 경우에 대한 진동 해석을 다룬 문헌도 회전운
동에 국한되어 있다. (참고문헌 [7-8] 참조) 로켓이
나 항공기는 병진 가속 운동을 하므로 날개의 종
횡비 변화와 병진 가속도에 의한 진동 특성의 변
화를 파악하기 위한 연구가 필요하다고 판단된다. 
본 연구의 목적은 면내 변형율을 이용하여 병진방
향 가속도 변화에 따른 고유 진동수와 모드 형상
의 변화를 파악하기 위한 모델링 방법을 제시하고, 
그 모델링에 근거하여 해석결과를 도출하여 주요 
동적 특성을 분석하고 규명하는데 두고있다. 
본 논문의 구성은 서론에 이어서 2 장에는 직교 

방향 변수를 이용해 면내 운동방정식을 유도하고 
이로부터 면내 선형 변형율을 구하였다. 그런 후 
변형율을 이용하여 굽힘 방향 운동 방정식을 유도
하였고 가상 무차원 매개변수 를 이용해 무차원 
진동방정식을 유도했으며 다음 3 장에서는 이에 
가상 모드법을 적용하고 수치해석을 통하여 결과
를 도출하여 주요 동적 특성을 논의하였다. 마지
막 4장에서는 본 논문의 결론을 수록하였다. 
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2. 운동 방정식 유도 

Fig. 1 은 가로길이 a, 세로길이 b 그리고 일정
한 두께 h를 가지는 외팔 평판을 보여준다. 이 평
판은 가속을 받는 고정단에 부착되어 있으며, 평
판 위의 임의의 한 점인 P점의 탄성 변형 변위는 
직교 방향 변수인 u1, u2, u3 로 나타내어 진다. 
ρ는 평판의 단위 면적 당 질량이고 ν는 포아송
비, 그리고 D 는 굽힘 강성 계수 이다. 
본 논문에서는Rayleigh-Ritz method를 사용하기 
위해 직교 변형 변수 u1, u2, u3 를 다음과 같이 근
사화 하였다.  
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여기서 1 2,  ,  µ µ µ 는 변형 변수 u1, u2, u3 의 일반 
좌표의 수이다. 
평판의 운동 방정식은 Von Karman strain 으로부

터 얻어진 총 변형 에너지와 Kane’s method 를 사
용하여 다음과 같이 유도할 수 있다. 
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여기서 Fi

* 는 일반 관성력이고, Fi 는 일반 작용력, 
U 는 총 변형 에너지, 그리고 vP 와 aP 는 평판 
위의 임의의 점인  P 점의 속도와 가속도를 나타
낸다. 
선형 면내 변형율을 얻기 위해 다음 두 개의 면

내 운동 방정식을 풀어야 한다. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1 Configuration of a cantilever plates 
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여기서 두 미분 방정식의 특이해를 진동 방정식을 
얻는데 이용한다. 아래첨자 표시 중 콤마 뒤에 나
타나는 것은 이들에 대한 편미분으로 예를 들어 
φi,xx는 φi, 를 x로 두 번 편미분한 것을 의미한다. 
식 (3),(4)를 풀어 일반좌표q1i, q2i 를 구한 후 일

반좌표를 다음 (5)식에 대입하면 선형 변형율을 
구할 수 있다. 
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식(5)로부터 구한 선형 변형율을 굽힘 변형 에

너지 식에 대입하여 운동 방정식을 유도하면 굽힘 
방향 운동 방정식은 다음과 같다.  
 Flexible plate 
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식(6)에서 선형 변형율은 X 및 Y 방향 가속도 증
가에 따라 선형적으로 증가하므로 위 식에서 선형 
변형율에 관계된 항들에 의해 가속에 따른 강성 
변화가 나타내어 지며, 이는 가속도가 진동 특성
에 영향을 미침을 분명하게 보여준다.  
식(6)을 무차원화 하기 위해 무차원 변수들과 
매개 변수들 그리고 함수를 다음과 같이 정의한다. 
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여기서 는 다음과 같이 정의된다  ,   ,  r sa a T
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무차원 변수와 매개 변수들을 사용하여 식(6)을 
무차원화 시키면 다음과 같이 나타낼 수 있다. 
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3. 수치해석 결과 

3.1 해석결과 비교를 통한 신롸성 검증 
이 장에는 앞서 유도된 진동방정식을 사용하여 

수치해석을 수행하였다. 사용된 평판의 모드 함수
들은 가로와 세로방향의 보 함수들을 곱하여 구하

는데 가로방향은 외팔 보의 모드함수를 세로방향
은 병진 및 회전에 의한 강체운동 함수 2 개와 양 
단 자유 보의 모드함수를 각각 사용한다. (참고문
헌 [11] 참조) 보의 모드 함수는 기존의 방법이 아
닌 Gram-Schmidt 방법을 이용하여 다항식의 형태
로 구성하였으며 이와 관련된 상세한 과정은 참고
문헌[10]에 나타나 있다.  본 논문과 관련되어서 
사용한 보 함수의 개수는 가로방향 5개, 세로방향 
7 개이며 결국 이들을 곱하여 사용하므로 사용되
는 모드의 수는 각 방향 당 35 로 본 논문에서 구
하는 가장 낮은 5 개의 고유진동수 들의 수렴에 
충분하도록 선정되었다.  
가속을 받는 외팔 평판의 무차원 고유 진동수

에 대해 제안된 방법의 신뢰성은 제안된 방법에 
의한 해석 결과와 상용 구조해석 프로그램인 
ANSYS 의 해석 결과를 비교함으로 검증할 수 있
다. 제안된 방법은  각 방향에 대해 35
개 씩 모드 수를 가지므로 총 105 개의 자유도를 
가지며, ANSYS 의 경우는 평판 해석 시 100 개의 
Element 와 121 개의 Node 를 사용하고 Node 한 개
당 6 개의 자유도를 가지므로 총 726 개의 자유도
를 갖는다.  비교 결과는 다음 절의 각 그래프에
서 보여주고 있으며 두 결과는 약 7 배 정도의 자
유도 차이에도 ANSYS 결과가 확실하게 수렴된 
결과 값을 보여주지는 못하며 거의 일치한다. 

1 2,  ,  u u u

 

3.2 가속도 증가에 따른 무차원 고유진동수 변
화 

Fig.2 는 종횡비 δ 가 1 인 경우에 Y 방향 가속
도 변화에 따른 가장 낮은 5 개 무차원 고유 진동
수 변화를 보여준다.  이 결과는 첫 번째부터 세 
번째 고유 진동수의 경우에 가속도가 증가할수록 
고유진동수가 감소하는 것을 보여주며 어느 가속
도 이상에서는 고유진동수가 0 에 도달하여 동적 
좌굴 현상도 발생하는 것을 보여준다. 네 번째와 
다섯 번째 고유 진동수의 경우에는 가속도가 증가
할수록 고유 진동수가 증가하다가 다시 감소하는 
경향을 보여준다. 그리고 외팔 평판은 Y 방향에 
대해 대칭이므로 부호로 나타내어지는 가속도의 
방향 변화에 대해 대칭적인 형태의 그래프를 보여
준다. 그림에서 관찰되는 다른 특이한 점은 첫 번
째와 두 번째 그리고 네 번째와 다섯 번째 고유진
동수 궤적간에 휨 현상이 (Loci Veering) 발생한다
는 점이다. 그래프 상에서는 첫 번째와 두 번째 
고유진동수 사이의 휨 현상이 확실히 나타나지 않
으나 멀리 떨어진 궤적 휨 현상일 수 있으므로 가
속도 증가에 따른 모드간 절선 변화를 비교해 보
면 그림 Fig.3 (a),(b),(c) 에서와 같은 모드 절선 변
화를 확인할 수 있다. 이 그림을 보면 가속을 받
지 않을 때인 (a)의 경우는 첫번째와 두번째 모드
가 굽힘 모드와 비틀림 모드들인데 Y 방향 가속도 
증가에 따라 (b),(c)에서 보여주는 바와 같이 모드  

3( 1,2, , )i µ=
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Fig. 2 Variations of dimensionless natural frequencies 
versus dimensionless acceleration in Y-direction 

( x =1,   0.3,   0δ ν α= = ) 
 

 
 
 
 

1st Mode         2nd Mode 
 
 
 
 

3rd Mode      4th Mode       5th Mode 
 

(a) αy= 0 
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(b) αy= 30 
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1st Mode         2nd Mode  
 
 
 
 

3rd Mode      4th Mode       5th Mode 
 

(c) αy= 63 
 

Fig. 3 Nodal line patterns of lowest five mode shapes 
with different accelerations 
( x =1,   0.3,   0δ ν α= = ) 

형상 변화가 발생한다. 다른 모드들에서도 대칭적 
인 모드 절선 형태가 가속도 증가에 따라 비대칭
적으로 변화하는 것을 확인할 수 있다. 

 

3.3 종횡비 변화에 따른 가속을 받는 외팔 평판
의 고유진동수 변화 경향 

Fig.4 (a),(b)는 종횡비 δ 가 0.5 와 2 인 경우에 
대해 각각 Y 방향 가속도 변화에 따른 가장 낮은 
5 개 무차원 고유 진동수 변화를 보여준다. 앞의 
Fig.2 에서의 종횡비 δ 가 1 인 경우와 비교하여 
보면 종횡비 δ 가 0.5 인 경우는 첫 번째 고유 진
동수가 더 빠르게 감소하며 동적 좌굴도 더 작은 
가속도에서 발생한다. 반면에 δ 가 2 인 경우에는 
첫 번째 고유 진동수가 더 느리게 감소하며 동적 
좌굴도 더 큰 가속도에서 발생한다. 

Fig.5 (a),(b)는 종횡비 δ 가 0.5 와 2 인 경우에  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) / 0.a b 5δ = =  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) / 2a bδ = =  
 

Fig. 4 Variations of dimensionless natural frequencies 
versus dimensionless acceleration in Y-direction 
with different aspect ratios. ( ) x 0.3,   0ν α= =
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(a) / 0.a b 5δ = =  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) / 2a bδ = =  
 

Fig. 5 Variations of dimensionless natural frequencies 
versus dimensionless acceleration in X-direction 
with different aspect ratios. ( ) y 0.3,   0ν α= =

 
대해 각각 X 방향 가속도 변화에 따른 가장 낮은 
5 개 무차원 고유 진동수 변화를 보여준다. 두 경 
우 모두 가속도 증가에 따라 고유 진동수가 감소
하는 경향을 보여주고 있으며 부호로 나타내어지
는 가속도의 방향 변화에 대해 비대칭적인 형태의 
고유 진동수 궤적을 보여준다. 이러한 현상에 대
하여 간단히 설명하면 평판이 가속을 받을 때 평
판은 압축되게 되고 그래서 고유 진동수는 감소하
게 된다. 반대로 평판이 반대 방향으로 가속을 받
게 되면 평판은 인장되게 되고 따라서 고유진동수
는 증가하게 된다. 또 한 가지 흥미로운 점은 X
방향 가속을 받는 평판의 경우에는 동적 좌굴이 
발생하는 가속도가 종횡비에 대해 변하지 않는다
는 것이다. 위의 두 경우 모두 약 7.5 의 가속도에
서 동적 좌굴이 발생하고 있다. 

4. 결 론 

본 논문에서는 병진방향 가속을 받는 외팔 평판

의 진동방정식과 이에 근거한 수치해석 결과를 제

시하였다.  병진가속도와 종횡비가 고유진동수와 

모드 절선의 변화에 미치는 영향을 분석할 수 있

었다. 특히 가속도 증가에 따라 고유진동수 궤적

간 휨 현상과 모드 간에 형태 교환이 발생하는 것

을 관찰할 수 있었다. 또한 가속도 증가에 따라 

일정 가속도에서 고유 진동수가 0 으로 떨어지는 

동적 좌굴 현상이 발생하며 더 작은 종횡비 에서 

동적 좌굴이 더 빠르게 일어남을 확인할 수 있었

다. 
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