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Abstract 

A new and efficient method for estimating the statistical moments of a system performance function has 
been developed.  The method consists of two steps: (1) An approximate response surface is generated by a 
quadratic regression model, and (2) the statistical moments of the regression model are then calculated by 
experimental design techniques proposed by Seo and Kwak(4).  In this approach, the size of experimental 
region affects the accuracy of the statistical moments.  Therefore, the region size should be selected suitably.  
The D-optimal design and the central composite design are adopted over the selected experimental region for 
the regression model.  Finally, the Pearson system is adopted to decide the distribution type of the system 
performance function and to analyze structural reliability.  

공학설계의 핵심요소는 소비자의 요구에 부응하

는 제품을 제조하는데 필요한 정보를 능률적으로 
만들어내어 시장의 수요에 부응하고 개발 및 생산

비를 낮게 유지시켜서 높은 품질의 제품을 생산하

는 것이다.  그러나 기존의 최적설계는 시스템에 
존재하는 파라미터들의 불확실성을 설계에 적극적

으로 반영하지 못하여 높은 품질의 제품 생산에 
필요한 설계를 얻는 것에 한계가 존재한다.  이러

한 시스템의 불확실성을 설계에 반영하여 좀 더 
신뢰성과 현실성이 고려된 설계를 얻는 방법으로 
강건설계, 공차설계, 신뢰도를 고려한 구조설계 등
의 분야가 있으며 현재 많은 연구가 진행되고 있
다.  특히, 이러한 분야에서 시스템의 불확실성을 
설계에 적극적으로 반영하기 위하여 시스템의 신
뢰도를 정확히 파악하는 것이 필수적이다.  

기호설명 

x  : 확률 변수  

f  : 시스템의 성능함수 

yy ˆ,  : 시스템의 근사화된 반응표면 

µ  : 평균값  

σ  : 표준편차  

1β  : 왜도(skewness)  

2β   : 첨도(kurtosis)  
 

1. 서 론 
일반적으로 실제의 신뢰도 기반 최적설계에 있

어서 신뢰도는 거의 1 에 가깝기 때문에, 정확한 
계산이 어렵고 또한 계산량이 매우 크다.  몬테카

를로 시뮬레이션은 구현하기 쉽고 확률변수 분포

의 종류에 대한 제약이 없으며 시스템 신뢰도를 
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구하기가 용이한 반면, 만족할만한 정확도를 얻기 
위해서는 시행횟수를 크게 잡아야 하므로 경제성

이 떨어진다는 단점이 있다.  신뢰도 지수 β를 이
용하는 방법에는 선형 근사식을 이용하는 
FORM(first-order reliability method)과 이차함수로 근
사를 하는 SORM(second-order reliability method)이 
있는데 이는 신뢰도를 계산하기 위한 반복과정에

서 시스템의 1 차 혹은 2 차 미분을 계산하여야 한
다.  그리고 비정규 분포가 고려되어야 하는 경우

에는 그에 상응하는 정규분포로 근사화하는 과정

에서 많은 오차가 발생하게 된다. 
이와 더불어 시스템 성능함수의 통계적 모멘트

를 계산하고 존슨 시스템(Johnson system)이나 피어

슨 시스템(Pearson system)(1)과 같은 확률 분포 모
델링에 관한 기법을 활용하여 시스템 성능함수의 
확률 분포를 추정하여 손상확률을 계산하는 방법

이 최근 많이 연구되고 있다.  여기서, 시스템의 
통계적 모멘트를 계산하는 방법으로는 테일러 전
개 방법, 몬테카를로 시뮬레이션 방법, 수치적분 
방법과 실험계획적 방법 등이 있다. 
본 연구에서는 반응표면을 활용하여 시스템의 

통계적 모멘트를 추정하는 새로운 방법론을 제안

하고 이를 확률 분포 모델링에 관한 기법을 활용

하여 구조 신뢰도 해석(structural reliability analysis)
에 적용하려 한다. 
 

2. 반응표면을 활용한 통계적 모멘트 추

정 방법 

2. 반응표면을 활용한 통계적 모멘트 추

정 방법 

2.1 제안하는 방법론 2.1 제안하는 방법론 
일반적으로 시스템의 성능 함수 f(x)는 음함수

(implicit function)로 표현되므로 식 (2.1)처럼 정의

되는 통계적 모멘트를 해석적으로 계산하는데는 
많은 노력이 소요되거나 불가능한 경우가 다수이

다.  그러므로 본 연구에서 제안하는 방법은 음함

수 형태인 성능함수를 다항식으로 표현되는 반응

표면 

일반적으로 시스템의 성능 함수 f(x)는 음함수

(implicit function)로 표현되므로 식 (2.1)처럼 정의

되는 통계적 모멘트를 해석적으로 계산하는데는 
많은 노력이 소요되거나 불가능한 경우가 다수이

다.  그러므로 본 연구에서 제안하는 방법은 음함

수 형태인 성능함수를 다항식으로 표현되는 반응

표면 ( )xy 을 이용하여 충분히 정확히 근사한 후, 
그 양함수(explicit function)로 표현된 ( )xy 을 이용

하여 시스템 성능함수의 통계적 모멘트를 추정하

려 한다.   
시스템 성능함수 f(x)의 근사 반응표면 ( )xy 는 

일반적으로 반응표면법에서 회귀모델을 추정하는 
방법을 따를 것이다.  즉, 기존의 실험계획법(5) 중 
하나인 D-Optimal 계획법과 중심합성계획법

(Central Composite Design, CCD)을 이용하며 실험점

들을 선정하고 반응표면의 계수를 추정하기 위하

여 최소자승법(least square method)을 이용하려 한
다. 

이와 같이 다항식으로 근사화된 성능함수의 통
계적 모멘트는 기존의 실험계획적 방법을 이용하

여 정확하게 계산할 수가 있게 된다.  이 실험계

획적 방법은 Taguchi(2)에 의해 제안되었으며 
D’Errico 와 Zaino(3)에 의해 개선되었으며 Seo 와 
Kwak(4)에 의해 비정규분포로 확장되었다.  

 

{ } ( )[ ] ( )∫
∞

∞−
= dxxxffE kk φ         (2.1) 

 
제안하는 방법인 반응표면을 이용한 통계적 모

멘트의 추정 방법에서 해의 정확도에 큰 영향을 
미치는 요소는 실험영역의 크기이며 이를 결정하

기 위한 상세한 과정은 다음 절에서 언급한다.   
 

2.2 실험영역의 제안  
실험영역의 크기를 결정하기 위하여 그림 1 처럼 

확률변수가 하나이고 시스템의 성능함수 f(x)를 2
차 보간 다항식(interpolating polynomial) ( )xŷ 으로 
근사화한다고 하자.  그림 1 에서 x 의 평균점을 
기준으로 실험영역의 크기는 k1σ과 k2σ로 표현된

다.  성능함수 f(x)가 1 차 혹은 2 차 다항식인 경
우 중앙점(l)의 위치 및 실험영역의 크기에 관계없

이 ( )xŷ 은 정확히 f(x)를 복원하므로 통계적 모멘

트는 정확히 계산될 수 있다.  그러나 그 이외의 
함수에 대해서는 추정한 통계적 모멘트는 에러를 
포함할 수 밖에 없으며 이러한 에러를 가능한 최
소화하는 실험영역의 크기를 결정하려 한다.  

  

 )( m=µ )(1 nk =+ σµ)(2 lk =− σµ

( )xf

Fig. 1 Experimental region expressed by k1 & k2 
 
본 연구에서는 3 차 다항식에 대해 가능한 정확

히 통계적 모멘트를 계산하는 실험영역을 결정하

고 이를 일반적인 문제에 적용하고자 한다.  f(x)
와 세 점(l, m, n)으로 결정되는 2 차 보간 다항식 
( )xŷ 은 식 (2.2)와 (2.3)으로 각각 표현된다.  
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( ) dcxbxaxxf +++= 23         (2.2) 

( ) ( )
( )( ) ( almndxmnlnlmac

xanamalbxy
++++−
++++= 2ˆ

)
     (2.3) 

)156(
2
1ˆ

24

222

2

+−⋅=

−= ∫
∞

∞−

−

kka

dxeyfs
x

πε         (2.10) 

  
f(x)와 의 차이인 에러함수를 식(2.4)와 같이 

정의를 할 수 있다.  그리고 통계적 모멘트의 에
러를 최소화시키기 위한 조건으로 본 연구에서 식
(2.5)와 (2.6)을 제안하였다.  즉, 식(2.5)는 f(x)와 

에 의해 계산되는 평균을 일치시키는 조건이

고, 식(2.6)은 식(2.4)의 에러함수의 평균과 분산을 
동시에 최소화시키는 조건이다.  

( )xŷ

( )xŷ

식(2.9)는 k = 1.17741 에서 최소값 1.1061 을 가지

며 식(2.10)은 k = 1.7321 에서 6 을 가진다.  식
(2.11)처럼 식(2.6)의 각 항의 최소값으로 나눈 후, 
E 함수의 그래프는 그림 2 와 같으며 이때 최소값

은 k = 1.38184 에서 계산된다.  그러므로 본 연구

에서 정규분포인 경우에 대해서 제안하는 실험영

역의 크기는 k1 = k2 = k =1.38184 이다.  
  

( ) ( )xyxf ˆ−=ε                  (2.4) 








+⋅=

61061.1
1

2
1 εεµ s

a
EMinimize     (2.11) 

( ) ( ) ( ) ( )dxxxydxxxf φφ ∫∫
ΩΩ

= ˆ          (2.5) 
 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ΩΩ
==

+
=

dxxxsdxxxwhere

sEMinimize

φεφεµ

µ

εε

εε

2,

2                                                

정규분포의 실험영역을 결정하였듯이 비정규분

포에 대해서도 역시 식(2.5)와 (2.6)의 조건을 이용

하여 실험영역을 결정할 수 있으나 앞에서 언급하

였듯이 본 논문에서는 제외하기로 한다.  
                                  (2.6) 

 
위 조건을 활용하면 임의의 분포에 대한 실험영

역의 크기를 결정할 수 있으나, 본 논문에서는 우
선 정규분포만 다루고자 한다.  평균이 0 이고 분
산이 1 인 표준 정규분포를 고려한다면 (l, m, n)은 
(-k2, 0, k1)으로 간략히 나타내어지고 식(2.3)는 식 
(2.7)로 간단히 표현된다.  

 
( ) ( ) ( ) dxalmcxanalbxy +−+++= 2ˆ      (2.7)  

0.5 1 1.5 2

2.2

2.4

2.6

2.8

Fig. 2 Graph of E in Equation (2.11)  
 이 식을 식(2.5)에 대입하면 식(2.8)처럼 간단히 

표현되므로 k1 = k2 = k 이다.  2.3 모멘트 추정방법의 흐름도 
 모멘트 추정방법의 전체적인 흐름도는 그림 3

과 같으며, 크게 3 부분으로 나누어진다.  실험영

역의 크기를 결정하는 부분, 실험영역에서 실험계

획을 실시하고, 각각의 회귀모델의 적합성을 판별

하는 부분이다  

( nladbdb +++=+ )           (2.8) 
 
다음 조건인 식(2.6)을 계산하기 위하여 먼저 

εµ 와 을 각각 계산하면 식 (2.9)와 식(2.10)과 

같이 정리가 된다.  
εs

본 연구에서는 실험계획법에서 D-Optimal 계획

법과 중심합성계획법을 이용하였다.  D-Optimal 계

획법은 실험점의 개수를 사용자가 임의로 선택할 
수 있다는 장점이 있으며 중심합성계획법은 2 차 
회귀모델에서 가장 보편적으로 많이 이용하므로 
채택하였다.  

 

( )













+

−+
−=

−=

−
−

∫
∞

∞−

−

ππ

π
µε

2
2

222

2
1ˆ

2
22

2

2

2

2

k
k

ekea

dxeyf
x

   (2.9) 
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Table 1 Parameters for random variables 

Calculate statistical moments
of the regression model obtained

Generate D-Optimal design with (n+1)(n+2)/2 runs 
over the given region

Linear regression model ?

Linear + interaction
regression model ?

Linear + pure quadratic
regression model ?

Generate Central Composite Design
over the same region and quadratic regression model

NO

NO

NO

YES

Calculate the experimental region size 
expressed by k1 & k2 (normal distribution: k1=k2=1.38184)

Calculate statistical moments
of the regression model obtained

Generate D-Optimal design with (n+1)(n+2)/2 runs 
over the given region

Linear regression model ?

Linear + interaction
regression model ?

Linear + pure quadratic
regression model ?

Generate Central Composite Design
over the same region and quadratic regression model

NO

NO

NO

YES

Calculate the experimental region size 
expressed by k1 & k2 (normal distribution: k1=k2=1.38184)

 

Random 
variables Mean Standard deviation

P 4 kN 1 kN 

E 2⋅107 kN/m2 0.5⋅107 kN/m2 

I 10-4 m4 0.2⋅10-4 m4 

 
Table 2 Estimated statistical moments 

Parameter Proposed Exact 

gµ  1687.50 1687.50 

gσ  652.76 652.77 

g1β  0.4314 0.4314 

g2β  3.2743 3.2743 

 
Fig. 3 Flow chart of the proposed approach 

다음으로 2 요소 트러스(turss) 구조물에서 식

(2.13)처럼 요소에 작용하는 응력을 시스템의 손
상함수로 고려한 문제이다.  확률변수로는 각 요
소의 단면적 x1, 절점 1 과 절점 2 의 거리 x2, 집
중하중 F 와 응력 상한값 σmax 이며 모두 정규분

포를 가지는 것으로 가정한다.  각 변수들의 파
라미터는 표 3 에 정리하였다.  

 

2.4 예 제 
제안한 방법, 즉 반응표면을 활용한 시스템 성

능함수의 통계적 모멘트 추정 방법에 대해 2 가

지 실제적인 예제를 통해 검증하려 한다.  
먼저 그림 4 와 같이 하중을 받는 보(beam)문

제(6)이다.  집중하중 P, 탄성계수 E 와 관성모멘

트 I 는 모두 정규분포를 가지는 것으로 가정한

다.  각 확률변수의 파라미터는 표 1 에서 보여주

고 있다.  시스템의 제한조건으로 보의 좌측 끝
에서의 최대 처짐량이 주어지고, l = 5 일 때 식 
(2.12)와 같은 손상함수를 구성할 수 있다.  

 

01181
652 211

2

max

≤−







++=

xxx
xFg xσ

 

(2.13) 
 

 

 
( ) 0125.78,, ≤−= PEIIEPg         (2.12) 

 

 
Fig. 4 Statically indeterminate beam 

 
위와 같은 문제에 대해 제안한 방법을 적용하

여 4 차 모멘트를 계산하고 해석적 방법으로 구
한 예를 비교하여 표 2 에 정리하였다.  근사한 
반응표면이 정확히 손상함수를 복원하므로 계산

된 두 통계적 모멘트는 동일한 결과를 가진다. 

Fig. 5 Two bar truss problem 
 
위와 같은 문제에 대해 제안한 방법을 적용하

여 4 차 모멘트를 계산하고, 몬테카를로 시뮬레이

션 방법(MCS)과 비교하여 표 4 에 정리를 하였다.  
표 4 에서 확인할 수 있듯이 제안한 방법은 일반 
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적인 함수에 대해서도 상당히 정확하게 모멘트를 
추정하고 있다.  특히 1 차, 2 차 와 4 차 모멘트는 
정확히 계산되는 반면에 3 차 모멘트에서 대략 
5%정도의 에러를 포함하고 있다.  

 
Table 3 Parameters for random variables 

Random 
variables Mean Standard deviation

x1 1.5 cm2 6.83×10-3 cm2 

x2 0.40 m 4.09×10-3 m 

F 200 kN 3.33 kN 

σmax 1000 MPa 16.6 MPa 

 
Table 4 Estimated statistical moments 

Parameter Proposed MCS 

gµ  -6.45703×10-2 -6.45470×10-2 

gσ  2.24332×10-2 2.23918×10-2 

g1β  7.18039×10-2 6.80368×10-2 

g2β  3.00841 3.01488 

 

3. 신뢰도 해석 

3.1 확률 분포 모델링 
시스템의 통계적 모멘트를 이용하여 신뢰도를 

해석하기 위해서는 모멘트로부터 확률분포를 파악

하여야 한다.  이를 위해서는 계산된 모멘트로부

터 시스템의 성능함수가 가지고 있는 실험적인 분
포를 신뢰도 해석에 사용할 수 있도록 수학적인 
확률분포 모델에 접합시킬 필요가 있다.  이러한 
확률분포 모델링에 관한 기법들로는 존슨 시스템, 
피어슨 시스템, Cornish-Fisher 전개 등이 있는데 본 
연구에서는 1 차에서 4 차까지의 통계적 모멘트만

으로 적용이 가능하고 정확성이 뛰어난 것으로 평
가를 받는 피어슨 시스템을 이용하고자 한다.  그
림 6 은 피어슨 시스템의 분포를 제시하고 있다.  

 

3.2 적용 예제 
신뢰도 해석을 위한 적용 예제로는 2.4 절의 두 

예제들이다.  이들은 상당히 정확하게 통계적 모
멘트를 추정하고 있는 것으로 확인이 되었다.  그
러므로 신뢰도 해석에서도 역시 정확하게 추정할 

것으로 예상되며, 계산된 신뢰도는 표 5 와 6 에 
정리를 하였다.  시스템의 통계적 모멘트처럼 신
뢰도 해석 역시 상당히 정확히 추정하고 있음을 
확인 할 수가 있다.  특히 표 5 에서 확인할 수 있
듯이 제안한 방법이 FORM 보다 좀 더 정확히 추
정하고 있다.  주목할 점은 FORM 은 총 42 번의 
함수 호출을 한 반면 제안한 방법은 20 번의 함수 
호출로 좀 더 해에 근접한 신뢰도를 추정한다는 
것이다.  

 

 
Fig. 6 A chart relating the type of Pearson frequency 

curve to the values of β1, β2 
 

Table 5 Satisfaction probabilities of the statically 
indeterminate beam 

( )[ ]0Pr ≤xg  
Method 

( ) 0125.78,, ≤−= PEIIEPg  

FORM 0.999507 

Proposed 0.999447 

MCS 0.999337 
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Table 6 Satisfaction probabilities of the two truss 
problem 

( )[ ]0Pr ≤xg  
Method 

01181
652 211

2

max

≤−







++=

xxx
xFg xσ

FORM 0.997413 

Proposed 0.997415 

MCS 0.997407 

 

4. 결 론 

본 연구에서는 시스템 성능함수를 반응표면으로 
근사하고 4 차 통계적 모멘트까지 계산한 후 피어

슨 시스템을 활용하여 시스템 성능함수에 적합한 
확률 분포 모델을 접합시켜 신뢰도를 계산하였다.  
이 방법에서 반응표면을 생성할 때 통계적 모멘트 
추정의 정확도에 영향을 미치는 실험영역을 결정

하는 방법을 제안하고 정규분포에 대하여 실험영

역을 역시 제안하였다.  두 가지 간단한 예제를 
통하여 제안한 방법의 타당성을 검증하였다.  향
후 과제로는 각 비정규분포에 대해서 실험영역을 
2 장에서 언급한 방법으로 결정을 하고 좀 더 실
제적인 문제에 적용을 하고자 한다.  
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