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류시형*(전북대 기계공학과) 
 

Representation of cutting forces and tool deflection in end milling using Fourier series  
 

S. H. Ryu (Department of Mechanical Engineering, Chonbuk National University) 
 
 

ABSTRACT 
 

Cutting forces and tool deflection in end milling are represented as the closed form of tool rotational angle and cutting 
conditions. The discrete cutting forces caused by tool entry and exit are continued using the Fourier series expansion. Tool 
deflection is predicted by direct integration of the distributed loads on cutting edges. Cutting conditions, tool geometry, run-
outs and the stiffness of tool clamping part are considered for cutting forces and tool deflection estimation. Compared to 
numerical methods, the presented method has advantages in short prediction time and the effects of feeding and run-outs on 
cutting forces and tool deflection can be analyzed quantitatively. This research can be effectively used in real time machining 
error estimation and cutting condition selection for error minimization since the form accuracy is easily predicted by tool 
deflection curve. 
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1. 서론 

 
엔드밀링 공정은 기계 부품 및 금형 제작에 사

용되는 주요한 가공 공정으로, 가공중 공구에 부가
되는 절삭력은 공구의 변형을 발생시켜 공작물의 
형상 정밀도, 치수 정밀도, 표면거칠기에 좋지 않은 
영향을 준다.1,2 엔드밀링에서의 절삭력에 관한 연구
는, 공구를 미소날로 분할한 후 여기에 작용하는 
미소 절삭력의 수치적분을 통하여 구하는 것이 일
반적이다.3-5 본 논문에서는 이러한 수치적분 방법
을 사용하지 않고, 절삭조건과 공구회전각의 폐형
으로 절삭력과 공구변형을 유도하였다. 공작물에 
대한 절삭날의 인입과 이탈에 의해 발생하는 절삭
력의 불연속 성분을 푸리에 급수 전개를 통하여 연
속화시키고 절삭날에서의 미소절삭력을 공구축의 
헬릭스를 따라 적분함으로써 절삭력을 구했다. 또
한, 절삭날에서 분포 절삭력의 직접 적분을 통하여 
절삭조건의 함수로 공구변형량을 예측하였다. 이 
방법은 전체 절삭력의 작용점을 구해 이로부터 공
구변형의 형상을 결정하는 기존의 방법에 비해 더
욱 정확하다고 할 수 있으며, 절삭조건과 절삭계수

로부터 공구회전각과 공구위치의 함수로 공구변형
이 구해지므로 번거로운 수치해석 과정을 생략할 
수 있는 장점이 있다. 또한 절삭력 및 공구 변형의 
예측에서 공구 날의 수를 고려하지 않아도 되는 이
점을 지닌다. 

 
2. 푸리에 급수를 이용한 절삭력 예측 

 
일반적으로 엔드밀 가공에서 미소날에 작용하는 

절삭분력은 식 (1)과 같이 절삭계수와 미변형 칩단
면적의 곱으로 표현된다. 이송 방향과 이송에 수직
한 방향의 절삭분력은 식 (2)와 같은 좌표 변환을 
통해 얻어진다. 공작물에의 인입, 이탈에 따른 절삭
날의 절삭 참여 여부를 나타내는 창 함수 δ(θ) 는 Fig. 1
에서 보듯이 공구 한 회전 즉, 2π 를 주기로 하는 
불연속 함수가 되어 식 (2)의 직접 적분을 통한 절
삭력의 예측이 불가능하다. 만일 적분이 가능하다
면 매순간 미소절삭날의 절삭참여 여부를 판단하지 
않고 절삭조건만의 함수로 절삭력을 구할 수 있게 
된다. 푸리에 급수는 삼각함수를 이용하여 주기 함
수를 표현하는 방법이다. 절삭과정이 주축의 한 회



 

전를 주기로 하는 반복 과정임을 고려할 때 푸리에 
급수 전개를 통해 절삭력이나 공구변형 성분의 표
현이 가능함을 알 수 있다. 인입, 이탈의 불연속 때
문에 발생하는 적분 불가 요소를 푸리에 시리즈를 
이용한 연속함수로 대체함으로써 적분이 가능하게 
된다.6 
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Fig. 1 Window function representing tool entry and exit 
 
창 함수 δ(θ) 를 푸리에 급수로 전개하면 식 (3)과 
같이 표현된다. 
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엔드밀에서 첫번째 공구날 끝의 회전각을 φ 라 

할 때 공구길이 방향으로 헬릭스에 의한 절삭날 후
퇴각 β 에서 m 번 째 절삭날의 공구위치각은 다음
과 같다. 
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따라서, 평 엔드밀가공에서 절삭력은 다음 식의 적
분을 통해 계산될 수 있다.  
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식 (5)에서, 적분 상한 β0 는 절삭날 끝에 대한 축방
향 절삭깊이에서의 헬릭스에 의한 절삭날 후퇴각의 
크기를 나타내며,  f(θ) 는 절삭력의 기본파형을 형
성하는 1, sinθ, sin2θ, cos2θ 등을 나타내는 함수이다. 
1 과 sin2θ, cos2θ 는 절삭계수와 함께 이송 방향과 
이송에 수직한 방향 절삭력의 크기와 형태를 결정
하게 되고, sinθ 는 축방향 절삭력의 크기와 형태를 
결정하게 된다. 식 (5)에서 각 항의 삼각함수의 곱
을 합으로 나타내고, 다음 성질을 이용하면 절삭력 
계산에서 절삭날 개수의 영향를 배제시킬 수 있다. 
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위의 성질은 삼각함수의 덧셈 법칙으로 식을 

전개한 후, 지수함수의 성질을 이용하여 보일 수 
있다. 식 (2)와 (5)에서 f(θ) 가 1, sinθ, sin2θ, cos2θ 일 
때 β 에 대해서 적분하면, 절삭력 성분들이 공구회
전각의 함수로 구해진다. 
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일반적으로 엔드밀링에서는 런 아웃이 존재하여 

절삭날간의 절삭력 편차를 발생시킨다. 런 아웃은 
공구를 공작기계에 장착할 때 발생하며 공구의 기
하학적 중심축과 주축회전 중심축 사이의 편차로 
정의된다. 두 축간의 불일치는 공구와 아버의 결합
부에서의 주축중심과 공구중심의 편심량과 두 축간
의 틸팅각 그리고 편심과 틸팅 사이의 각도 편차를 
나타내는 인자들로 나타낼 수 있다.  
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Fig. 2 Run-out induced by tool setting error 
 

편심과 틸팅이 존재할 때 각 날의 회전반경은 
식 (8)로 구해진다. 
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여기에서 λ 는 공구의 틸팅방향을 나타내는 X′ 축
과 첫 번째 절삭날의 날 끝 위치 사이의 각도를 나
타내며, κ 는 X′ 축과 공구이송축에 수직한 Y 축 사
이의 각도를 나타낸다. 식 (8)에서 두번째항은 편심
에 의한 공구반경의 변화를 나타내며 세번째항은 
공구의 틸팅에 의한 공구반경의 변화를 의미한다.  
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Fig. 3 Coordinate setting including tool run-out 

 
공구의 런 아웃에 의한 미변형 칩두께 변화는 아래
식과 같이 구해진다. 
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따라서 런 아웃이 존재할 때 미소 절삭날에 작용하
는 미소 절삭력은 식 (10)과 같이 구해진다. 
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(10) 
 

런 아웃을 나타내는 각도 성분을 적절히 치환하면, 
식 (11)이 얻어진다.  

   

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−−

−−−−−

−−−+−−=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

a

r

tt

Z

Y

X

k
k

N
mRL

N
me

NN
mfdzk

dF
dF
dF

1

100
0cossin
0sincos

)}]2sin(sin)
tan

(              

)2sin({sin2)2sin()[(

θθ
θθ

ηπβφτ
α

β

ξπβφππβφθδ

where,  

NN
πλφηπλκφξ −+=−+−=    ,                    (11)  

 

각 방향의 절삭분력에서 첫째항은 이송에의한 절삭
력 성분, 둘째항은 공구중심과 주축회전중심의 편
심에 의한 절삭력 성분, 세번째 항은 공구의 틸팅
에 의한 절삭력 성분을 나타낸다. 따라서 위와 같
은 방법으로 절삭력을 나타내면, 공구의 런 아웃 
성분들이 절삭력의 변화에 주는 영향을 분리하여 
파악할 수 있다. 이상에서 절삭력이 절삭조건과 공
구회전각의 함수로 표현됨을 알 수 있다.7 

Fig. 4 는 푸리에 급수의 차수 변화에 따른 절삭
분력들의 시뮬레이션 결과이다. 급수의 차수가 커
짐에 따라 그래프가 절삭력의 기본 파형에 수렴하
고 있음을 볼 수 있다.  
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Fig. 4 Cutting forces with respect to order of Fourier series 

 
Fig. 5 는 절삭력의 크기와 형태를 결정하고 칩 

두께 변화에 영향을 주는 성분들을 분리하여 나타
낸 것이다. 공구 길이는 50 mm, 틸팅각은 0.01°, 공
구와 아버 접면부에서 공구중심과 주축 회전중심 
사이의 편심량은 10 µm 으로 가정하였다. 두 날 평 
엔드밀에서 날 당 이송량이 0.2 mm 일 때의 시뮬레
이션 결과이다. λ 와 κ 는 모두 45°로 두었다. (a)는 
이송에 의한 칩 두께 변화에 의해 공구에 가해지는 
절삭력의 형태를 나타내는데 날 수에 따르는 주기 
함수 형태를 갖음을 알 수 있다. (b)에서 보듯이 공
구의 편심성분은 공구 한 회전을 주기로 하는 정현
파의 형태가 되나 (c)에서 나타난 공구의 틸팅성분
은 복잡한 모양을 갖게 된다. 이러한 이유는 편심
은 공구회전각의 함수로 칩두께의 변화에 영향을 
주지만, 공구 틸팅은 공구회전각 뿐 만 아니라 절
삭깊이의 위치에 따라 칩 두께에 변화를 주기 때문
이다. 결국 (a), (b), (c) 세 성분의 합성에 의해 공구
에 가해지는 최종 절삭력의 형태가 (d)와 같이 결
정된다. 
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Fig. 5 Cutting forces composed by feeding and run-out 

 
3. 푸리에 급수를 이용한 공구변형 예측 

 
이송과 이송에 수직방향으로의 분포 절삭분력은 

식 (12)와 같이 쓸 수 있다.  
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Fig. 6 Tool deflection by distributed loads 
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Z 방향의 절삭력은 그 크기가 미소하고, 공구의 
축방향으로 작용하므로 X, Y 방향으로의 공구 변형
에 주는 영향은 무시할 수 있다. Fig. 6의 좌표계에
서 X 방향으로의 분포하중을 wx 라 하면, 변형과 하
중의 관계는 식 (13)과 같다.  
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절삭날에서의 분포 절삭력을 식 (13)에 대입하

고 공구 축방향을 따라 β 에 대해 적분하면 공구변
형각과 공구변형량을 Z 와 공구회전각의 함수로 얻
을 수 있다. 공구변형의 계산에 있어서 경계조건은 
식 (14)와 같이 주어진다. 절삭날부와 실린더의 경
계에서, 그리고 축방향 절삭깊이 지점에서의 연속
조건, 즉 공구변형각과 공구변형의 기울기가 같다

는 조건을 이용하여 미지의 적분상수들을 결정한다. 
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절삭력 분포에 따른 공구변형의 구간은 축방향 

절삭깊이 이하의 공구 절삭부와 축방향 절삭깊이 
위쪽의 공구 상단부로 나눌 수 있고 또한 공구의 
절삭날부와 절삭날이 존재하지 않는 공구 실린더부
로 분리할 수 있다. 절삭깊이 상단의 공구 절삭날
부와 공구 실린더부는 단면 이차 모멘트가 다르므
로 공구변형각과 공구변형량을 계산할 때 이를 고
려해야 한다.   
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식 (15)에서 첫번째 항은 공구 내부의 전단력에 

의한 굽힘 모멘트 성분을 의미하고 두번째 항은 분
포하중에 의한 굽힘 모멘트 성분을 나타낸다. 다시 
식 (15)를 β 에 대하여 적분하면 공구변형각과 공구
변형량이 구해진다. 
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공구변형은 이송에 의한 성분, 편심에 의한 성

분, 틸팅에 의한 성분으로 분리하여 계산할 수 있
고, 축방향 절삭깊이 이하의 영역과 이상의 영역을 
구분하여 공구변형각과 공구변형량을 구한다.7 이로

부터 공구변형이 공구회전각과 공구위치의 함수로 
표현된다. 
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Fig. 7 Relationship between cutting forces and tool 
deflection 

 



 

Fig. 7은 날 당 이송을 0.1 mm, 축방향 절삭깊이
를 0.3 mm 로 하고 두 날 엔드밀로 슬롯 절삭한 경
우의 X, Y 축으로의 절삭력, 공구변형을 표시한 것
이다. 절삭력과 공구변형이 정적인 가정하에서 선
형적인 것을 고려할 때 형태에 있어서 같은 모양을 
갖음을 확인할 수 있다. 
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Fig. 8 Tool deflection according to run-out components 

(feed per tooth: 0.5 mm, axial depth of cut: 2 mm, 
slot cutting) 

 
Fig. 8 은 두 날 절삭에서의 런 아웃 성분에 의

한 공구변형 궤적을 나타낸 것이다. 두 절삭날간의 
절삭력 편차에 기인한 공구궤적 편차는 초기 절삭
날의 위치, 공구 틸팅의 방향과 편심의 방향사이의 
각도 차이를 나타내는 κ 와 λ 에 의해 영향을 받는
다. 이들 각의 관계에 의하여 틸팅의 방향과 편심
의 방향이 180°의 값을 갖게 되면 두 날 간의 절삭
력 편차와 공구궤적의 편차는 최대가 되고, 0°의 값
을 갖게 되면 런 아웃에 의한 편차 성분은 최소가 
된다. 이상으로부터 엔드밀 가공에서 절삭력과 공
구변형이 공구회전각과 공구위치의 함수로 표현됨
을 알 수 있다. 공구변형 곡선으로부터 공작물의 
형상 정밀도는 쉽게 구할 수 있다.8 

 
4. 결론 

 
엔드밀 가공에서의 절삭력 및 공구변형을 푸리

에 급수 전개를 통하여 절삭조건과 공구회전각의 
함수로 표현하였다. 제시된 방법은 기존의 수치해

석법에 비하여 계산 시간을 단축시킬 수 있을 뿐 
만 아니라, 절삭력과 공구변형을 구성하는 이송 성
분과 런 아웃 성분을 분리하여 고찰할 수 있는 이
점이 있다. 또한 공구날 수의 영향을 배제시킴으로
써 절삭날의 수가 많아지는 경우에도 동일한 시간
으로 예측이 가능하다. 절삭날에 가해지는 분포 하
중의 공구 축 방향 적분을 통하여 공구변형을 구하
였다. 공구변형을 외팔보 이론에 의한 정적인 처짐
으로 가정하여 공구회전각과 절삭날의 위치 함수로 
공구변형량과 공구변형각을 표현하였다. 가공물의 
형상 정밀도는 공구변형 곡선으로부터 쉽게 얻어지
므로, 본 연구는 CAD/CAM 시스템에 적용되어 실
시간 가공 오차 예측 및 오차 최소화를 위한 가공 
조건의 선정에 유용하게 이용될 수 있다. 

 (a) eccentricity: 40 µm, 
   no tilting 

(b) no eccentricity: 40 µm, 
   tilting: 0.03° 참고문헌 
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