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AbstractAbstractAbstractAbstract    

Although there are many applications of 

Euclidean Voronoi diagram for spheres in a 3D 

space in various disciplines from sciences and 

engineering, it has not been studied as much as it 

deserves. In this paper, we present an edge-

tracing algorithm to compute the Euclidean 

Voronoi diagram of 3-dimensional spheres in 

O(mn) in the worst-case, where m is the number 

of edges of Voronoi diagram and n is the number 

of spheres. After building blocks for the 

algorithm, we show an example of Voronoi 

diagram for atoms using actual protein data and 

discuss its applications for protein analysis.  

Key word:Key word:Key word:Key word: Euclidean Voronoi diagram, edge-

tracing, rational quadratic Bézier curve.  

 

1. 1. 1. 1. 서서서서    론론론론    

 

보로노이 다이어그램은 계산 기하학 분야에서 

가장 중요한 연구 분야 중 하나이며, 다양한 과학 

및 공학 분야에서 응용 가능한 방법으로 알려져 

있다. 2 차원 및 고차원 점집합에 대한 보로노이 

다이어그램은 이미 많은 연구가 수행되어 그 

특성들이 잘 알려져 있다. 그러나, 2 차원에서의 

원집합 및 3 차원에서의 구집합 등에 대한 

유클리디안 보로노이 다이어그램은 응용분야에서의 

중요성에도 불구하고, 많은 연구가 이루어지지 않은 

것이 사실이다.  

1967 년 Bernal 과 Finney [5]가 처음 소개한 

이후로, 단백질 구조를 위한 보로노이 

다이어그램(Voronoi diagram)의 연구는 원자들의 

중심점 집합 P 에 대한 보로노이 다이어그램 

VD(P)와 그것의 dual 구조인 Delaunay 삼각망이 

주로 사용되었다. Baumgart [4]가 winged-edge 

구조를 발표한 시기가 1974 년이기 때문에, 이때는 

계산기하 분야에서 조차도 2 차원 VD(P)의 

효율적인 계산이 쉽지 않았을 때였다.  

3 차원 VD(P)는 주어진 점 집합에 대하여 

공간을 각 점에 가까운 영역으로 분할 하는 공간 

tessellation 이다. 이런 VD(P)는 수학적으로 잘 

정의되어 있으며, 효과적이고 안정적인 코드들이 

나와있기 때문에, 생물학 분야의 많은 연구들이 

VD(P)를 이용하여 왔다 [1,9,16,19,20].  

VD(P)는 원자 종류에 따른 반지름의 차이를 

고려할 수 없기 때문에, Richards 는 1974 년 두 

개의 이웃한 원자들의 반지름 비율에 따라 

bisector 를 반지름이 작은 원자 쪽으로 이동시키는 

스키마(scheme)을 제시하였다 [19]. 이렇게 되면 

VD(P)가 타당한 tessellation 을 한다고 볼 수 
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없으며, 보로노이 꼭지점은 수학적으로 정확하게 

정의될 수 없다. Richards 는 이것을 “vertex 

error”로 이름 지었다. 

이런 vertex error 를 인식하여, Gellatly 와 

Finney 는 1982 년 보로노이 모서리를 이동하는 

대신에 radical plane 을 사용하는 방법을 

소개하였다 [8]. 이런 radical plane 접근법은 

1987 년 Aurenhammer [2]에 의해서 명명된 

원집합 B 의 파워 다이어그램(Power diagram) 

PD(B)와 사실 똑같다고 볼 수 있으며, 계산기하 

분야에서는 그 당시 알려지지 않은 방법이었다. 그 

후로 PD(B)는 어느 수준까지는 원자들의 반지름을 

고려하기 때문에 생물학적 문제들을 해결하는데 

종종 사용되어왔다 [3]. PD(B)의 이론도 역시 

수학적으로 잘 정의되어있으며, 빠르고 안정적인 

코드들이 공개되어 있다 [21]. 그러나 PD(B)는 두 

개의 원자 사이의 거리를 접평면을 이용하여 

계산하기 때문에, 유클리디안 공간을 충분히 

반영했다고 보기 어렵다.  

유클리디안 거리(Euclidean distance)에 대한 원 

집합의 보로노이 다이어그램의 경우, 최근에 

간단하지만 매우 빠르고 강건한 알고리즘이 

개발되었다 [11,12]. 3 차원 구집합에 대한 

유클리디안 보로노이 다이어그램의 경우, 관련된 

연구가 진행되고 있으나[13,14], 아직 구체적인 

알고리즘이나 구현결과는 보고된 바 없다.  본 

논문에서는 3 차원 구집합의 유클리디안 보로노이 

다이어그램에 대한 실질적인 알고리즘을 제안한다. 

제안하는 알고리즘의 Luchinikov [15]등에 의해 

제시된 방법에 기반하고 있다.  

    

2. 2. 2. 2. 용어용어용어용어    및및및및    정의정의정의정의    

 

B = {b1, b2, …, bn}을 보로노이 다이어그램의 

제너레이터라 하자. 이때, 는 3 차원 구로서, 

중심좌표와 반경은 각각 ci = (xi, yi, zi)와 ri 로 

정의한다. B 와 관련하여, 각 bi 에 대해 보로노이 

영역(Voronoi region) VRi 이 존재하며, 이는 

VRi={p| dist(p,bi) ( dist(p,bj), i(j} 로 

정의된다. 이때 dist(p,bi)는 한 점에서 

구까지의 유클리디안 거리이다.  

각 보로노이 영역은 두 이웃한 구에 

의해 정의된 다수의 보로노이 면(Voronoi 

face)에 의해 한정되며, 이 면은 항상 

쌍곡면의 일부이다. 하나의 보로노이 면이 

다른 면과 만나 보로노이 모서리(Voronoi 

edge)를 형성하고, 보로노이 모서리들은 

보로노이 꼭지점(Voronoi Vertex)에서 

교차한다.  

본 논문에서 대상으로 하는 구들은 하나의 구가 

다른 한 구를 완벽히 포함하는 경우는 없다고 

가정한다. 그리고 보로노이 모서리는 항상 3 개의 

구에 의해 정의되고, 꼭지점은 항상 4 개의 구에 

의해 정의된다고 가정한다.  

 

3. 3. 3. 3. 보로노이보로노이보로노이보로노이    다이어그램의다이어그램의다이어그램의다이어그램의    기하요소기하요소기하요소기하요소    계산계산계산계산        

    

보로노이 다이어그램의 정의로부터, 보로노이 

꼭지점은 4 개의 인접한 구에 외접하는 구의 

중심이다. 이때 외접하는 구는 주어진 어떤 

구들과도 교차하지 않는다. 4 개의 구가 주어졌을 때, 

외접하는 구의 계산은 주어진 네 구에 대해 

등거리에 있는 점들은 표현하는 2 차 방정식을 

계산함으로써 얻을 수 있다 [7].  

보로노이 모서리는 항상 인접한 세 구에 대해 

등거리에 놓인 점들의 궤적으로 정의된다. 이때, 

가장 작은 반경을 갖는 구를 원점에 위치시키고, 

모든 세 구의 반경을 가장 작은 반경만큼 

축소하였을 때, 보로노이 모서리는 3 개의 방정식의 

해이며, 이는 평면 곡선으로서 코닉 섹션(conic 

section)이다. 보로노이 모서리가 코닉 섹션이므로, 

이는 2 차 유리 베이지어 곡선(rational quadratic 

Bézier curve)의 형태로 정확하게 표현될 수 있다 

[6]. 

위상적으로 인접한 두 개의 구에 의해 정의된 

보로노이 면은 두 구에 대해 등거리에 있는 점들의 

집합이다. 그러므로 보로노이 면은 항상 쌍곡면의 

일부이며, 이에 대한 음함수식은 쉽게 얻을 수 있다. 
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Figure 1. 은 3 차원 보로노이 다이어그램의 

예로서, (a)에 있는 3 종류의 반지름을 갖는 15 개의 

구들 중, 중앙에 위치한 구의 보로노이 영역을 

(b)에서 보여준다. 이 예제는 Luchinikov 등의 

논문에서 제시된 모델과 유사하다 [15]. 

 

4. 4. 4. 4. 모서리모서리모서리모서리    추적추적추적추적    알고리즘알고리즘알고리즘알고리즘에에에에    의한의한의한의한    보보보보로로로로노이노이노이노이    다이어그다이어그다이어그다이어그

램의램의램의램의    위상요소위상요소위상요소위상요소    구축구축구축구축        

    

  보로노이 다이어그램의 위상요소는 모서리 추적 

알고리즘에 의해 얻어진다.  모서리 추적 

알고리즘의 기본적인 개념은 다음과 같이 매우 간단 

하다. 

먼저 알고리즘은 이웃한 네 개의 적합한 

구로부터 정의된 외접하는 구를 계산함으로써, 초기 

보로노이 꼭지점, v0,을 찾는다. 이는 네  

      

(a)                   (b) 

Figure Figure Figure Figure 1111. . . . Voronoi region, (a) 15 spheres with 3 

types of radius, (b) Voronoi region of the 

centered sphere.        

 

개의 구의 조합에 대해 계산한 외접구가 주어진 

어떠한 구와도 교차하지 않는지 시간이 필요하나, 

전 처리과정에서 적합한 버킷을 이용하여 분류하며, 

평균 O(1)시간으로 v0 를 계산할 수 있다.  

일단 v0 가 구해졌다면, v0 로부터 나가는 네 개의 

보로노이 모서리 e0, e1, e2, e3, 이 쉽게 얻어지며, 

이를 모서리 스택(edge-stack)에 넣는다. 이때 각 

모서리는 그들의 시작점을 v0 로 정의한다. 이 

스택으로부터 하나의 모서리를 꺼낸 후, 꺼낸 

모서리를 정의하는 세 구와 나머지 n-3 개의 

구들로부터 외접하는 구를 계산한다. 이때 각 

외접하는 구는 주어진 어떠한 구와도 교차하지 

않아야 하므로 이를 위한 검사가 필요하다. 이 

방법은 실질적으로 최악의 경우 O(n2
) 수행시간이 

요구된다. 이는 알고리즘의 설계를 좀더 주의 깊게 

하여 다음과 같이 향상시킬 수 있다.  

스택에서 꺼낸 모서리를 정의하는 세 개의 구가 

주어졌을 때, 먼저 후보 집합에 있는 n-3 개의 구들 

중 하나의 구 bi 로부터 외접구  Ti 를 계산한다. Ti 

는 주어진 모서리의 끝점을 정의하는 외접구의 

후보가 된다. 이후 후보 집합의 다른 하나의 구 

bj 를 이용하여 외접구 Tj 를 계산한다. 이때, 만일 bj 

가 Ti 와 교차한다면, 주어진 모서리의 끝점을 

정의하는 외접구의 후보는 Tj 가 되고, 교차하지 

않는다면, Ti 와 Tj 중 현재 모서리의 시작점과 

모서리를 정의하는 구들 중 하나의 중심과 Ti 와 Tj 

각각의 중심이 이루는 각이 더 작은 외접구를 

후보로 선택한다. 이 방법은 최악의 경우와 평균 

모두 O(n)의 수행시간을 요구한다. 다음은 

알고리즘을 요약한 내용이다. 

 

Algorithm 1Algorithm 1Algorithm 1Algorithm 1. Find End-Vertex 

 

Step 1. Compute a tangent sphere S1 from 3 

defining balls and b1. S ←S1 

Step 2.  For k = 2  to n – 3,  

Step 2.1. Compute Sk from the 3 balls 

and bk. 

Step 2.2 If Sk has the smaller angle 

distance, then S ← Sk. 

End-for 

Step 3. Output end vertex as the center of 

S. 

 

만약 주어진 어떠한 구와도 교차하지 않는 

외접하는 구를 찾았다면, 이 외접하는 구의 중심이 

스택으로부터 꺼낸 현재 모서리의 끝점이 된다. 이 

점 역시 보로노이 꼭지점이므로, 이 꼭지점으로부터 

나가는 3 개의 보로노이 모서리가 정의되어 다시 

스택에 저장되고, 이들 세 모서리의 시작점은 현재 

찾은 외접구의 중심이 된다. 이 과정을 통해 스택에 

있는 하나의 모서리에 대한 계산이 완료되고, 
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이러한 과정은 스택이 완전히 비워질 때까지 

수행된다.  

이 방법은 보로노이 모서리의 수(m)만큼 

수행되어야 한다. 모서리의 수는 최악의 경우 

O(n2
)이지만 평균 O(n)이다. 각 모서리에 대해 

O(n)의 수행시간을 요구하므로, 전체 알고리즘이 

갖는 최악의 경우 수행시간은 O(mn)이다. 그러나 

Halperin 은 단백질 안에 있는 원자들을 대상으로 

할 경우 각 보로노이 꼭지점과 모서리, 면의 개수가 

최악의 경우에도 O(n)을 따른다는 것을 발견하였다 

[10]. 이런 중요한 성질은 단백질의 원자들의 

분포가 가지는 두 가지 성질에 기인한다. Pauli 의 

exclusion principle 에 따르면, 하나의 원자는 또 

하나의 다른 원자를 완전히 포함하지 않는다 [17]. 

여기에 원자들의 반지름 차이는 항상 일정 범위 

안에 항상 놓이게 된다는 성질이 추가가 된다. 

이것은 앞에서도 언급한 단백질을 구성하는 원자가 

항상 6 개이기 때문에 가능하다. 결국 단백질 

원자들의 보로노이 다이어그램에서 모든 꼭지 점, 

모서리, 면의 개수들은 최악의 경우에도 

선형적이라고 말할 수 있다. 

 

5. 5. 5. 5. 구현구현구현구현    결과결과결과결과    및및및및    응용응용응용응용        

 

Figure 2. (a)는 1,016 개의 원자들로 구성된 

1a1u 이라는 코드네임을 가진 단백질 이다 [22]. 

일단 보로노이 다이어그램이 계산되면, (b)와 (c)와 

같은 원자들의 컨벡스 헐(convex hull)이나, 임의의 

육면체 내에 존재하는 구형의 빈 공간을 찾는 

문제들은 쉽게 계산할 수 있다.  

사실 단백질 1a1u 는 두 개의 작은 단백질이 

결합된 것으로 이들 둘 사이의 경계면들은 Figure 

2. (b)에서처럼, 보로노이 면의 일부이다. 이는 

생물학적으로 중요한 의미를 갖는 것으로서 역시 

보로노이 다이어그램을 이용하여 쉽게 얻어낼 수 

있다. 

 

6. 6. 6. 6. 결론결론결론결론        

 

3 차원 공간상에서 구들에 대한 유클리디안 

보로노이 다이어그램은 다양한 과학 및 

공학분야에서 응용될 수 있는 중요한  

 

(a) 

 

(b) 

 

(c)  

 

(d) 

Figure 2. Figure 2. Figure 2. Figure 2. PDB code 1a1u consist of 1016 atoms; 

(a) atomic structure, (b) convex hull, (c) internal 
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voids, and (d) interaction faces 

생물학적으로 매우 중요한 의미를 갖는 것으로서 

역시 보로노이 다이어그램을 이용하 여 쉽게 얻어낼 

수 있다. 방법임에도 불구하고, 많은 연구가 

이루어지지 않은 것이 사실이다.  

본 논문에서는 3 차원 구에 대한 유클리디안 

보로노이 다이어그램을 계산하는 모서리 추적 

알고리즘을 제시한다. 이 알고리즘은 최악의 경우 

수행시간은 O(mn)이다. m 과 n 은 각각 보로노이 

다이어그램의 모서리의 수와 주어진 구의 수이다. 

그리고 본 논문에서는 보로노이 모서리가 2 차 유리 

베이지어 곡선으로 표현될 수 있는 코닉 섹션이며, 

보로노이 면의 적합한 표현법을 제시하였다.  

그리고 현재 모서리 추적 알고리즘이 정확한 

계산(exact computation) 및 구현 속도 측면에서 

좀더 향상될 수 있으며, 이를 추후 연구과제로 

고려하고 있다.  

 

후후후후        기기기기  

본 연구는 과학기술부 창의적연구진흥사업의 

지원으로 수행되었습니다. 
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