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Abstract 

We study the firm’s strategy to price its 

products and plan the spare parts 

manufacturing so as to maximize its profit 

and at the same time to fulfill its 

commitment to providing the customers with 

the key parts continuously over the relevant 

decision time horizon, i.e., the production 

plus warrantee period. To examine the 

research question, we developed and solved 

a two-stage optimal control theory model. 

Our analysis suggests that if the cost to 

produce the spare part during the warrantee 

period is more expensive than that during 

the production period, the firm should 

increase its sales price gradually throughout 

the production period to control its sales. In 

addition, during the production period it is 

optimal for the firm to produce the spare 

parts more than needed so that the 

overproduced spare parts can be used to 

partially meet the demand during the 

warrantee period. We conducted numerical 

analysis to investigate the sensitivity 

dynamics among key variables and 

parameters such as inventory holding cost, 

unit spare part production costs, part failure 

rate, and parameters in the demand function.  

 

    

1. Introduction1. Introduction1. Introduction1. Introduction    

 글로벌 마켓에서의 경쟁이 심화됨에 

따라서 제품수명주기는 점점 더 짧아지고, 

기업은 핵심대응전략으로써 새로운 제품을 

더욱더 자주 출시하게 되었다. 또한 기업은 

고객들에게 광범위한 워런티를 제공하고 있다. 

시장에서의 또 다른 중요한 현상은 소비자들이 

환경적인 문제들에 관심을 가지게 됨으로써 

기업은 소비자들에게 단순히 제품을 판매하는 

것에 그치는 것이 아니라, 고장난 부분에 

대해서 어떻게 교체를 하고, 어떻게 재활용을 

할 것인지 등의 제품의 전 수명주기에 걸쳐서 

주의를 기울이게 되었다. 

 시장에서의 이러한 동태적 현상에 

대응하기 위해서 기업은 경쟁전략을 결정하는 

데에 있어서 EOL(end of life) 서비스를 

고려해야만 한다. 

 

2. Research motivation and Literature 2. Research motivation and Literature 2. Research motivation and Literature 2. Research motivation and Literature 

ReviewReviewReviewReview    

2.1. Research motivation 

 기존제품과는 현격히 다른 새 제품을 

출시하여, 기존제품의 생산을 끝내고, 새 

제품을 생산하려는 기업이 있다. 기존제품에는 

새 제품과 호환되지 않는 키 파트가 있어서, 

나머지 부분은 쉽게 오픈 마켓에서 구할 수 
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있지만, 키 파트만은 그 기업을 포함하여 몇 

개의 기업만이 생산하며 가격이 매우 비싸다. 

기업은 소비자가 제품을 구입할 때 워런티 

기간 동안 키 파트에 대해서 한 번의 무상 

수리를 보장한다. 

 <Figure 1>은 이 상황을 묘사한다. 

예를 들어, 자동차 시장에서 한 기업은 모델 

U라는 자동차를 판매해왔고, 차세대 제품인 

모델 V는 t T= 시점부터  판매를 시작한다. 

모델 U와 모델 V의 가장 큰 차이점은 

엔진으로써, 기업은 소비자에게 워런티 τ 의 

기간 동안 엔진을 한 번 무상으로 교체를 

해준다. 우리는 Tτ ≥ 를 가정하며, 이것은 

엔진에 대해서는 7년간의 워런티 기간을 

보장해주지만, 실제 모델 U의 생산기간은 

4년인 경우를 의미한다. 이러한 상황에서 

기업의 중요한 의사결정은 다음과 같다. 

� t T τ= + 시점에서의 기업 이윤을 

극대화하기 위해서 0 t T≤ ≤ 기간 

동안 몇 대의 모델 U를 팔아야 할까? 

또한 생산한 모든 제품을 판매하기 

위해서 0 t T≤ ≤  동안 어떻게 가격을 

책정할 것인가? 

� 0 t T τ≤ ≤ +  동안 보장한 워런티를 

충족시키기 위해서 얼마만큼의 예비용 

부품, 즉, 엔진을 생산할 것인가? 

 

<Figure 1> Decision problem – key control 

variables 

 기업이 최적 가격 정책과 예비용 부품 

생산전략을 결정하는 데에는 몇 가지 고려해야 

할 요소가 있으며, <Figure 2>는 state 

variable인 ( )A t 와 ( )S t 의 dynamics를 

보여주다. 

 T 시점까지 기업은 모델 U를 생산해

서 판매한다. 모델 U의 누적 생산량(판매량)은 

( )A t 로 표현하며, 이는 기업의 가격 전략인 

( )p t 에 의하여 결정된다. ( )F t 는 부품 교체

가 필요한 첫번째 엔진 불량 발생량의 누적이

며, ( )S t 는 워런티 기간의 서비스를 수행하기 

위해서 기업이 생산하는 엔진의 누적 생산량이 

된다. 우리는 첫번째 엔진 불량 발생에 대해서

는 엄격하게 수요를 충족시켜야하기 떄문에 

( ) ( )S t F t≥ 를 반드시 만족시켜야 한다. 또한 

비용 dynamics에 따라서  
*T t T τ≤ ≤ + 에 

( ) ( )S t F t= 를 만족시키는 시점이 존재할 것이

다. 

    

<Figure 2> Example dynamics of key state 

variables 

 

Current product 

production period 

Warrantee period (    ) after 

production is discontinued
τ

T τ+T0

Current product 

production stopped 

New product production

: quantity of spare parts manufactured 

: pricing current products( )p t

( )q t

 

: cumulative demand (sales or production) at t

T τ+T0 *t

( )A t

( )F t

( )S t

( )A t

( )S t : cumulative spare parts production at t

( )F t : cumulative parts failure at t

*t : the first time at which ( ) ( )S t F t=

Cumulative

Quantities 
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2.2. EOL(end of life) 서비스 

EOL 서비스는 서비스 전기간에 걸쳐 

소비자가 요구하는 예비용 부품(spare 

parts)을 공급하는 것을 의미하며, 제품의 

생산이 끝나는 시점에 시작하여 계약상의 

원런티 기간이 종료되는 시점에서 끝나게 된다. 

(Teunter and Fortuin 1998). 

Hesselbach et al.(2002)은 EOL 

서비스가 많은 비용이 드는 이유에 대해 

생산기간에 누렸던 규모의 경제를 누릴 수 

없으며, 생산 유용성의 한계로 인하여 

제품세대가 다른 경우 비용이 많이 들며, 

외부부품공급자가 EOL 서비스 전기간에 

걸쳐서 지속적으로 예비용 부품 제공을 

보장하지 못한다는 것을 들었다. 

EOL 서비스를 수행하기 위해서 

기업은 EOL 서비스가 시작되는 시점에서 부품 

수요를 예측하여 공급자에게 대규모의 마지막 

주문(final order)를 하게 된다. 또한 예비용 

부품을 공급하지 못할 경우에는 새 제품으로 

교환해주는 상업적 해결 방법(commercial 

solution)을 사용한다(Teunter and Fortuin 

1999). 또 다른 방법으로 Laan et al.(1995)은 

소비자가 다 쓴 제품(scrap)으로부터 예비용 

부품을 재활용, 재생산하는 정책을 제시하였다. 

이상의 연구에서는 공통적으로 EOL 

서비스 기간에는 예비용 부품을 생산할 수도 

주문할 수도 없다는 가정을 두고 수요예측에만 

초점을 맞추었다(Fortuin 1980; Teunter and 

Fortuin 1998, 1999; Cattani and Souza 2003). 

또한 대부분의 연구들이 제품수명주기, 제품의 

판매량(sales)과 그에 따른 제품 회수율 등의 

동적 측면(dynamics)에 대해서는 고려하지 

못하였다(Spengler and Schroter 2003). 

2.3. Two-stage optimal control theory 

 경제학에 있어서의 제도나 새로운 

기술의 세대교체문제와 같이 두 개의 서로 

다른 결정 시간대를 포함한 optimal control 

problem을 다루는 optimal control theory가 

있다. 이는 기존의 one-stage optimal control 

theory 문제가 아닌, two-stage optimal 

control problem으로써 다루어져야 하며, 

일반적 형태는 다음과 같다(Makris 2001). 

Maximize 

1

1

0

exp[ ] ( ( ), ( ))

t

s F x s u s dsθ−∫  

1

2

1 1exp[ ] ( ( ), ( )) exp[ ] ( ( ))
t

s F x s u s ds t x tθ θ φ
∞

+ − − −∫
 

subject to 

1

1( ( ), ( )),0x f x s u s s t
•

= ≤ ≤  

2

1( ( ), ( )),x f x s u s t s
•

= ≤ ≤∞ 

0, 1(0) 1,..., ,l lx x l l= =  

1(0) , 1,..., ,lx free l l n= +  

1
( )x t free  

1
1 1lim exp[ ] ( ( )) 0

t
t x tθ φ

→∞
− =  

( )x s 는 연속이며, 구분적 연속 미분 

가능한 state variable이며, ( )u s 는 control 

variable이다. iF , 1,  2i = 는 한 번 미분 가능

한 실함수이며, 1 1exp[ ] ( ( ))t x tθ− Φ 는 1
st
 

stage에서 2
nd

 stage로 문제가 바뀔 때의 

switching cost를 의미한다(Tomiyama 1984). 

 

3. Model development3. Model development3. Model development3. Model development    

3.1. A two-stage optimal control model for 

optimal pricing and manufacturing 
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 우리의 연구문제에 대한 답을 구하기 

위하여 다음과 같은 two-stage optimal 

control theory 모델을 만들었다. 

{ } { }21
1 1 2 2

0

max ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))
2

T
k

p c d d p h S t F t q t c A t F t dtα − − − − − − −  ∫

…(1a) 

{ } { }22
2( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

2

T

R

T

k
h S t F t q t c A T F t dt S T F T

τ

α π τ τ
+
 + − − − − − + + − +  ∫

…(1b) 

 

First stage constraints Second stage constraints 

1 2( )A t d d p= −&                                                                   (2) ( ) 0A t =&  (7)                      

( ) ( )S t q t=&  (3) ( ) ( )S t q t=&  (8) 

{ }( ) ( ) ( )F t A t F tα= −&  (4) { }( ) ( ) ( )F t A T F tα= −&

 

(9) 

( ) ( )S t F t≥  (5) ( ) ( )S t F t≥  (10) 

(0) 0,  (0) 0,  (0) 0S A F= = =

 

(6)   

 

모형에서 사용한 variables와 

parameter의 정의는 다음 Table 1. 과 같다. 

Table 1. Definitions of variables and 

parameters in the two-stage optimal control 

model 

VariablesVariablesVariablesVariables    

( )A t : cumulative sales/production (state variable), 

(0) 0A =  

( )S t : cumulative spare parts production (state 

variable), (0) 0S =  

( )F t : cumulative parts demand/failure (state 

variable), (0) 0F =  

( )p t : sales price at t  (control variable) 

( )q t : amount of spare parts produced at t  (control 

variable) 

    

ParametersParametersParametersParameters    

1d , 2d : exogenous parameters in the demand 

function (2) 

1c : unit production cost 

2c : unit part’s replacement cost 

h : unit inventory holding cost 

α : parts failure rate  

1k : unit part’s production cost for 0 t T≤ ≤  

2k : unit part’s production cost for T t T τ≤ ≤ +  

Rπ : unit salvage value of the spare part 

목적식은 0 t T≤ <  (1a)와 

T t T τ≤ < +  (1b)의 두 부분으로 이루어진다. 

(1a)를 살펴보면 모두 네 부분으로 

이루어지는데, 
1 1 1 2( ) ( ) ( )( )p c A t p c d d p− = − −& 는 

제품 판매에 따른 net profit을 의미하며, 

{ }( ) ( )S t F t− 는 t시점에 수리를 해주고 남아있는 

예비용 부품의 양이다. 따라서, { }( ) ( )h S t F t− 은 

예비용 부품 재고비용을 의미한다. 21 ( )
2

k
q t 는 

예비용 부품 생산비용을 의미하며, 

( )( ) ( )A t F t− 는 팔렸지만 아직 고장이 나지 

않은 제품의 수를 의미하며, ( )( ) ( )A t F tα − 는 

t 시점에 고장난 제품의 수이다. 따라서 

( ){ }2 ( ) ( )c A t F tα − 는 제품 교체 비용을 의미한다. 

마찬가지로 T t T τ≤ ≤ + 시점을 살펴

보면 세 부분으로 이루어져있는데, 재고비용은 

{ }( ) ( )h S t F t− , 예비용 부품 생산비용은 22 ( )
2

k
q t 로

써 앞에서 살펴본 규모의 경제를 누릴 수 없는 

등의 이유에 따라서 
2 1k k> 를 가정한다. 

( ){ }2 ( ) ( )c A T F tα − 는 수리비용을 의미한다. 마

지막으로 decision horizon이 끝나는 시점에서 

남은 예비용 부품에 대한 salvage value가 존

재하며 ( )( ) ( )
R
S T F Tπ τ τ+ − + 로 표현된다. 

 제약식을 살펴보면, 1
st
 stage의 (2)는 
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기업이 결정하는 가격에 따른 제품의 수요함수

를, (3)은 예비용 부품 생산의 dynamic 

equation으로써 ( )p t 와 ( )q t 는 모두 control 

variable, 즉 decision variables이다. (4)는 부

품 불량이 발생하는 dynamics를 설명하며, (5)

는 워런티 기간 동안 서비스 실패는 없다는 것

을 의미하며, (6)은 state variables의 초기조건

을 결정한다.  

2
nd

 stage의 경우 (8)은 (3)과 같고, 

(10)은 (5)와 같다. (7) 또한 제품의 수요함수

를 의미하는데, T t< 에서는 기업이 제품 생산

을 중단하므로 0이 된다. 따라서 (9) 또한 (4)

와 같은 의미의 식이지만 ( )A t  대신에 ( )A T

를 사용한다. 

3.2. Solutions to the two-stage optimal 

control model 

 위 문제의 최적해에 대한 필요조건을 

이용하여 해를 구하면 아래와 같다. 

 최적가격정책의 dynamics를 구하면 

(!1)과 같다.  

* 1 1 2 2

2

( )
( )

2

d c d d t
p t

d

λ+ −
= 1 1

22 2 2 2 2

td c ht Ye Z

d

α

= + + + − …

(11) 

Where  

( ) 1 1 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 1 2 2 2
( ) ( )( ) ( )
2 2 2 2 4

TT T
TR

T T

h d c d d hT d hee T e
Y e

d e d e d k

αα α
α τ

α α

πα
α α α α α

−
+ − −

= − − + + − + − 
− −  

( ) 1 1 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

4 1 2 2 2
( ) ( )( ) ( )
2 2 2 2 4

TT T
T TR

T T

h d cd d hT d hee T e
Z hT e e

d e d e d k

αα α
α τ α

α α

πα
α α α α α

−
+  − −

= + − − + + − + −  
− −   

 <Figure 3>에서 알 수 있듯이 최적가

격정책은 0 t T≤ < 에서 증가하며, decreasing 

rate인 것을 알 수 있다. 

 (11)의 최적가격정책의 dynamics에 

따라서 누적제품생산량(판매량) 또한 (12)와 

같이 유도되며, 그 형태는 <Figure 4>와 같다. 

 

<Figure 3> Dynamics of optimal pricing 

 

2
* 1 1 2 2 2 2 2( ) ( )

2 2 2 4 2 2

td c d d Z d ht d Ye d Y
A t t

α

α α
= − + − − + …(12) 

<Figure 4>Optimal dynamics of cumulative 

production 

 

 제품의 누적불량발생량은 (13a), 

(13b)와 같으며 그 형태는 <Figure 5>와 같다.  

For 0 t T≤ ≤  

* 21 1 2 2 2 2 2

2

1 2 2
( ) ( )( ) ( )

2 2 2 4 4 2

td cd d Z d h d Ye d Yt
F t t t

α

α α α α α
= − + − − − + − +  

1 1 2 2 2 2

2
( )

2 2 4

td c d d Z d h d Y
e α

α α α
−− +

+ + − …(13a) 

For T t T τ≤ ≤ +  

*( ) ( ) tF t A T Ce α−= + , C는 적분상수로써 다음과 

같다.  

2

1 1 2 2 2 2 2 2

2 2

1 2 2
( )( ) ( )
2 2 2 4 4 2 4

T TTd cd d Z d he d Ye d h d Ye T
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α α α α α α
−

= − + − − + + + −

…(13b) 
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<Figure 5> Dynamics of cumulative parts failure 

 <Figure 5>의 
*t 는 ( ) ( )S t F t= 가 일

어나는 시점을 의미하며 그 식은 다음으로부터 

유도된다. 

2 ( ) ( ) ( )

2

2 1 2 2 1 2 2

( ) ( )1 1 1 1
( ) ( )

2

T t T t T tR R Rh h T hh
t hTt t e e e

k k k k k k k

α τ α τ α τπ π π
α α α

+ − ∗ + − ∗ + − ∗− − −
− ∗ − − ∗− ∗ − − −

2 2

1 1 2 2 2 2 2

1 2

1 1
( ) ( )
2 2 2 4 2 2 2

Td c d d Z d hT d Ye d Y hT
T

k k

α

α α
= − + − − + − −

 최적 예비용 부품 생산전략은 다음과 

같고 형태는 <Figure 6>과 같다. 

*

1 1

( )t ht X
q

k k

γ +
= =

for0 t T≤ ≤ …(15a)  

*
*

2 2

( )t ht X
q

k k

φ +
= =

 for 
*T t t≤ ≤ … (15b)  

*( ) tq t Ce αα −= −  for
*t t T τ≤ ≤ + .. (15c) 

<Figure 6> Optimal dynamics of spare parts’ 

production 

 0 t T≤ ≤ 의 시간 사이에서의 예비용 

부품 생산은 linear하게 증가하다. 그 후, 

*T t t≤ ≤  동안에도 linear하게 증가하지만 그 

차이점은 기울기가 더 작다는 것이다. 이것은 

우리가 가정한 예비용 부품 생산비용의 차이, 

즉, 1 2k k< 에서 기인한다. 마지막으로 

*t t T τ≤ ≤ + 동안에는 convex pattern으로 감

소하게 된다.  

 이러한 예비용 부품 생산전략에 따라

서 누적 예비용 부품 생산량은 다음과 같다.  

2

1 1

( )
2

ht X
S t t

k k
∗ = +  for 0 t T≤ ≤ , (17a) 

2 2

2 2 1 2

1 1
( ) ( )( )

2 2

ht X hT
S t t XT

k k k k
∗ = + + − +

 for T t t≤ ≤ ∗ ,  

(17b) 

( ) ( ) tS t A T Ce α−∗ = +  for t t T τ∗≤ ≤ + . (17c) 

<Figure 7> Cumulative spare parts’ production 

 

4. Numerical analysis4. Numerical analysis4. Numerical analysis4. Numerical analysis    

4.1. Optimal dynamics of state and control 

variables 

앞장에서 구한 analytical solutions를 

바탕으로 managerial implications를 얻기 위

하여 numerical analysis를 수행하였다. 모수

값은 Table 2와 같으며, 앞의 자동차 케이스를 

바탕으로 production period는 4 years, 워런

티 기간은 7 years로 정하였다. 
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Table 2. Parameters in the numerical 

analysis 

T

 

τ

 

1c

 

2c  
1k

 

2k

 

h

 

1d
 

2d
 α  

Rπ  

4 7 4 1 1 4 1 30 1 0.1 1.5 

4.2. Sensitivity analysis 

 모수들과 변수들과의 관계를 알기 위

해서 numerical analysis를 수행하였다. t ∗가 

작아진다는 것은 그만큼 생산 기간 동안 예비

용 부품을 많이 생산할 유인이 떨어지는 것을 

의미하며, 반대로 t ∗값이 커진다는 것은 생산 

기간 동안의 비용 이득이 충분히 커서 미리 여

분의 예비용 부품을 많이 생산해놓은 뒤 그것

이 소진되는 데까지 좀 더 많은 시간이 걸리는 

것을 의미한다. 

Figure 8. Relationship between inventory holding cost 

and 
*t  

    Figure 8을 보면    재고비용이 커짐에 

따라서 t ∗ 의 값은 급격히 떨어지는 것을 알 

수 있다. 재고비용이 높은 산업의 경우, 생산기

간과 서비스 기간의 예비용 부품 생산비용 차

이에도 불구하고, 미리 여분의 예비용 부품을 

생산하는 것보다는 발생하는 수요만큼을 생산

하는 것이 최적 예비용 부품 생산전략임을 알 

수 있다. 

 

 Figure 9는 불량률과 t ∗의 관계를 나

타내는데 불량률에 있어서의 critical region이 

존재하여 이 내에서는 t ∗의 값이 급격히 감소

하는 것을 알 수 있다. 이는 기업 입장에서 불

량률을 얼만큼 줄일 수 있는지가 EOL 서비스 

수행에서 중요함을 의미한다. Figure 10은 이

러한 불량률에 따라서 발생하는 누적 예비용 

부품 수요량과 생산량을 의미한다.  

Figure 9. Relationship between 
*t  and α  

Figure 10. Relationship between ( ) or ( )S T F T  

and α  

    예비용 부품의 잔존 가치(salvage 

value)와 t ∗의 관계를 Figure 11를 통해 살펴

보면, 예비용 부품의 잔존가치가 커짐에 따라

서 t ∗는 급격하게 증가함을 알 수 있다. 잔존 

가치가 커질수록, 기업 입장에서는 여분의 부

품을 생산할 유인이 커지게 되는 것을 의미한
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다. 이는 잔존가치의 의미가 여분의 부품을 처

분할 때 기업이 얻게 되는 가치이기 때문에 예

비용 부품 재고비용, 예비용 부품 생산비용 등

과 상쇄되는 값이라고 할 수 있다. 

  

 

Figure 11. Relationship between 
*t  and 

Rπ  

보증기간이 길어짐에 따라서 좀 더 초반에 적

은 비용으로 여분의 예비용 부품을 생산할 유

인이 커지는 것을 알 수 있다. 보증 기간의 증

가에 대해서는 t ∗가 선형적으로 증가하는 것 

외에 좀 더 자세한 분석을 위하여 누적 예비용 

부품 생산량을 살펴보았다. 그 결과 t ∗ 는 선

형적으로 증가하였지만, 그 사이 누적 예비용 

부품 생산량은 지수적으로 증가함을 알 수 있

다. 따라서 기업 입장에서 소비자에게 좀 더 

긴 보증기간의 EOL 서비스를 제공하기 위해서

는 얼마나 적은 비용으로 예비용 부품을 생산

할 수 있는 생산 역량을 가지는 지가 매우 중

요한 요소임을 알 수 있다. 보증 기간에 따른 

누적 예비용 부품 생산량 그래프는 아래와 같

다. 

 

 

Figure 12. Relationship between 
*t  and τ  

 

Figure 13. Relationship between ( )S T  and 

τ  

5. Conclusions5. Conclusions5. Conclusions5. Conclusions    

 본 연구에서는 일반적으로 받아들여질 

수 있는 가정들을 사용한 수리적 모형을 통하

여 EOL(end of life) 서비스 기간을 고려한 기

업의 최적가격정책 및 예비용 부품생산전략을 

살펴보았다. 또한 numerical analysis를 통하

여 수요 발생률, 재고비용, 보증 기간, 잔존 가

치에 따라 통제변수들이 민감하게 반응하며 결

정적 영역이 있어 이 영역 안으로 위의 계수들

을 조절할 수 있는 생산자의 역량이 매우 중요

함을 알 수 있었다. 또한 생산기간과 서비스 

기간의 생산비용의 경우에 그 페널티가 얼마나 

작은지에 따라서 즉 얼만큼 싸게 서비스 기간
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에서도 예비용 부품을 생산할 수 있는 지에 따

라 기업의 비용을 많이 절감할 수 있음을 알 

수 있었다.  
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