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1. 서론  

공간상에 탄성체에 의해 지지되는 강체의 진동응답은 관
성행렬과 강성행렬로 표현된 강체의 운동방정식의 모우드
해석으로부터 수치적으로 구할 수 있다. 그러나 역으로 진
동설계를 위한 해석적인 해를 구하는 것은 일반적으로 매
우 복잡하므로 의미있는 결과를 얻기 위해서는 운동방정식
을 단순화하는 조건을 부여한다. Harris1는 직교스프링들에 
의해 지지되는 강체의 운동방정식의 비연성화조건을 제시
하였고 이때 모우드들이 대칭면에 대해서 3 개의 in-plane 
modes와 3 개의 out-of-plane modes들로 분리되는 것을 보였
다. Ball2의 나선이론적(screw theory) 관점에서 진동모우드들
은 공간상의 진동축으로 해석할 수 있다. 본 논문에서는 
진동축간의 관성행렬에 대한 직교관계를 이용하여 반작용
렌치를 정의하고 대칭면을 갖는 진동시스템에서의 진동축
과 반작용렌치 간의 기하적 관계를 보인 뒤 이를 이용하여 
관성행렬과 강성행렬에 대한 직교성으로부터 모우드간의 
관계에 대한 기하적 해석을 제시하였다. 이로부터 대칭면
을 갖는 단일강체의 진동축의 합성기법을 제안하였다.  
 

2. 진동축과 반작용렌치 간의 기하적 관계   
임의의 평면을 대칭면으로 갖는 진동계는 회전변환에 의
해서 XY 평면을 대칭면으로 갖는 진동시스템으로 나타낼 
수 있다. 진동시스템이 대칭면을 가질 경우 진동축들은 3
개의 대칭면수직 진동축들 (in-plane modes)과 3 개의 
대칭면안 진동축들 (out-of-plane modes)로 분리되며 진동
축간의 관계는 Fig. 1과 같이 나타낼 수 있다.  

prepX̂
inX̂

i 번째 진동축을 라 하고 관성행렬을 이라 할 때 
다음과 같이 반작용렌치를 정의할 수 있다. 

iX̂ M

ii XMw ˆˆ = . (1) 

일반적으로 진동축들은 관성행렬 에 대해 다음과 같은 
직교관계를 만족한다.  

M

0ˆˆ =j
T
i XMX , (2) 

여기서 ji ≠ 이다.  
식 (1)와 (2)으로부터 i 번째 진동축과 j 번째 반작용렌치 간
의 관계식을 다음과 같이 유도할 수 있다. 

0ˆˆ =j
T
i wX . (3) 

식 (3)는 진동축과 반작용렌치가 역관계(reciprocal relation)를 
이룸을 의미한다. 따라서 대칭면을 갖는 진동시스템의 진
동축과 반작용렌치들은 Fig. 2 과 같은 기하적 관계를 갖는
다.  

3. 모우드 직교 관계의 기하적 해석 
 

XY 평면을 대칭면으로 갖는 진동시스템에서 각각 점
와 점( ii yx , ) ( )jj yx , 를 지나는 대칭면수직 진동축들을 관성

행렬에 대한 직교관계를 나타내는 식 (2)에 적용하면 다음 
식을 얻을 수 있다.  

0=++ mIyyxx zzjiji . (4) 

식 (4)는 대칭면수직 진동축들이 무게중심을 수심으로 하는 
삼각형의 세 꼭지점을 통과하는 것을 의미하고 있다 (Fig. 
3-(a)). 

perp
3X̂

perp
1X̂

in
1X̂ in

2X̂

in
3X̂

perp
2X̂

 
Fig. 1 Geometrical representation of in-plane and out-of-plane 

modes as three vibration axes perpendicular to the plane of 
symmetry and three vibration axes lying in the plane of 
symmetry respectively 
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Fig. 2 Geometrical relationship between vibration axes and their 
reaction wrenches 
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Fig. 3 Geometrical interpretation of orthogonality with respect to 

mass matrix 
 

식 (2)로부터 반작용렌치들의 행렬에 대한 직교 관계를 
다음과 같이 유도할 수 있다. 

N

0ˆˆ =j
T
i wNw , (5) 

여기서 . 1−= MN
iŵ 와 가 각각 점jŵ ( )ii yx , 와 점 ( )jj yx , 에서 대칭면을 지
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나는 대칭면안 진동축들의 반작용렌치라고 하면 식 (5)로부
터 다음의 식을 유도할 수 있다.  

0=++′′ mIyyxx xxjiji , (6) 

여기서 xx ζ=′ , yyxx II=ζ . 

따라서 식 (6)은 대칭면안 진동축들의 반작용렌치들이 
평면상에서 무게중심을 수심으로 하는 삼각형을 이루

고 있음을 나타내고 있다 (Fig. 3-(b)). 
( yx ,′ )
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 강성행렬과 순응행렬을 고유렌치와 고유트위스트를 이용
하여 기하적으로 분해하면 각각 다음과 같다3.  
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여기서 는 고유렌치(eigenwrench)를 나타내며 

는 고유트위스트(eigentwist)를 의미한다. 또한 
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 좌표축이 고유렌치의 방향과 일치한다면 , 대칭면 
조건을 적용하면 식 (7.a)에서 다음의 결과를 얻을 수 있다.  
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여기서 ( )yx hh , 는 대칭면에 수직한 고유트위스트가 대칭면

과 만나는 점의 좌표이며 ( )yx gg , 는 대칭면과 수직한 고

유렌치가 대칭면과 만나는 좌표이다. 마찬가지로 좌표축이 
고유트위스트의 방향과 일치한다면 , 대칭면 조건을 
적용하여 식 (7.b)에서 다음의 결과를 얻을 수 있다. 

( IΓ = )

TΤ∆ −= . (9) 
일반적으로 , 행렬에 대해 다음의 직교관계가 성립한
다.  
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식 (10.a)의 강성행렬에 식 (8)을 대입하고 각각 점 ( )ii yx , 와 
점 ( )jj yx , 를 지나는 대칭면수직 진동축들을 앞뒤로 곱하면 

다음의 식을 얻을 수 있다. 
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여기서 xx α=′′ 이고 12 kk=α , 16 kk=β . 
식 (11)은 평면상에서 대칭면수직 진동축들이 대칭면
과의 교점을 세 꼭지점으로 하는 삼각형의 각 변의 중심점
들을 원점으로 하는 3개의 원을 나타낸다. (Fig. 4) 
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Fig. 4 Geometrical interpretation of orthogonality with respect to 

stiffness matrix  

이 원들은 삼각형의 수심에서 동시에 만나며 수심의 좌표
로부터 , 를 찾을 수 있다. 마찬가지로 식 (10.b)의 순

응행렬에 식 (9)를 대입하고 각각 점 와 점
xh yh

( ii yx , ) ( )jj yx , 를 

지나는 대칭면안 진동축들의 반작용렌치들을 앞뒤로 곱하
면 다음의 식을 얻게 된다.  
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여기서 xx 1−=′′′ χ 이고 45 kk=χ , 43 kk=ε . 
 

4. 대칭면을 갖는 단일 진동체의 합성기법 
 

3 절의 기하적 관계를 이용하여 단일 진동체의 합성기법
을 다음과 같이 제안할 수 있다.  

 
(1) 대칭면 수직 진동축들이 대칭면과 만나는 3점중 2점의 
좌표를 임의로 결정한다. 식 (4)로부터 나머지 한 점의 좌
표가 결정되게 된다. 또한 mI zz  값이 결정되게 된다.  
(2) 대칭면안 진동축들의 3개의 교점중 2점의 좌표를 임의
로 결정한다. ζ 값을 임의로 결정하면 식 (5)로부터 나머지 
한 교점의 좌표가 결정되며 mI xx  값이 결정되게 된다.  
(3) α 값을 결정한 뒤 대칭면수직 진동축들의 좌표를 식 
(11)에 적용하면 수심의 좌표로부터 , 값을 얻을 수 

있으며 
xh yh

β 값을 결정할 수 있다. 
(4) χ 값을 결정한 뒤 대칭면안 진동축들의 좌표를 식 (12)
에 적용하면 마찬가지로 , 값과 xg yg ε 값을 결정할 수 있

다.  
(5) , 으로부터 다음의 관계식을 
얻을 수 있다.  
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식 (13)으로부터 임의 진동축의 주파수를 결정하면 나머지 
진동축들의 주파수가 정해지며 이로서 진동계의 모든 파라
메터들을 결정할 수 있다.  
 

5. 결론  
공간상에 탄성적으로 지지되는 단일 강체의 주어진 6

개의 진동축의 위치를 만족하는 강성과 관성행렬의 기하적 
합성법을 제안하였다. 대칭면을 갖는 강체진동계의 진동축
과 반작용렌치간의 기하적 관계를 보였고 관성, 강성행렬
에 대한 직교성을 기하적으로 해석하였다. 이로부터 주어
진 진동축의 위치와 주파수값을 순차적으로 구하는 해석기
법을 도출하였다. 
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