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1. 서론 
 

기존의 균질화법과 밀도법에 근거한 위상최적화 방법에

서 벗어나 설계 영역 내에 존재하는 재료의 경계를 다루거

나 추출하는데 레벨셋 방법을 이용하는 위상최적화가 
Sethian 과 Wiegmann[1]에 의해 제안되었다. 레벨셋 기반 위
상최적화의 경우, 유한요소해석을 통하여 구조물의 반응해

석과 민감도 해석을 수행하게 되고 이를 바탕으로 해밀턴-
자코비 형태의 진화식을 계산하여 매 축차마다 구조물의 
경계를 진화시키게 된다. 일반적인 선형 탄성문제에 대한 
컴플라이언스 최소화 문제에 있어서는 목적함수 내에 응력

과 변형률의 곱으로 표현되는 항이 존재한다. 그리고 레벨

셋 위상최적화의 경우 최적화 과정 중에 계산량이 많아 구
조물의 반응해석에는 선형 유한요소를 많이 사용하고 있다. 
따라서 이러한 선형 요소에 있어서 응력(혹은 변형률)은 요
소 내에서 일정한 상수값이 되며, 요소와 요소간에는 서로 
불연속적인 값을 갖는다. 이러한 응력 혹은 변형률의 불연

속성은 설계변수의 개선에 사용되는 해밀턴-자코비 방정식

의 속도항에 영향을 미치게 되고 궁극적으로는 수렴 안정

성에 영향을 준다.  
앞서 언급한 불연속적인 응력과 변형률값을 연속적인 

값으로 처리하는 가장 간단한 방법으로 절점에서 응력 및 
변형률을 평균화하는 것이 있다. 이 경우 유한요소 내의 
적분점에서 계산된 응력값을 요소 내 절점에서의 값으로 
재구성하고 인접한 요소의 수를 고려하여 평균화한다. 또 
다른 방법으로 응력 회복을 통한 연속화 방법이 있다. 관
심있는 절점에서의 응력값을, 인접한 요소들로 구성되는 
패치에서의 응력값을 사용하여 유한요소 형상함수를 통해 
내삽하여 사용한다. 일반적으로 이러한 응력 회복 방법은 
패치 내에서 정확한 응력값을 줄 수 있다고 알려져 있

다.[2] 하지만 경계에 존재하는 요소에 대해서는 응력값이 
일부 부정확해 질 수 있는 단점이 있다. 본 연구에서는 응
력 회복과 함께 경계에서도 연속적이며 정확한 응력값을 
줄 수 있는 전역 응력 회복 방법을 적용하고자 한다.  

정확한 응력 및 변형률의 계산을 위해서는 유한요소해

석의 정확성이 보장되어야 한다. 일반적으로 유한요소해석

을 수행할 경우 강성행렬 계산을 위해 요소 내에서 가우스 
수치 적분을 이용한다. 최근에 이러한 강성행렬 적분에 있
어서 기존의 가우스 적분법을 사용하지 않고 안정화된 절
점적분을 이용한 유한요소법이 Liu et al.[3]에 의해 제안되

었다. 이 방법에서는 요소 내에 일정한 상수값을 갖는 변
형률장을 가정할 경우, 영역적분을 경계적분으로 변경할 
수 있음에 착안하여 안정화된 절점 적분법을 이용한 유한

요소해석법을 제시하였다. 이를 통하여 적은 수의 유한요

소 수에 대해서도 기존의 가우스 적분을 이용하였을 때 보
다 더 정확해에 가까운 수치해를 얻을 수 있음을 보였다. 
또한 강성행렬의 적분 시 존재하는 요소 잠김 현상을 완화

할 수 있음을 제시하였다. 
본 연구에서는 안정화된 절점 적분법에 기반한 유한요

소해석을 통하여 강성행렬를 완화시키고 구조물 변형해석

에 있어서의 정확성을 확보하고자 한다. 최종적으로 제시

한 방법을 통해 기존의 이차원 선형 탄성문제에 있어서의 

컴플라이언스 최소화 문제에 적용하여 그 적절성과 타당성

을 보이고자 한다. 
 

2. 강성 완화 기법  
일반적으로 유한요소 수식화에서는 형상함수를 사용하

여 변위 및 변위의 일차 미분량에 해당하는 변형률을 근사

화 한다. 이 때 공간에 대한 일차 미분량은 다음과 같은 
미분 완화식을 적용할 수 있다. 

( ) ( ) ( )
C

h h
C Cu x u x x x d

Ω
∇ = ∇ Φ −∫ Ω  (1) 

여기서 
hu∇ 는 완화된 일차 미분 근사량, Φ 는 완화 함

수, CΩ 는 완화 영역, 그리고 Cx 는 완화 영역 내의 임의

의 점을 나타낸다. 
식(1)은 다음의 경계 및 영역적분으로 나누어 표현된다. 

( ) ( ) ( ) ( )

              ( ) ( )
C

C

h h
C C

h
C

u x u x n x x x d

u x x x d

Γ

Ω

∇ = ∇ Φ −

− ∇Φ − Ω

∫
∫

Γ

 (2) 
여기서 완화 함수 Φ 를 완화 영역 내에서 일정한 상수함

수( ( ) 1 if ,  0   if C C Cx x x x CΦ − = Ω ∈Ω ∉Ω )로 
정의할 경우, 식(2)는 다음과 같이 쓸 수 있다. 

1( ) ( ) ( )
C

h h
C

C

u x u x n x d
Γ

∇ = Γ
Ω ∫

 (3) 
여기서 CΩ 은 완화 영역의 면적 (혹은 부피)를 나타낸다. 
즉, 공간에 대한 변위의 미분량이 미분 완화식을 통해 

영역적분이 경계적분으로 변경된다. 이러한 변위의 경계적

분을 통해 일차 미분량에 해당하는 값을 얻을 수 있게 되
고, 또한 완화 영역 내에서 변형률은 일정한 상수값 (면적 
혹은 부피)을 갖게 된다. 

 
3. 응력 회복 기법 

본 연구에서는 사용되는 응력 회복기법은 설계영역 전체

에서의 응력 완화 및 회복을 수행한다. 이를 위해 다음의 
행렬식을 풀게 된다.[2] 

[ ] [ ] { } [ ]*

e e

T T
e eG

e e
N N d N dσ σ

Ω Ω

⎛ ⎞Ω = Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫

  (4) 

여기서 은 형상함수, N { }*

G
σ 는 절점에서 정의되는 완

화된 응력이며, σ 는 각 요소 내에서 정의된 응력값이다.  

좌측항은 일종의 질량행렬의 형태를 가지며 모든 국부 
응력항의 완화에 대해 동일한 값을 갖는다. 일반적으로 이 

방법은 전역  투영기법으로 알려져 있으며 조각응력 회

복 기법과 함께 현재 널리 쓰이고 있다. 
2L

555



한국정밀공학회 2007 년도 추계학술대회논문집  

 

M

Ω

4. 레벨셋 기반 위상최적화 문제의 수식화  
재료 제한조건을 고려한 컴플라이언스 최소화 문제는 

다음과 같다.  

des

des

objective

volume vol tot

Minimize  ( )

Subject to  ( )

T
u uF H d

H H d

φ σ ε

φ ξ

Ω

Ω

=

= Ω ≤

∫
∫

(5) 
여기서 φ 는 레벨셋 함수, volξ 는 설계영역 전체 부피

( totM )에 대한 부피비이다. 
위의 식(5)와 같이 제한조건이 있는 문제의 경우 라그

랑지 승수λ 를 이용하여 다음과 같이 쓸 수 있다. 

( )
des

lag vol( ) ( )T
u uL H E Hφ ε ε λ φ ξ

Ω
⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∫ dΩ

(6) 
그리고 설계변수인 레벨셋 함수값의 미소변화량에 대한 

형상민감도는 다음의 식으로 표현된다. 

lag objecvtive objecvtive

volume

, ,

              ,

L F F
u

u

H

,ψ ψ
φ φ

λ ψ
φ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

∂
+

∂

(7) 

여기서 lag lag,
L L

dψ
φ φΩ

∂ ∂
=

∂ ∂∫ ψ Ω는 Frechet 미분을 나

타내고 는 형상변경에 따른 변위의 민감도 방향을 의미

한다. 
u

특별히 본 연구에서 이용되는 형상민감도에 관한 식은 
Haug et al.[4]에 근거하여 기술한다. 식(7)의 첫번째 항은 다
음의 수반방정식을 이용하여 다음과 같이 표현 가능하다. 

{ }
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u u

F
u f u h u

u
δ φ κ σ ε ψ

Ω

∂ ⎡ ⎤= + − ⎦⎣∂ ∫ dΩ

  (8) 
식(7)의 두번 째, 그리고 세번 째 항은 다음과 같이 나

타낼 수 있다. 

des

objective , ( ) T
u u

F
dψ δ φ σ ε ψ

φ Ω

∂
=

∂ ∫ Ω   (9) 

des

volume , ( )H dψ δ φ ψ
φ Ω

∂
= Ω

∂ ∫    (10) 

따라서 최종적인 라그랑지 범함수에 관한 형상민감도는 다
음과 같다. 

des

lag , ( )
L

dφψ δ φ λ ψ
φ Ω

∂
⎡ ⎤= Μ +⎣ ⎦∂ ∫ Ω   (11) 

여기서 T Tf u hφ κΜ = + u . 

이 때 형상변형에 관한 해밀턴-자코비 방정식의 속도장

에 해당하는 을 다음과 같이 정의한다. shapeV

 shapeV ⎡ ⎤= Μ +⎣ ⎦φ λ ψ
   (12) 

형상변형에 관한 속도장을 식(12)와 같이 정의하면 최
적화 과정 중 라그랑지 범함수의 감소가 만족된다. 

4. 적용예제  
제안된 방법의 검증으로 위상최적화에서 많이 다루어졌

던 외팔보의 컴플라이언스 최소화 문제를 고려하였다. 설
계에 적용된 외팔보의 형상, 하중 및 경계조건을 Fig. 1 에 
나타내었다. 외팔보의 설계조건은 Table 1 에 요약하였다. 

 
Fig. 1 Example of cantilever beam design 

Table 1 Design parameters: cantilever beam design 
 

Design condition Specified data
Geometry L=2, D=1 

Mesh 3200 Linear quadrilateral elements 
Material E=1, ν=0.3 

Applied load P=1 
Volume ratio 35% 

 

 
  (a) Material distribution  (b) Zero level set distribution 

Fig. 2 Optimum topology 

 
Fig. 3 History of objective function and constraint 

Fig. 2 는 수렴된 최적의 위상을 나타낸다. Fig. 3 은 목적

함수와 제한조건의 수렴양상을 나타내며, 축차과정에서 목
적함수의 요동이 발생하지 않고 단조증가한 후 제한조건이 
만족하는 부분에서 수렴하는 것을 확인할 수 있다. 

 
5. 결론  

본 연구에서는 안정화된 절점 적분 및 응력 회복을 고
려한 위상최적화를 수행하였다. 제안된 방법을 이차원 선
형탄성 구조물의 컴플라이언스 최소화 문제에 적용하였을 
때 레벨셋 함수 및 목적함수의 안정적인 수렴양상을 확인

할 수 있었다. 향후 제안된 방법을 판이나 쉘 구조물에 대
한 위상최적설계에 적용하여 확장성 및 유용성을 보이고자 
한다. 
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