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Abstract 

At nanoscales, the Boltzmann transport equation (BTE) can best describe the behavior of phonons which 
are energy carriers in crystalline materials. Through this study, the phonon transport in some micro/nanoscale 
problems was simulated with the Monte Carlo method which is a kind of the stochastic approach to the BTE. 
In the Monte Carlo method, the superparticles of which the number is the weighted value to the actual number 
of phonons are allowed to drift and be scattered by other ones based on the scattering probability. Accounting 
for the phonon dispersion relation and polarizations, we have confirmed the one-dimensional transient phonon 
transport in ballistic and diffusion limits, respectively. The thermal conductivity for GaAs was also calculated 
from the kinetic theory by using the proposed model. Besides, we simulated the electrostatic discharge event 
in the NMOS transistor as a two-dimensional problem by applying the Monte Carlo method. 

기호설명 

pC  : 정압 비열 (J/kg · K) 

( )D ω : 상태 밀도 
E  : 단위 체적당 에너지 (J/m3) 
F  : 누적 분포 함수 
G  : 역격자 벡터 
g  : 겹침수 

 : 플랑크 상수 (J · s) 
i  : i번째 주파수 구간 
K  : 파장 벡터 
k  : 열전도도 (W/m · K) 
l  : 평균 자유 행정 (m) 

N  : 입자의 개수 

bN  : 주파수 구간의 개수 
n  : 점유수 
P  : 확률 
p  : 극성 모드 
R  : 임의의 수 (0 < R <1) 
r  : 위치 벡터 (m) 
T  : 온도 (K) 
t  : 시간 (s) 
T  : 유사 온도 (K) 

gV  : 군속도 (m/s) 

W  : 비례 인자 
 
그리스 문자 
α  : 열확산 계수 (m2/s) 
ρ  : 밀도 (kg/m3) 

Tτ  : 총 이완시간 (s) 
ω  : 주파수 (rad/s) 
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0,iω  : i번째 주파수 구간의 중간값 (rad/s) 

1. 서 론 

결정성 물질에서 열전달은 격자의 진동에 의해 
일어나고 그 양자화된 에너지는 포논(phonon)이라
고 한다. 포논이 산란없이 표류하는 거리를 평균 
자유 행정(mean free path)이라고 한다. 포논의 표류
는 열역학적 비평형을 야기하고 산란은 열역학적 
평형을 회복시킨다. 시스템의 특성 길이가 평균 
자유 행정에 비해 클 때에는 산란이 많이 일어나 
열역학적 평형을 이루게 되는데, 이러한 과정을 
확산(diffusion)이라고 하며 푸리에 전도 법칙
(Fourier’s law of heat conduction)에 의해 기술될 수 
있다. 반 로 시스템의 특성 길이가 평균 자유 행
정보다 짧은 경우 산란이 거의 발생하지 않으며 
열역학적 평형을 이루기 어렵다. 이것을 벌리스틱 
(ballistic) 영역이라고 하며 앞의 푸리에 법칙은 적
용될 수 없다. 300 K 에서 규소의 경우 포논의 평
균 자유 행정은 약 300 nm인데 이는 현재 반도체 
소자 게이트의 길이보다 길다. 이 영역에서는 확
산으로 열전달 현상을 설명할 수 없다. 
벌리스틱 영역에서 포논의 전달 현상은 볼츠만 
수송 방정식(Boltzmann transport equation; BTE)을 이
용할 수 있으며 위치와 속도의 위상공간과 시간을 
합한 차원에서 입자의 거동을 기술한다. 양자역학
적 개념인 포논의 경우 파동의 관점이 아닌 입자
의 관점에서 보았을 때 볼츠만 수송 방정식을 적
용할 수 있다. 그러나 이 방정식은 문제를 단순화
시키는 많은 가정을 도입한 후에나 해를 얻을 수 
있을 정도로 복잡하다. 컴퓨터 처리 성능이 향상
됨에 따라 볼츠만 수송 방정식의 해를 통계적으로 
접근할 수 있게 되었다. 몬테 카를로 방법은 통계
적 방법으로서 볼츠만 수송 방정식에 이완 시간 
근사(relaxation time approximation)를 적용하여 많은 
수의 에너지 전달자를 모사해 문제에 접근한다. 
때문에 계산량은 많지만 복잡한 형상의 문제를 고
려할 수 있고 각각의 산란현상을 독립적으로 다룰 
수 있다. 몬테 카를로 방법은 전자의 전달 현상 
모사에 널리 사용되어왔다. 저온 영역의 포논 전
달 모사는 Klistner 등(1)에 의해 수행되었다. 
Peterson(2)은 모든 포논의 군속도(group velocity)가 
일정하다는 드바이 가정(Debye’s assumption)을 이
용해 모사하였고, Mazumder 와 Majumdar(3)는 
Peterson 의 연구를 확장하여 포논 분산 관계
(dispersion relation)와 소리 극성 갈래(acoustic 
polarization branch)를 고려하였다. Yunfei Chen 등(4)

은 몬테 카를로 방법에 유전 알고리즘을 적용하여 
포논의 운동량 보존을 만족시켜 나노 와이어의 열
전도도를 계산하였고, Lacroix 등(5)은 개량된 누적 
분포 함수를 사용하였다. 
본 연구에서는 기존 소자의 동작속도와 발열량
을 개선하기 위해 사용되는 반도체 물질인 갈륨비
소(GaAs)의 열전도도를 몬테 카를로 방법을 이용
해 계산하고, 소자를 2차원 형상으로 단순화해 정
전기 방전(electrostatic discharge) 현상을 모사하였
다. 

2. 고체 내 에너지 상태 

2.1 포논과 진동 에너지 
결정 격자의 진동 에너지를 양자화한 양을 포논
이라고 하며 체적이 3V L= 인 물질 내부의 포논 
에너지는 다음과 같이 주어진다. 

1
2p K

E V n ω⎛ ⎞⋅ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑     (1)

여기서 n 은 보즈-아인슈타인(Bose-Einstein) 분포

에 의해 주어지는 점유수, ω는 주파수, p는 포논
의 극성모드, K 는 파장벡터이며 식의 합은 첫번
째 브릴루앙 파장 벡터 공간에서 이루어진다. 파
장 벡터 공간이 밀집되어 있다면 연속으로 가정할 
수 있고 위의 합을 적분으로 다음과 같이 체할 
수 있다. 

( )3

1
2 2 /K

p

dKE V n
L

ω
π

⎛ ⎞⋅ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫    (2) 

분산 관계를 이용하여 파장 벡터 공간상의 적분을 
주파수에 한 적분으로 변환할 수 있다. 

( )1
2p

E n D d
ω

ω ω ω⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫     (3) 

여기서 ( )D ω 는 상태밀도(density of state)이며 다음

과 같이 정의된다. 

( )
2

22
K dKD

d
ω

ωπ
=      (4) 

( )D dω ω 는 ω 와 dω ω+ 사이의 진동상태의 개수

를 나타낸다. 군속도는 아래와 같이 정의된다. 

g KV ω=∇      (5) 

2.2 분산 관계 곡선 
분산 관계는 포논이 가질 수 있는 에너지와 운
동량 즉, 고유상태의 집합이다. 모사에 있어 주파
수를 고려하는 것은 계산 시간을 더 길게 만든다. 
그러나 격자 내에서 포논 전달을 사실적으로 모사
하기 위해서는 분산 관계와 극성 갈래를 고려해야 
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한다. 본 연구에서는 규소(6), 게르마늄(7), 갈륨비소
(8)에 해서 가로 소리 갈래와 세로 소리 갈래를 
이용하였다. 다항식을 이용하여 근사하였으며 군
속도와 상태밀도를 이로부터 계산할 수 있다. 

3. 몬테 카를로 방법 

몬테 카를로 방법에서 표본들은 확률과정을 통
해 추출된다. 본 연구에서는 세 개의 위치좌표와 
세 개의 속도성분, 주파수, 극성모드를 가진 표본
을 확률과정을 통해 분포시킨다. 표본을 표류하게 
하고 산란과정을 겪게 한다. 모사는 가장 느린 포
논이 계산 영역을 두번 왕복할 정도의 시간까지 
또는 포논의 개수가 통계적 섭동 내에서 일정하게 
유지될 때까지 진행한다. 

3.1 초기화 과정 
우선 모사에 사용될 표본의 개수를 결정하는 것

이 필요하다. 단위 체적당 포논의 개수는 다음과 
같이 주어진다. 

( ) ( )0, 0,
1

,
bN

i i p i
p i

N n D p gω ω ω
=

= Δ∑∑    (6) 

여기서 pg 는 포논 갈래의 겹침(degeneracy) 개수

이다. 위 식으로 계산한 포논 개수는 보통 매우 
큰 수이다. 그래서 다음과 같이 정의된 비례 인자
(scaling factor)를 사용한다. 

actual

prescribed

N
W

N
=      (7) 

여기서 actualN 은 실제 포논의 개수이고 prescribedN 는 

모사에 사용되는 포논의 개수이다. 이 비례인자는 
계산량을 크게 감소시켜주며 초기에 계산되어 이
후의 모사 과정에 계속 사용된다. 본 연구에서는 
분산 관계에 근거한 상태밀도와 군속도의 주파수 
의존성을 반영하기 위해 주파수 구간을 1000 개로 
나누었다. 따라서 포논의 주파수를 결정하기 위해
서는 그 구간을 미리 결정해야 한다. i번째  주파
수 구간의 포논 개수는 

( ) ( ) ( )0, 0, 0,, ,i i i i iN n D LA D LAω ω ω ω⎡ ⎤= + Δ⎣ ⎦  (8)

이다. 그리고 누적 분포 함수(cumulative distribution 
function)를 아래와 같이 생성한다. 

1

1
b

i
kk

i N
kk

N
F

N
=

=

= ∑
∑

    (9) 

0 과 1 사이의 임의의 수 R 을 추출한 후 이분법
으로 1i iF R F− < < 를 만족하는 구간 i를 선택할 수 
있다. 주파수 구간 i로부터 포논의 실제 주파수는 
아래의 식을 이용해 결정할 수 있다. 

( )0, 2 1
2i R ωω ω Δ

= + −    (10)

주파수가 정해진 포논은 가로 소리 갈래 또는 세
로 소리 갈래 중 하나의 극성을 가져야 한다. 어
떤 갈래에 속할지는 주어진 주파수 구간 i 에서 
보즈-아인슈타인 분포와 상태밀도를 이용하여 아
래의 확률로 결정된다. 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )1

LA i
LA i

LA i TA i

TA i LA i

N
P

N N

P P

ω
ω

ω ω

ω ω

=
+

= −

   (11) 

3.2 표류(drift) 
결정성 물질 안에서 포논은 군속도 gV 로 움직

이며 표류하는 동안 산란을 수반한다. 본 연구에
서는 시간 간격 tΔ 동안 발생하는 사건을 두 개의 
단계로 나누는데, 각각을 표류와 산란이라고 하겠
다. 표류단계에서 포논은 한 지점으로부터 다른 
지점으로 선형적으로 움직인다. 시간 간격 tΔ 와 
군속도에 의해 포논의 위치는 계속 갱신된다. 위
치는 명시적 1차 시간 적분에 의해 구할 수 있다. 
( ) ( ) gr t t r t V t+ Δ = + ⋅Δ    (12) 

표류단계에서 포논은 셀의 시작점이나 끝점을 지
나 옆의 셀로 이동할 수 있다. 이후 포논은 위치
에 따라 각 셀에 기록된다. 따라서 각 셀의 에너
지 TE 를 계산할 수 있고 아래 식에 의해 유사 온

도 T 가 정해진다. 

( )0, 0,

1 0,

,

exp / 1

bN
i iT

p i i B

D pE W
V k T

ω ω ω

ω=

Δ
=

⎡ ⎤ −⎣ ⎦
∑∑   (13) 

유사 온도는 셀이 열적 평형 상태에 있다는 가정
하에 계산되는 인위적인 온도이다. 

3.3 산란(scattering) 
포논-포논 산란에는 두가지 종류가 있다. 하나는 
포논들의 주파수 분포를 변화시켜 전달 현상에 영
향을 미치는 일반 산란(normal scattering)이고 다른 
하나는 에너지 전달에 있어 저항 역할을 하는 움
클랍 산란(Umklapp sacttering)이다. 포논-포논 산란
에 있어 보존법칙은 다음과 같다. 

( )
( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

Normal

Umklapp

K K K

K K K G

ω ω ω+ ↔

+ ↔

+ ↔ +

  (14) 

여기서 G 는 역격자 벡터이다. 원칙적으로 위의 
보존 법칙을 만족시키는 에너지와 운동량의 조합
을 찾기 위해서는 특정 포논과 작용할 수 있는 주
위의 모든 포논을 고려해야 하지만 이 경우 계산
이 무척 많아지고 전혀 실용적이지 않다. 그래서 
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몬테 카를로 방법에서는 이완 시간 근사를 도입하
여 이완 시간과 시간 간격으로부터 산란 확률을 
계산한다. 

1 expscat
T

tP
τ

⎛ ⎞Δ
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (15) 

여기서 이완 시간 Tτ 는 산란율의 역수이다. 산란
율은 Holland(9),(10) 논문에 정리 제시된 것을 사용
하고, 전체 산란율은 Matthissen 의 규칙에 의해 개
별 산란율을 합한 값을 사용하였다. 산란 확률로 
특정 포논의 산란이 결정되면 표류단계 후 계산한 

유사 온도 T에 근거한 누적 분포 함수로 포논의 
주파수와 극성을 재할당한다. 에너지 보존 법칙을 
만족시키기 위해 표류단계 직후의 에너지와 현 단
계 에너지의 차이가 특정 수준보다 작아질 때까지 
포논의 재할당을 반복한다. 

4. 결과 및 고찰 

1 차원 과도 열전달을 벌리스틱 영역과 확산 
영역에서 각각 모사하였고 같은 모델을 이용하여 
갈륨비소의 열전도도를 다양한 온도 범위에 해

서 계산하였다. 2차원 문제에 한 적용으로 소자
에서의 정전기 방전 현상을 모사하여 열점에서 온
도 추이를 확인하였다. 

4.1 1차원 과도 열전도 모사 
1 차원 문제의 계산 영역을 만들기 위해 Fig. 1
처럼 직육면체 셀을 일직선으로 정렬한다. 일직선 
방향이 아닌 셀의 옆면을 정반사면으로 생각하면 
x방향 운동량이 보존되므로 계산 영역을 1 차원
으로 간주할 수 있다. 첫번째와 마지막 셀은 일정
한 온도로 유지하고 이들 셀로 들어오는 포논은 
무시한다. 총 셀의 개수는 40 개이다. 낮은 온도에
서는 산란이 거의 일어나지 않는다. 따라서 포논
은 온도가 높은 셀에서 낮은 셀로 다른 포논과의 
충돌없이 표류할 수 있다. 벌리스틱 영역에서 주
어진 모델의 온도 분포는 다음과 같은 값으로 일
정한 분포를 보인다. 

 

 
Fig. 1 One-dimensional computation model 

 

 
Fig. 2 In the 1-D low temperature simulation, 

temperature profile and ratio of LA phonon 
energy to total phonon energy 

1
4 4 4

2
h cT T

T
⎡ ⎤+

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

    (16) 

양 끝 칸의 온도는 각각 11.88 K , 3 K 로 유지하
고 전체 길이는 10 mμ , 비례인자는 약 30, 물질
은 게르마늄에 해 모사를 수행하였다. 식 (16)으
로 구한 온도는 10 K이고, Fig. 2 의 모사 결과는 
완전히 일정한 분포는 아니지만 기 했던 결과에 
가까운 온도 분포를 보여주고 있다. 그리고 벌리
스틱 영역에서 산란에 의한 포논 간의 에너지 전
달이 없기 때문에 나타나는 온도 도약(temperature 
jump)도 확인할 수 있다. 2.5 ns까지 온도는 마치 
두 개의 크게 다른 속도로 전파되는 것처럼 보인
다. 분산 관계에서 보면 낮은 에너지를 가진 세로 
소리 갈래의 포논이 속도가 가장 빠르다. 따라서 
빠른 속도로 온도가 전진하는 것처럼 보이는 부분
은 세로 소리 갈래 포논의 에너지 비율이 높음을 
확인할 수 있다. 
확산영역에서는 산란이 지배적이다. 에너지는 

전달 입자들 간의 산란에 의해 부분 전달된다. 
정상상태 온도는 푸리에 법칙에 의해 선형적인 분
포를 보이고 시간에 따른 온도변화는 열확산 방정
식으로부터 아래와 같이 구할 수 있다. 
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Fig. 3 Temperature profile in the high temperature 

transient simulation 
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여기서 게르마늄의 열확산 계수 α 는 
5 23.6 10 m /s−×  이다. 양 끝 칸의 온도는 310 K , 

290 K로 유지하고, 전체 길이는 2 mμ , 비례인자

는 47.7 10× , 물질은 게르마늄에 해 모사를 수행
하였다. Fig. 3 의 각 점은 여러 번의 모사를 평균
한 것이다. 괄호 안의 값은 모사 결과가 해석해와 
략적으로 일치하는 시간이다. 몬테 카를로 모사
의 결과는 해석해와 비슷하며 변해가는 모습도 유
사하다. 정상상태의 분포는 푸리에 법칙의 결과처
럼 선형적인 온도분포를 보여준다. 하지만 과도상
태의 분포를 해석해와 비교했을 때 항상 뒤처지는 
것을 확인할 수 있다. 이것은 열전도도 결과에서
도 언급되겠지만 운동량 보존을 만족시키지 못했
기 때문이라고 생각된다. 

4.2 갈륨비소 열전도도 
1 차원 문제에서 사용됐던 계산 영역을 그 로 
사용하여 열전도도를 구할 수 있다. 양 끝 칸의 
온도차를 20 K 로 일정하게 유지하면서 다양한 
온도 범위에서 계산할 수 있다. 입자운동론에서 
열전도도는 다음과 같이 정의된다. 

1
3 pk C v lρ= ⋅ ⋅     (18) 

여기서 pC 는 비열(specific heat)(11)로서 온도의 함

수이고 l 은 평균 자유 행정이다. 몬테 카를로 모
사를 통해 평균속도 v 와 평균 산란율을 구할 수 
있으므로 위 식으로 열전도도를 계산할 수 있다. 
문헌에 따르면 몬테 카를로 방법을 이용하여 규소
나 게르마늄의 열전도도는 계산되었으므로 갈륨비

 
Fig. 4 GaAs thermal conductivity; comparison with 

experimental and calculated values 
 
소를 선택하였다. 갈륨비소는 소자의 동작속도와 
발열문제를 향상시키기 위해 개발된 반도체 물질
이다. 몬테 카를로 모사의 결과는 Fig. 4에 제시하
였다. 200 K 를 기준으로 낮은 온도에서는 실험값
보다 크게 예측하였고 높은 온도에서는 열전도도
를 작게 계산하였다. 낮은 온도에서의 차이는 포
논의 경계면과의 산란(boundary scattering)이 고려
되지 않았기 때문이고(3), 높은 온도에서는 포논-포
논 산란에서 운동량 보존을 만족시키지 못 하였기 
때문이다.(4) 이것은 확산영역에서의 1차원 과도 열
전도 결과가 해석해보다 시간적으로 뒤처지는 결
과를 보였던 것과 같은 이유이다. 

4.3 정전기 방전 현상의 모사 
마지막으로 몬테 카를로 방법을 2 차원 문제에

적용해 보았다. 정전기 방전 현상은 나노 시간 범
위에서 높은 전류가 발생하는 현상으로 소자 손상
의 많은 비중을 차지하고 있다. 계산 영역은 Fig. 
5 와 같고 윗면은 확산조건, 나머지 경계면은 300 
K 로 유지한다. 직육면체 셀을 평면으로 정렬하고 
지면 방향의 면들을 정반사면으로 처리하여 2 차
원 문제를 모사하였다. 확산 조건의 경계면에 닿
는 포논은 새로운 진행방향을 갖게 된다. 그 외 
경계면은 흑체로 간주하였다. 전력의 시간변화는 
Narumanchi(12)를 참고하였다. 

 
Fig. 5 Two-dimensional computation model    

(NMOS transistor) 

2169



   
 

6

 
Fig. 6 Temperature predictions in comparison with 

different models at a point in the hotspot 
 
Fig. 6 은 다양한 모델(12)로 계산된 열점에서의 온
도 추이를 보여준다. 몬테 카를로 모사에서는 포
논의 소리 갈래만 고려하였는데 그 결과는 풀 포
논 디스퍼젼(full phonon dispersion) 모델(12)에서 모
든 열발생을 소리 갈래 포논으로 가정한 결과와 
매우 유사하다. 이는 몬테 카를로 모사에서 소리 
갈래 포논만 고려하였지만 Holland(9)가 정리한 산
란율에는 광학 포논의 기여도 포함되어 있기 때문
이다. 

5. 결 론 

거시적 열전달에 사용되는 해석방법과 달리 미
세영역의 열전달에서는 볼츠만 수송 방정식으로 
에너지 전달자의 거동을 기술한다. 본 연구에서 
볼츠만 수송 방정식을 만족시키는 통계적인 방법
으로 몬테 카를로 방법을 적용하였다. 포논의 주
파수에 따른 군속도와 상태밀도의 변화를 고려하
기 위해 분산 관계와 소리 극성 갈래를 이용하였
다. 게르마늄에 한 1차원 과도 열전도를 벌리스
틱 영역과 확산 영역에서 모사하였고 동일한 계산 
영역을 사용하여 다양한 온도에서 갈륨비소의 열
전도도를 계산하였다. 정전기 방전 현상을 모사하
기 위해 2 차원 형상의 소자에도 적용하였는데 이
는 몬테 카를로 방법이 셀을 배치하는 것만으로 
복잡한 형태도 손쉽게 다룰 수 있음을 보여주었다. 
그러나 1 차원 과도 열전도 문제에서 확인된 온도
의 뒤처짐이나 저온, 고온 영역에서의 열전도도 
오차를 통해 보완해야 할 점들도 확인했다. 정확
한 모사를 위해서는 저온에서 포논과 경계면의 산
란을 고려해야 하고, 고온 영역에서는 포논의 운
동량 보존을 만족시켜야 한다. 또한 군속도가 느
려 에너지를 저장하는 효과를 보여주는 광학 포논

의 분산 관계나 산란율도 고려되어야 할 것이다. 
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