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1. 서     론

파랑변형을 해석하기 위한 수치 모형은 1970년

대부터 컴퓨터의 발달과 더불어 완경사방정식과 

Boussinesq 방정식과 같은 수심적분 모형의 개발

로 크게 발전하기 시작하였다. 이후 Massel 

(1993)은 고차의 수심변화 항, 즉 바닥의 곡률항

과 바닥경사의 제곱항을 고려하여 바닥경사가 급

하거나 수심이 급변하는 지역에도 정확한 결과를 

얻을 수 있는 확장형 완경사방정식을 개발하였

다. 지금까지 개발된 대부분의 완경사방정식과 

확장형 완경사방정식은 속도포텐셜을 사용하여 

유도되었다. 최근에 Kim and Bai(2004)가 

Hamilton 이론을 이용하여 흐름함수로 표현된 확

장형 완경사방정식을 최초로 유도한 바 있다..

본 연구에서는 Green의 제2정리를 사용하여 흐

름함수로 표현된 확장형 완경사방정식을 유도하

고, Kim and Bai의 식과 비교하였다. 그리고, 경

사면 위를 진행하는 파의 반사, 포물선형 마운드 

위를 진행하는 파의 반사, 사련군에 의한 Bragg 

반사의 경우에 수치 실험을 수행하여 본 연구에

서 유도한 식의 정확성을 검증하였다.

2. 확장형 완경사 방정식

선형파 이론에서 흐름함수 는 다음과 

같이 정의된다.

    ≡




             (1)

흐름함수로 표현된 지배방정식과 경계조건은 아

래와 같다.

    
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


 ,                 (2)

    





∇∇⋅   on           (3)

        on                    (4)

변수심 위를 진행하는 파에 대해서, 소멸파 성분

을 제외한 진행파 성분에 적용되는 흐름함수는 

다음과 표현된다.

      ,        


        (5)

여기서 파수 는 다음의 선형 분산관계식을 만족

한다.

                               (6)

위 식에서 는 각주파수이다. 수심적분된 식을 

구하기 위해서 다음과 같이 Green의 제2정리를  

와 에 적용하였다.
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

  (7)

진행파에 대해서 정리하면 적분식은 다음과 같

다.
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        (8)  
  

      

여기서, 와 는 각각 파의 위상속도와 군속도

이다. 식 (8)의 마지막 괄호 안의 항들은 수심변

화를 표현하는 고차항이다. 위 식에서 와 

는 각각 다음과 같이 표현된다.
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식 (9),(10)을 식 (8)에 대입하고 정리하면 다음

과 같은 확장형 완경사방정식을 구할 수 있다.
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                                         (11)

여기서, 와 는 각각 수심의 곡률항과 바닥경

사의 제곱의 계수이고 다음과 같이 계산된다.
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식 (12)로 표현된 는 Kim and Bai의 와 일치

하는 반면 식 (13)으로 표현된 는 Kim and Bai

의 와 일치하지 않았다. 본 연구에서 유도한 

식 (11)은 다음과 같이 속도포텐셜로 표현된 확

장형 완경사방정식(Massel, 1993; Suh et al., 

1997)과 비교할 수 있다.

    ∇⋅∇


∇
∇

 

              (14)

여기서 와 는 고차의 수심변화항이고, 수면

에서의 속도포텐셜 는 소멸파 성분을 무시하면 

다음과 같이 정의된다.

    


      (15)

3. 수치 실험

3.1 경사면에 의한 파의 반사
  Booij(1983)의 경사면 실험은 수평 1차원의 경

우 경사면 위로 파랑이 전파하는 현상을 모의하

여 경사도에 따른 파랑의 반사율을 측정하는 것

이다. 이 실험은 Booij가 완경사방정식의 적용 

한계를 구하기 위해서 사용한 이래로 파랑변형모

형의 검증 예로 많이 사용되고 있다. 수심이 

  와   인 두 수평면 사이에 경사

면을 두고 주기  의 선형파가 수심에서 

출발하여 경사면을 지나가면서 발생한 반사율을 

측정한다. 본 연구에서 유도한 식과 Kim and 

Bai(2004)의 식, 흐름함수에 대한 완경사방정식

을 유한차분한 각각의 결과와 Laplace 식을 유한

요소법을 사용한 해석 결과를 함께 비교하였다. 

Laplace 식의 결과는 엄밀해에 해당된다. 본 연

구에서 유도한 식의 결과는 Laplace 방정식의 결

과와 잘 일치하는 반면에, Kim and Bai의 식은 

급경사에서 반사율이 더 크게 나왔다. 완경사방

정식은 완경사에서도 오차를 보였다. 완경사방정

식과 확장형 완경사바정식에서 나타난 오차는 속

도포텐셜에 대해서 구한 결과(Suh et al., 1997; 

Lee et al., 1998; Lee et al., 2003)와 유사하

다.
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Fig. 1. computational domain for numerical test of 
waves propagating over a plane slope.
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Fig. 2. Variation of reflection coefficients with slope 
width for Booij’s (1983) planar slope; ——
— = present equation, ○ = Laplace 
equation,---- = mild-slope equation in terms 
of stream function, -·-·- = Kim and Bai’s 
(2004) equation.

3.2 포물선형 마운드에 의한 파의 반사
  또한, 포물선 형태의 마운드를 지나는 선형파

의 반사를 모의하는 수치실험을 수행하였다. 이 

실험은 Porter and Staziker(1995)와 Kim and 

Bai(2004)에 의해서 수행된 바 있으며, 포물선형 

마운드의 수심은 아래와 같이 표현된다.

      
 



     
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여기서, 는 수심이 일정한 영역에서의 수심이

고, 는 마운드의 수평거리이다. 실험조건으로, 

와 의 관계를   로 두었고, 이 때 
  이다. 바닥경사와 곡률의 크기는 

≦ ≦ 와   
이다. 계

산영역은 Fig. 3과 같고, Fig. 4에 수치실험결과

를 Bai and Yeung(1974)의 국소유한요소 결과와 

비교하였다. 는 마운드의 수평거리와 파장 
비를 의미한다. 이 값이 작아짐에 따라 경사가 

급해진다. 완경사방정식의 결과는 모든 에
서 국소유한요소 결과와 차이가 있는데 반해서, 

2보다 큰 경우에 본 연구의 식과 Kim and Bai의 

결과는 가 국소유한요소 결과와 잘 일치하
였다. 그리고, 본 연구의 결과가 Kim and Bai의 

결과보다 급경사에서 국소유한요소 결과에 더 가

까운 반사율을 보였다. 가 2보다 훨씬 더 
작아지는 경우에 모든 확장형 식은 매우 큰 반사

율을 보였으나, 완경사 식은 반사율이 작아지는 

경향을 제대로 재현하였다.
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W W3LL 3Lλ

Fig. 3. domain for numerical test of waves 
propagating over parabolic mound.
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Fig. 4. Variation of reflection coefficients for the 
parabolic mound; ——— = present equation, 
○ =localized element method, ----= 
mild-slope equation in terms of stream 
function, -·-·-= Kim and Bai’s (2004) 
equation.

3.3 사련군에 의한 파의 반사
  주기적으로 변화하는 바닥 위를 지나는 파랑의 

파수(k)가 바닥 변화의 파수(K)와 2k/K=1의 관계

를 가질 때 매우 많은 에너지가 반사하는 현상을 

Bragg 반사라고 한다. 본 연구에서 Davies and 

Heathershaw(2983)가 사련군을 지나는 파랑의 반

사에 대한 수리모형실험과 같은 조건으로 수치실

험을 수행하였다. 사련의 수심은 아래와 같이 표

현된다.

    













  ≦ 
   ≦ ≦  
  ≧  
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여기서, ,   ,  ,  



이다. 계산영역은 Fig. 5와 같고, Fig. 6

에 수치실험결과를 Davies and Heathershaw 

(1983)의 수리실험결과와 비교하였다. 완경사 식

은 반사율이 최대가 되는 경우의 주파수는 잘 맞

추었지만, 수리실험보다 더 큰 반사율을 재현하

였다. 이에 반해서, 본 연구의 식과 Kim and Bai

의 식은 수리실험의 반사율을 제대로 재현하였

다.

Wave generation
      point

Sponge
 layer

Sponge
 layer

W W10 m3LL 3L

Fig. 5. Computational domain for numerical test of 
waves propagating over undulating bottom.
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Fig. 6. Variation of reflection coefficient with 2k/K 
for a ripple bed; ——— = present equation, 
○ = Davies and Heathershaw’s (1983) 
experimental data, ----= mild-slope equation 
in terms of stream function, -·-·-= Kim and 
Bai’s (2004) equation.

4. 결     론

본 연구에서 Green의 제2정리를 이용해서 흐름함

수ㄹ 표현된 확장형 완경사방정식을 유도하고, 

Hamilton 원리로 유도한 Kim and Bai의 식과 비

교하였다. 경사면, 포물선형 마운드, 사련군에 

의한 반사 실험을 통해서, 본 연구에서 유도한 

식이 가장 정확히 파랑변형을 재현함을 확인하였

다. Kim and Bai의 식은 급경사에서 반사율을 크

게 재현하였다.
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