
  

 
회전음원의 도플러효과에 관한 근사이론 

Approximation Theory of Doppler Effect due to a Rotating Sound Source 
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1. 서 론 

회전하는 물체에 의해 발생되는 공기역학적인 소음

에 관한 이론적 연구는 1960 년대 후반과 1970 년

대 초반, Lowson and Ollerhead[1], Lowson[2], 

Wright[3], Morfey and Tanna[4] 등에 의해 집중

적으로 연구되었으며, 그들의 다양한 이론적 접근방

법과 Bessel 함수로 표현된 결과식들은 정상 및 비

정상 하중에 의한 소음의 방사특성을 이해하는데 매

우 중요한 이론적 토대를 제공하였다. 

본 연구는 회전음원의 운동특성을 내포하는 도플러

효과항의 Fourier 변환을 통해, 주파수 스펙트럼에 

나타나는 조화항(harmonic component)의 복소크기

(complex amplitude)를 엄밀한 수식으로 유도한다. 

수학적 편의를 위하여 Fourier 변환의 시간관점은 

방사시각을 기준으로 적분하였으며, Lowson[5]의 

하중소음식에 효과적으로 활용될 수 있는 새로운 근

사식을 유도하였다. 또한, 회전하는 물체표면의 하중

에 의해 방사되는 소음의 주파수 스펙트럼을 이론적

으로 예측하기 위한 방법론을 논의하였다. 

2. 회전음원의 도플러효과와 원거리근사 

2.1 회전음원과 도플러효과 
정지한 관측자와 일정한 각속도로 회전하고 있는 

음원의 위치벡터는, 일반성을 잃지 않고, 각각 식(1)

과 식(2)와 같이 표현된다. 식(1)에서 R 은 원점으로

부터의 거리를, θ 는 y-z 평면상의 양의 y-축으로부

터 반시계방향으로의 회전각을 나타낸다. 식(2)에서 

a 는 회전반경을, ω 는 각속도를, τ 는 방사시각을 

각각 표시한다. 

)sin,cos,0( θθ RRxi =              (1) 

)0,sin,cos( ωτωτ aayi =             (2) 

음원으로부터 관측자까지의 거리( r ), 거리벡터(
ir )와  

Mach 벡터(
iM )는 각각 아래의 식(3)-(5)과 같고, 

)sin,sincos,cos( θωτθωτ RaRari −−=       (3) 

ωτθ sincos222 aRaRr −+=          (4) 

)0,cos,sin( ωτωτ MMMi −=           (5) 

회전음원에 의한 도플러효과는 식(6)으로 정의된다. 
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여기에서, 방향 마하수 
rM 은 식(7)과 같이 정의된

며, 밑첨자는 Tensor 합을 표시한다. 
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식(3)-(5)를 식(7)에 넣고, 식(8)의 치환을 이용하면, 
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rM 은 아래의 식(9)와 같이 다시 쓰여진다.  

221
coscos
vuv

MMr
+−

=
ωτθ                (9) 

2.2 Legendre 다항식과 원거리근사 
R>a 인 경우, Legendre 다항식으로 표현된 아래

의 항등식(10)을 이용함으로서, 
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식(9)의 
rM 을 아래의 식(11)과 같이 쓸 수 있다. 
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참고로, Legendre 다항식은 식(12)와 같다. 
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마하수가 1 보다 작은 아음속 운동의 경우를 고려하

면 식(6)은 기하급수로 전개가 가능하므로, 식(11)을 

식(6)에 대입하여 전개하면 회전음원의 도플러효과

항에 관한 엄밀한 수학적 표현을 다음의 식(13)과 

같이 얻을 수 있다. 
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3. 도플러효과항의 Fourier 변환과 응용 

3.1 도플러효과항의 Fourier 변환 
원거리 근사(a<<R)를 통해 식(13)로부터 유도된 

근사식은 아래의 식(14)과 같으며, 
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본 연구에서는, 식(14)의 k-제곱에 관한 Fourier 적

분변환을 수행한다. (k=1, 2, 3) 아래의 
nc 과 

nd 은 

각각 Fourier 변환의 실수부와 허수부를 나타낸다. 
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음원은 주기적인 회전운동을 하고 있으므로 적분

구간은 0 부터 ωπ /2 까지의 한 주기를 선정하였다. 

k=1 인 경우, 식(15)는 아래의 식(17)과 같이 얻을 

수 있고, 식(17)은 본 연구의 새로운 이론적 결과이

다. (유도과정은 생략되었음.) 
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여기에서 
kδ 와 

nmC 는 아래와 같이 정의된다.  
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참고로, )1(
nd 은 모든 n 에 대하여 0 이며 증명과정은 

생략한다.  

다음으로, 도플러효과항의 제곱과 세제곱에 관한 

Fourier 변환은, 식(15)의 k 가 각각 2 와 3 인 경우

에 해당하므로, 아래와 같이 표현되며,  

∫ −
=

ωπ τωτ
ωτθ

/2

0 2

)2( cos
)coscos1(

1 dn
M

cn
     (19) 

∫ −
=

ωπ τωτ
ωτθ

/2

0 3

)3( cos
)coscos1(

1 dn
M

cn
     (20) 

적분결과는 다음과 같다. (증명생략) 

∑
∞

=
−+ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

nm

m

nmmnmn

MCmc
2
cos2)1( 2/)(

)2( θ
ω
πδ

      (21) 

∑
∞

=
−+ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
nm

m

nmmnmn

MCmmc
2
cos2

2
)1(

2/)(
)3( θ

ω
πδ

      (22) 

위의 이론적 결과를 기초로, 정상 및 비정상하중

소음에 의한 주파수 스펙트럼을 분석하는데 다음과 

같이 유용하게 활용될 수 있다. 

3.2 Lowson 의 소음방사식으로의 응용 
식(23)는 Lowson[5]의 하중소음 예측식이다.  
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일정한 각속도로 회전하는 음원의 경우 마하수(M)

는 상수이므로, 식(23)의 도플러효과항을 제외하고 

소리의 발생에 영향을 주는 요소로는 정상하중, 비

정상하중, 속도 및 가속도항이 있으며, 일반적으로 

위의 네 요소들은 ωτmcos  또는 ωτmsin  항들로 

급수전개가 가능하다. (m 은 자연수) 따라서, 식(15)

와 식(16)의 적분기호 안에 ωτmcos  또는 ωτmsin
를 곱하고, 삼각함수의 곱셈을 덧셈으로 변환하는 

기본적인 성질을 사용한 후에, 식(17,21,22)의 결과

를 활용하여, 하중소음식의 Fourier 변환에 관한 근

사식을 유도할 수 있다. 이를 통해, 회전하는 날개 

표면에 걸리는 걸리는 다양한 하중특성에 따른 소음

의 방사특성 및 임의의 관측지점에서의 주파수 스펙

트럼을 체계적으로 분석할 수 있는 이론적 토대가 

마련될 수 있다. 본 연구의 결과는 방사시각 관점의 

결과이므로, 보다 실제적인 적용을 위해 관측자시각 

관점으로의 변환이 수반되어야 하며 이에 관한 연구

를 수행중에 있다. 

4. 결  론 

회전하는 음원의 도플러효과항을 Legendre 다항

식을 이용한 무한급수로 전개한 후, 엄밀한 해석적

분을 통해 Fourier 변환의 원거리 근사식을 유도하

였다. 회전음원에 의한 주파수 스펙트럼을 이론적으

로 정확하게 예측하고 정상 및 비정상하중소음의 방

사특성을 보다 면밀하게 고찰하기 위해, 본 연구결

과의 시간관점을 관측자시간으로 변환하여 기존의 

이론결과들[1-4]과 비교하는 연구를 수행중이다. 
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