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1. 서  론

  오래 전부터 원형 평판의 면외 진동에 관한 연구가 활발

히 진행되어 왔다. 두꺼운 평판의 경우에 횡 전단변형을 무

시하는 고전적인 Kirchhoff 평판 이론을 적용하면 면외 고

유진동수가 실제와 많이 다르게 되므로 Mindlin(1951)이 

회전관성 및 횡 전단변형을 고려한 평판 진동식을 제시한 

이래로 Mindlin(1954), Deresiewicz(1955), Rao(1975), 

Irie(1980,1982) 등 많은 연구자들이 원형 또는 환상 

Mindlin 평판의 면외 고유진동에 관한 연구결과를 제시하였

다. 그러나 거의 모든 선행 연구자들은 축대칭 면외 진동에

서 횡 전단변형으로 인한 비틀림 고유진동을 간과하였다. 

따라서 이 발표에서는 원형 평판의 비틀림 고유진동의 존재

를 확인하고, 그 특성을 제시하고자 한다.

2. 운동방정식

  반경방향으로 r, 원주방향으로 θ에 위치하면서 평판의 중

간 면 수선의 반경방향 회전을 φr, 원주방향 회전을 φθ, 축 

방향 변위를 uz라고 하면, 반경 a, 두께 h, 밀도 ρ, 영 탄

성계수 E, 포아송 비 ν인 균일한 원형 평판의 면외 운동방

정식은 응력과 변형도의 관계를 평면응력으로 가정하고 횡 

전단변형을 고려하면 다음과 같다.
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  여기서 ü=∂2u/∂2t, u ,r=∂u/∂r, u ,θ=∂u/∂θ이며, 중간 

면 수선에 작용하는 굽힘 모멘트 및 전단력은 다음과 같다.
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  Mrr=D[φ θ,r+ν 1r (-φ r,θ+φ θ)]
  M θθ=D[νφ θ,r+ 1r (-φ r,θ+φ θ)]
  Mrθ=

D(1-ν)
2 [-φ r,r+ 1r (φ θ,θ+φ r)]

  Q rz=KGh[u z,r+φ θ], Q θz=KGh[ 1r u z,θ-φ r]
  D=Eh 3/12(1-ν 2), G=E/2(1+ν)

  상기 식에서 K는 수선에 작용하는 전단응력의 분포를 수

정하기 위한 전단계수이며, 5/6 (Reissener, 1945), π2/12 

(Mindlin, 1951), 5/(6-ν) (Hutchinson, 1984) 등의 값

이 제시되었다.

  고유진동수 ω, 절 직경 수 n의 정규모드를 다음과 같이 

표현하고,

  φ r(r,θ,t)={φ rC(r) cosnθ+φ rS(r) sinnθ}cosωt
  φ θ(r,θ,t)={φ θC(r) cosnθ+φ θS(r) sinnθ}cosωt      (2)

  u z(r,θ,t)={u zC(r) cosnθ+u zS(r) sinnθ}cosωt

식(1)에 대입하면 면외 진동이 축대칭인 n=0 경우의 고유

진동 방정식은 다음과 같이 표현된다.

  -
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  여기서

   Ψ rC=φ rC,r+
1
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r
φθC 

  식(3b) 및 식(3c)은 φθC와 uzC이 연성된 굽힘 고유진동 
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방정식이며 선행 연구자들이 유도한 결과와 일치한다. 그러

나 식(3a)은 φrC에 관한 비틀림 고유진동 방정식이며, 이 

식을 대부분의 선행 연구자들이 간과하였다. 그 이유로는 

횡 전단변형을 무시하는 원형 Kirchhoff 평판의 경우에는 

전단계수 K를 무한대로 놓으면 식(3a)으로부터 φ θC=0이 

된다. 또한, 원형 Mindlin 평판의 경우에는 대부분의 선행 

연구자들은 식(2)에서 φrS, φθC 및 uzC만 고려하여 고유진

동 방정식을 유도하였기 때문에 n=0 경우의 고유진동 방

정식에서는 식(3a)이 나타나지 않게 된다.

3. 비틀림 고유진동

  x=r/a라고 하면, 식(3a)의 φrC에 관한 비틀림 고유진동 

방정식 및 φrC에 대응하는 비틀림 모멘트는 다음과 같이 표

현된다.

 

  (∇2x1+μ 2)φ rC=0                                (4)

  mrC=φ rC,x-
1
x
φ rC                               (5)

  여기서

  ∇2x1=
d 2

dx 2
+
1
x
d
dx
-
1

x
2
, μ 2=γ 2(λ 2Rα-1),

  λ 2=ω2ρha 4/D, R=h 2/12a 2, α=D/KGha 2,

  γ 2=2/ (1-ν)α, mrC=-2aM rθC/D(1-ν)

  상기 식에서 λ는 고유진동수 매개변수, μ는 보조 진동수 

매개변수이며 고유진동수 ω는 μ의 함수로 표현되는 다음과 

같은 식으로부터 얻어진다. 

  ω= [1+μ 2/(12Ka2/h2)](12KG/ρh 2)             (6)

  환상이 아닌 원형 평판의 경우에는 식(4)의 일반해는 다

음과 같다.

  φ rC(x)=AJ 1(μx)      if μ
2 >0

  φ rC(x)=Ax            if μ
2=0                  (7)

  φ rC(x)=AI 1( |μ|x)      if μ
2 <0

  여기서 A는 적분 상수이고, J n(z)은 Bessel 함수, I n(z)

는 수정된 Bessel 함수이다.

  식(7)을 식(5)에 대입하고 Bessel 함수의 반복 공식을 사

용하면 비틀림 모멘트는 다음과 같이 표현된다.

  m rC(x)=-AμJ 2(μx)   if μ
2>0

  m rC(x)=0            if μ
2=0                  (8)

  mrC(x)=A|μ|I 2( |μ|x)   if μ
2<0

  r=a의 경계가 고정, 즉 φ rC(x=1)=0 경우에는 식(7)

을 사용하여 자명하지 않은 해(non-trivial solution)를 구

하면 μ 2≤0에 대한 해는 없고, μ 2>0에 대한 μ는 

J 1(μ)=0의 식을 만족해야 하며 모드 φ rC(x)는 J 1(μx)이

다.

  r=a의 경계가 자유, 즉 m rC(x=1)=0 경우에는 식(7) 

및 식(8)을 사용하여 자명하지 않은 해를 구하면 μ 2< 0에 

대한 해는 없고, μ=0에 대한 해는 존재하고 모드 φ rC(x)

는 x이다. μ 2>0에 대한 μ는 J 2(μ)=0의 식을 만족해야 

하며 모드 φ rC(x)는 J 1(μx)이다.

  Table 1에 경계조건에 따른 진동수 방정식, 보조 진동수 

매개변수 및 모드를 정리하였다.

  경계가 자유인 원형 Mindlin 평판의 1차 비틀림 고유진동

은 μ=0의 경우이므로 식(6)으로부터 얻어지는 고유진동수 

ω는 12KG/ρh 2이다. 반면에 양단이 자유인 원형 봉은 

경계가 자유인 원형 평판과 같고, 이와 같은 봉의 1차 비틀

림 고유진동수는 π 2G/ρh 2이므로 전단계수 K가 π 2/12인 

경우에는 상기한 원형 평판의 1차 비틀림 고유진동수와 일

치한다.

4. 결  론

  모든 선행 연구자들이 간과한 원형 Mindlin 평판의 축대

칭 면외 진동에서의 횡 전단변형으로 인한 비틀림 고유진동

의 존재를 확인하였다. 또한 경계가 고정 또는 자유인 균일

한 원형 평판의 비틀림 고유진동수와 모드를 보조 진동수 

파라미터를 사용하여 제시하였고, 경계가 자유인 균일한 원

형 평판의 1차 비틀림 고유진동수는 전단계수 K가 π 2/12
인 경우에는 양단이 자유인 원형 봉의 1차 비틀림 고유진동

수와 일치함을 알 수 있었다.

Table 1 Auxiliary frequency parameter μ of

 twisting vibration of a circular Mindlin plate

Edge Fixed Free

Frequency 

equation J 1(μ)=0 J 2(μ)=0

μ

3.8317

7.0156

10.173

13.324

16.471

…

0.0

5.1356

8.4172

11.620

14.796

…

Mode φ rC(r)
for r∈[0,a]

J 1(μr/a)
   r/a   if μ=0

J 1(μr/a) if μ > 0
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