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Ⅰ. 서  론

  그래프 이론(graph Theory)은 수학의 조합론
(combinatorial theory)의 일부로서 고전적인 학문 
분야이다. 그래프 이론이 현실문제에 본격적으로 
활용되기 시작한 것은 2차 세계대전으로 탄생한 
OR(Operation Research)의 영향이 크다. 오늘날에
도 산업공학에서 max-flow를 활용한 최적화 계산 
모형은 현실적 활용의 사례이고, 슈퍼컴퓨팅의 빠
른 발전과 더불어 그래프 이론은 전산학 전 분야
에서 다양하게 활용되고 있으며 현대 수학에서 
중요한 이론적 도구가 되고 있다. 
다양한 컴퓨터 분야 중에서 인류 문명의 획기적
인 변화를 가져올 분야로 인공지능이 꼽히고 있
다. 기존의 인공지능 분야는 인간적인 사고를 신
경망 이론, 카오스 이론, 퍼지 이론 등으로 실현
하려고 했지만 발전이 더디게 진행되고 있다. 근

래 바둑 분야에서 알파고의 등장은 4차 산업혁명
의 이슈를 몰고 왔고, 인공지능 분야에서「데이터 
기반 학습 후 추론」이 강력한 대체 수단으로 부
상했다.「데이터 기반 학습 후 추론」은 대용량의 
데이터와 빠른 연산이 필수적으로 요구 된다. 

  슈퍼컴퓨터는 지금까지 분자 생물학, 일기예보, 
양자역학, 비행 시뮬레이션, 핵융합, 우주 탐사 등 
매우 많은 계산을 요구하는 분야에서 빠른 속도
로 계산하기 위해 사용되었다. 2016년 11월 발표
된 세계 최고 성능의 컴퓨터 순위에서 1, 2위는 
중국의 선웨이 타이후라이트와 텐허-2가 차지하
였고, 3~5위는 미국, 6~7위는 일본이다. 중국의 선

웨이 타이후라이트의 처리속도는 ×
(floating point operations per second)이다. 일본

은 2020년까지 × 성능의 슈퍼컴퓨
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요  약

  버블정렬 그래프는 자료를 정렬하는 버블정렬 기법을 수학적 모델인 그래프로 모델링한 것이다. 

버블정렬 그래프 Bn는 분지수 n, 라우팅 경로 길이 


, 망비용 이다. 본 연구에서는 버블

정렬 그래프의 망비용을 개선하기 위한 방법으로 버블정렬 그래프의 분지수 개수를 대략 

 정도 줄

인 제약조건을 제시한다. 이러한 제약 조건을 갖는 버블정렬 그래프는 임의의 노드 U에서 V까지 라
우팅을 위해 연결된 그래프임을 증명한다. 

ABSTRACT

  Bubblesort graph is mathematically modeled with bubbling methods, which can arrange data. Bubblesort graph 

Bn’s degree is n, it’s routing path length 
 

, and its network cost is  . In this paper we suggest 

the number of Bubblesort graph’s degree reduced to half as a solution to improve the network cost of 
Bubblesort graph. The Bubblesort graph which has the following restriction is a connected graph randomly from 
node U to node V for routing. 

키워드

버블정렬 그래프, 분지수, 라우팅, 연결된 그래프
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터를 개발할 예정이다.
  고성능 병렬처리 컴퓨터 시스템의 기반 기술로 
활용할 수 있는 상호연결망은 그래프 문제로 모
델링하여 그래프 이론 관점에서 평가척도(분지수, 
대칭성, 확장성, 이분할 성질, 사이클, 연결도, 그
래프 채색 등)를 분석하고 최단경로, 사이클, 고
장허용 라우팅, 트리 구조, 정렬, 방송, 병렬 경로 
등의  알고리즘을 통해 다양한 학문 분야에서 응
용될 수 있는 기반을 제공한다. 
  지금까지 널리 알려진 상호연결망은 메쉬 부류
(torus, hexagonal, honeycomb, cube-connected 
cycle 등), 하이퍼큐브 부류(hypercube[4], folded 
hypercube, de bruijin, butterfly, hierarchical 
cubic, 재귀원형군, 하이퍼-스타 등), 스타 그래프 
부류(star[1], pancake[2], bubblesort[6], bubblesort 
star,  star-mobius, bubblesort star, transposition, 
macro-star, matrix-star, (n,k)-star, 
generalized-star cube, star-crossed cube 등) 등이 
제안되었다.
  n개의 원소로 노드 주소를 표현하는 버블정렬 그
래프 Bn의 노드는 <N>={1,2,3,...,n}의 순열로 노드 주
소를 나타낸다. 버블정렬 그래프의 에지는 순열의 
인접한 2개 심볼이 서로 교환된 순열 사이에 인접

하다. 따라서 노드 개수는 이고, 분지수는 
(n-1)ro 이고, 그래프 전체 에지 개수는 

 개다. 버블정렬 그래프 Bn의 노드 B의 
주소가   이라 하자. 노드 B와 에지 
 ≤  ≤  에 의해 인접한 노드의 순열은 심볼 
와 이 서로 교환된 이다.  
 
  버블정렬 그래프 Bn의 임의의 노드 U에서 V까지 

라우팅은 노드 U의 순열에서 개 심볼을 오름차순
으로 정렬하는것과 동일하게 생각할 수 있다. 따라
서 버블정렬 그래프의 지름은  이다. 버블
정렬 그래프는 노드 주소에서 가장 오른쪽 위치한 
주소 심볼을 기준으로 n개의 부분 그래프로 분할 
할 수 있으며, 부분 그래프는 재귀적으로 (n-1)차원 
버블정렬 그래프와 동일한 구조를 갖는다. 버블정
렬 그래프는 스타 그래프와 동일한 분지수를 갖지
만 지름이 큰 값을 가지므로 망비용이 을 갖
는다.  

그림 1. 4차원 버블정렬 그래프 

  본 연구에서는 버블정렬 그래프의 망비용(=지름
×분지수)인  을 개선하기 위해 제약조건을 
갖는 버블정렬 그래프에 대해 연구한다. 망비용을 
개선하는 방법은 첫째, 분지수를 줄이는 방법 둘
째, 지름을 개선하는 방법으로 생각해 볼 수 있
다. 본 연구에서는 망비용을 개선하기 위한 초기 
단계로 분지수를 개선하는 방법을 먼저 적용한다. 

Ⅱ. 본  론

1. 버블정렬 그래프의 제약 조건
  n-차원 버블정렬 그래프 Bn는 n개 심볼을 이용하
여 노드 주소   로 표현한다. 그래프 
Bn 에지는 노드 주소에서 인접한 심볼들 사이에 에
지가 존재하므로 (n-1)개의 에지가 존재한다. 본 연
구에서는 에지 개수를 줄이면서도 그래프가 연결된 
상태(connected graph)를 가지도록 제약 조건을 제
시한다.  
기존 버블정렬 그래프에서 에지에 대한 제약 조

건에 의해 생성된 에지는 에지    ≤  ≤⌊⌋
과 에지 이 있다(n≥3). 

(1) 에지     ≤  ≤⌊⌋ 

노드 의 주소를   이라 할 때, 노
드 와 에지 에 인접한 노드  주소는 
  이다.  
(2) 에지 
노드 와 에지 에 인접한 노드 의 주소는 
  이다. 

따라서 제약 조건을 갖는 버블정렬 그래프 의 
노드 개수는 n!개이고, 노드 에 인접한 에지 

   ≤  ≤⌊⌋의 개수는 ⌊⌋이고, 에지 의 

개수는 1개이므로 분지수는 ⌊⌋ 이다. 결과적

으로 버블정렬 그래프의 에지 개수를 대략 1/2로 
줄인 결과를 갖는다. 

2. 제약조건을 갖는 버블정렬 그래프 연결도 분석
  그래프의 연결도는 노드 연결도와 에지 연결도

로 나눈다. 그래프에서 에지를 제거하는 것은 에

지에 부속한 노드를 제거하는 것을 의미하므로 

본 연구에서는 에지를 기준으로 연결도를 분석하

여 버블정렬 그래프에서 제약조건을 갖는 경우에

도 연결된 그래프임을 보인다. 

 

 정리 1 제약조건을 갖는 버블정렬 그래프 Bn은 

연결된 그래프(connected graph)이다. 

증명 제약조건을 갖는 버블정렬 그래프의 노드 

의 주소를       이라 하

자≠  . 제약조건을 갖는 버블정렬 그래프
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(본 논문의 이하 내용에서는 간단히 로 표현)

가 연결된 그래프라면 임의의 노드 S에서 노드 T

까지 경로가 존재한다. 임의의 노드 S에서 T까지 

경로가 존재한다는 것은  그래프에서 노드 S

에서 (n!-1)개의 서로 다른 노드의 순열을 생성할 

수 있음을 의미하고, 노드 S에서 노드 T까지 라

우팅을 위한 경로상의 노드가 제약조건을 갖는 

버블정렬 그래프의 에지 정의에 의해 생성 가능

함을 의미한다. 

  본 증명에서는 의 노드 의 주소 

  에서 제약조건을 갖는 에지 정

의에 의해 심볼 와 심볼 가 임의의 위치로 교

환 가능함을 통해 n!개의 노드 주소를 생성 가능

함을 보인다. 노드 의 주소 에서 

심볼 와 심볼 가 위치한 조건에 따라 3가지로 

나누어 증명한다. 

경우1. ≠  ≤⌈ ⌉       

 의 에지 는 ={⌊
 ⌋ }이다. 노

드 의 주소         에

서 ≠  ≤⌈ ⌉인 경우 인덱스 의 최대 값

은 ⌈ ⌉이다. 심볼 
 ⌈

 ⌉는 의 에지 

에 의해 심볼 ⌊
⌋와 교환 가능하다. 의 에

지 ⌊
⌋에 의해 인덱스 의 최대 값은 ⌊

⌋이

다.

노드 의 심볼 와 심볼 를 교환하기 위해 심

볼 와 는 서로 인접한 위치에 있어야 한다. 

노드 에서 심볼 를 이동하여 심볼 와 인접하

도록 하기 위해 에지시퀜스 

 ′       를 적용한다. 노드 

S에서 에지시퀜스  ′를 적용한 노드의 순열은 

 ′        이다. 노드 

 ′        에서 인접한 

2개 심볼 와 를 교환하는 에지는  이다. 노

드  ′에서 에지  에 인접한 노드는 

   ′ 이고 노드의 순열은 

   ′        이 다 . 

논문의 편의상 노드    ′를 노드  ′라 하

자. 즉 노드    ′   ′이다. 노드 

 ′      에서 심볼 를 

왼쪽에서 번째 위치하도록 이동하려면 에지시퀜

스  ′ ′       를 적용하면 

된다. 노드  ′에서 에지시퀜스 

 ′ ′       를 적용한 노드  

 ′ ′  ′        이다. 따라

서 노드 의 주소 

        에서 

에 지 시 퀜 스 

<

              

> 를 적용하면 심볼 와 는 서로 교환된다.   

경우2.  ≤⌈ ⌉ and  ⌈ ⌉
  노드 의 심볼 와 를 교환하기 위해서는 에

지 ={⌊
 ⌋ }을 이용해야 한다. 에지  

를 이용하기 위한 심볼 와 의 인덱스 조건

은 ≤⌈
⌉이고 ≤⌈

⌉이다. 노드 

  에서 심볼 는 에지시퀜스 

 ′    ⌊ ⌋ 를 적용하여 심볼 

의 인덱스  ⌈⌉ 위치로 이동한다. 심볼 

는 에지 을 적용하면 전체 심볼이 역순으로 

배열되므로 심볼 의 인덱스  ⌈
⌉이 

된다. 심볼 와 심볼 를 서로 인접하도록 적용

할 에지시퀜스는 에서 n=2k+1(즉, 홀수)과 

n=2k(즉, 짝수)로 나누어진다. 

에서 n=2k+1(즉, 홀수)인 경우 에지시퀜스 

         ⌊
 ⌋   를 적용

하고, n=2k(즉, 짝수)인 경우 에지시퀜스 

         ⌊
 ⌋   를 적

용하면 심볼 와 심볼 는 서로 인접한다. 노드 

의 인접한 심볼 와 심볼 을 교환하는 에지는 

n=2k+1(즉, 홀수)인 경우 에지 ⌊
 ⌋을 적용하고, 

n=2k(즉, 짝수)인 경우 에지 ⌊
 ⌋   을 적용한

다. 노드 의 심볼 와 심볼 를 교환한 후에는 

가장 마지막에 적용한 에지 ⌊
 ⌋ (또는 ⌊

 ⌋  )

을 제외하고 지금까지 적용한 에지시퀜스를 역순

으로 적용하여 나머지 순열의 원소를 제자리로 

되돌린다.  

 ′    ⌊ ⌋ , 
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        ⌊
 ⌋   , 

          ⌊
 ⌋   

n=2k+1(즉, 홀수)인 경우 적용할 전체 에지시퀜스 

 는 다음과 같다. 

    ′⌊ ⌋

 ′

n=2k(즉, 짝수)인 경우 적용할 전체 에지시퀜스 

는 다음과 같다. 

   ′⌊ ⌋
 
 ′

경우3. ≠ ⌈⌉
노드   의 심볼 와 심볼 의 

인덱스는 ≠ ⌈⌉이므로 현재 상태

에서는 심볼 교환을 수행할 수 있는 에지 가 

없다. 노드 에서 에지 을 적용하면 노드 

   이 된다. 노드  의 심

볼 와 심볼 의 인덱스는 

≠ ≤⌈⌉이 되어 경우1과 동일한 

조건이 되므로 경우1을 적용하면 된다. 

  따라서 노드 S에서 의 에지 정의에 의해 임

의의 노드 순열이 생성 가능하므로  그래프는 

연결된 그래프이다. □

Ⅲ. 결  론

  상호연결망은 분산 및 병렬처리 시스템의 통신
망의 최대 지연 시간을 최소 비용으로 줄일 수 있
어서 병렬처리 컴퓨터의 기반을 제공한다. 
  기존의 버블정렬 그래프는 각 노드에 분지수가 
(n-1)이고 망비용이 이다. 본 연구에서는 기
존의 버블정렬 그래프의 망비용을 개선하기 위해 
그래프의 에지 정의를 제약조건을 갖도록 하여 
분지수를 1/2로 줄인 새로운 방법을 제시하였다. 
  본 연구에서 제시한 제약조건을 갖는 버블정렬 
그래프는 분지수가 기존의 버블정렬 그래프보다 
1/2로 줄어들었지만 그래프 자체는 연결된 그래프
(connected graph)를 유지함을 알 수 있다. 분지
수가 줄어들어도 그래프가 연결되어 있음은 임의
의 정점에서 다른 노드로 라우팅이 가능함을 알 
수 있다. 이후의 연구 과제로는 제약조건을 정형
화하여 그래프 이론 관점에서 추가적인 연구가 
필요하다.
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