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寶數에서 抽훌되는 카창 代表的언 搬急윤 훌닫

離擔옳일 것이다. 實直續上에서 두점 P(x)와 Q

(X) 사이의 塵緣 곧 線分 PQ 의 길이는 Ix-YI

로서 表示띈다. 이 와같이 紹對{홉로서 두點 사이

의 距緣7t 나타나게 되며， 이 織念은 곧 ”次元

Vector 훨聞에로 훨훌授가능하다.

훌윷令 願F용훌은 η 4園의 實數의 쌍 X=(X 1> X2. . ’
X，，)의 全훌鎭台윷 R" 이라고 하자. 여기 Xj(i=I ，

2, ''', n)은 任훌의 寶數이마. 只今 Y=(Vl， YZ， "',

Y ,,) ER" 01 고， aER (R 은 홈數훌)일빼

X+Y=(Xl+Y 1> …, x ,,+y,,)

ax= (aX1J aX2, ''', ax,,)

으효서 1Al法과 εcllar즐 곱하는 方法올 定훌하연

이 우 훌훌法은 交複律， 結合律 및 分配律훌 滿足

하게 되며 R’은 加群~로 되고 이때 f월位jl;운

0=(0, O... ·.0)으로 된다. 이 R" 은 寶혔훌 위에

서 의 η 次:7I:i Vector 空聞이라고 부르며 單位元

0=(0, "，， 0)올 null vector 바고 한다. 또 x .9} Y

의 內寶(inner product)훌

‘x·y= ).'XjY‘.=1
으로서 定餐하고 또 x 의 norm Ixl 률

i_I ‘ 2\k1.1'1=(x.x)1'=( Ixl)

로서 定훌훌하면 %次元 Enclid 空間 R"을 얻게된

다. 이해 두점 X, Y 사이의 거 려 p(x， Y)즐

p(X,Y)= Ix-YI

.로서 定훌학면 곧

i) x,yER‘ ; p(x， Y)르O

ii) x， y εR"; p(x， y)=Oε:;.1'三y

‘ iii) x,YER"; p(x,y)=p(y, x)

iv) X" , zER"; p(x.y)+p(y, z) 흐p(x， z)

인 關像가 成立하게 펀다. 이 4 개의 性쩔여 바로

庫離뿔間에 배한 公理언 것이다. 公理iv)는 三角

形의 公理료서 R" 에서는 Schwarz 의 不響~홀

;tIJ用하연 곧 훌明되는 훌實이다.

이와갇이 任홈의 鎭合 X 에 對하여 옳數 p:XxX

• R 이 위의 公理 i)""iv)훌 滿足할빼 p 흩 X 적

metric 이라고 푸료고 이 p 가 定훌펀 集合 x 훌

훌離~間이라고 훌렀다. 將히 公理 ii)훌 公理

ii)’ 곧
ii)’ X"EX: p(x， y)=O←X르y

호 바꾸면 Pseudo metrie ~間 X롤 얻 게 된 다.

顧離空間 X 에서 $1(.1')= {y : p(x.y)<r, rER}

훌 x 훌 中心으로 하고 半經 r 인 球라고 푸르기

호 할예 族 B= {$r(x) : rER, XEX}흘 base로

繹하면 x 에 Top이ogy 가 혈入되 며 "4라서 X는

位相뿜間으로 펀다.

그런데 今世紀에 있어 서 General Topology 의

가장 훌훌한 間題로 close up 되었든 것윤 位m

낌본間이 어 떤 蘇件융 1/놓足 늄 “i 야 기 다 距離國數

p 흘 適當히 導}.;하여 巨離 p 에 依하여 專入되

는 族 B= (Sr(x) : rER, .x EXJ훌 base후 가지

는 位相 ell 題鷹 p 에 依하여 뚫專되는 位相01

。l 空間의 本來의 位相과 -致하게 할수 있느냐

하는 것이 었 닥. 이 것올 General Topology 에 서는

位相뿔間의 距離化 問題(Metrizability Problem)

이라고 일커른다.

이 問題는 General Topology에서는 가장 톨要

한 問題로서 그동안 많은 Topologist 들에 依하여

다루어 졌으며 1951 年에 이르러서야完全히 解決

되었다. 맨처음에 이 問題에 著手한 사랍은 P.

Urysohn 야었다. 그는 位相쩔間 X가 짧離化可

能한 必훨充分降件융 즐흉導한 것이 아나고 充分

條件만올 쁨示하였던 것。1 다. 혜] 그는 位相空間

X가 metrjzable 01 기 짧한 充分條件으로셔 그것

이 regular T 1 C 1 역 同時에 countable base 룰 가

진마는 것이었다.
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二L려 냐 야 것은 必要峰件은 아니 었다 re휠1m

Tl-space가 countable base훌 가지연 이 空間은

必然的오포 εeparable space호 되며 ， m離?1!n월

반드시 separable은 아니 기 혜문이 다.

이려한 缺顧올 보충하기 짧하여 그짧 많은 數

學者가 努力한 컬과 1937年 佛蘭西數學者 ~.

Weil가 그의 輪文 “Sur les espace Ii structure

uniforme"에 서 uniform space 의 構錯률 鼎究하

는 흉中 實質的으로는 位相空間 X 7} fi!E훌훌化可

能하기 篇한 必要充分際件은 X7t K-base 를 가

진다는 것임올 보여준 생이다. 그려나 여기서 繼

JE할만한 結輪융 주지 뭇하였기 빼문에 結局 이

距離化問題는 1950年 R. H. 6ing 및 Nagata 에

依하여 또 그다융해언 1951 에는 Smirnov에

依하여 完全히 解얹울 보개 펀것이다.

!'llJ R. H. Bing윤 그의 驗文 “Metrization of

Topological Spaces"oJ] 서 位相~間 X7)- 距離化可

能한 必要充分條件으후셔 그것이 regular T I 이

며 u -discrete base를 가진마는 것융 提示하였

다.

여 기서 a--discrete base 의 說明율 하여두기로

하자. 位相空間 X의 都分鎭合族 A 가 locally dis‘

crete 라 함윤 X의 各點아 오호지 A 의 f않아야 한

개 하고만 만나는 近務왈 가질때 c1 혜만 locally
discrete 라고 부르며 , 特히 族 A 가 σ-discrete

라 항은 A 가 locally discrete 인 subfamily률의

countable 개의 union으로 되 에 있율 매만윷 말

한마.

이와찮아 定훌훌당 u -disc:rete 인 鎭슴族 A 훌

카친다는 條휴으료서 countable base 훌 가진다

는 像件과 代置함으풍서 뿔間이 l::eparable 01 라

는 條件。1~去되 어 &、要充分條件으로 되게 되

었다a--discrete 언 쩔옳과 類-(c，(한 職急Sζ로서

u-Iocally finite 의 織愈올 專入하여 countable

base 훌 가친다는 條件과 代置한것이 J. Nagata
의 훌훌文 “on a Necessary and Sufficient Condi
tion of Metrizability"(1950)였다. 이보다 一年後

에 이와 팍갇은 澈急으호서 亦是 必要像件윷 導

入한이 7)- Y. M. Smirnov 이 다.

Metrization間훨는 位相空間에l 훨한것 外에

uniform space 에 훌훌한것도 있지만 그것은 나중

￡로 밀기로 하고 다시 實數흩효 되돌아가서 生

覺하기로 하자.

現代解析學의 銀本융 。1 루고 있는 것은 어며

까지나 l앓훌t職急。l 라고 폴수 있용 것。1 다.

寶數의 列 {tll' at., …, a.., ...} = {a..l 이 II\(數하기

篇한 必要充分像件은 任寬의 屬數E에 對하여 避

當한 自然數 N 이 存在하여 p, q>N 이 연 la,
aql <e 01 福常成立하는 것야 다. 이 훌훌實은 實數

內에 서 휩常成立하는 훌實호서 위 의 必要充分像件

폴 우리는 Cauchy 의 좋tl定法。l 라고 푸르고 있다

그려 나 이 Cauchy 의 判똥法은 任훌의 Ii離~間

에서는 成立하지 않으며 , 一般的으로 어 Cauchy
의 $훌件용 滿足하는 sequence 훌 Cauchy seque

nce 라고 부른마.YJJ 距홉흩@휩數 p 훌 가지는 훌홉훌

空間 X 에 있어 서 sequence (a.. l이 Cauchy sequ

ence 라항은， 直常

ε>O:3N

p, q>N• p(a" aq)<e

인 훌寶이 成立할예훌 말한다.' Cauchy sequence

가 成立하는 題離空間훌 우려는 完蘭空間이 라고

푸흔다. 곧 이 뿔閒온 點이 完備되어 었다는 풋

이다.

距훌훌空間에서는 위에서와 같이 距離擬짧융 벌

어서 Cauchy sequence 의 *앓急을 형훌λ향 수 었

，지만， 距離가導入되어 있지않은假令位相뿔

閒 창은데는 이癡;念올 월흥A할 수가 없다. 그러 연

距훌懶急이 없는 位相空閒에서는 어떻게 하면

Cauchy sequence 의 澈;흥올 導入할 수 있융까 ?
하는 問題가 自然히 대두되게 된다.

여기서 解折學에서의 또 한가지 童훌한 澈흉

용 生聲하기로 하자. 解折學에서의 運훌훌훌數 y=

f(x)의 홍훌本性寶의 하나로 顧數 y=f(X)가 m훌훌

間 [a， b]에서 連훌이연 이 뼈數는 야 置閒에서

-樣運寶영올찰 얄고 있다.

只今 이 一驚連績性흩좀더 仔細히 生뭘하여 보

기후 하자. 흩용數 Y=f(x)가 區間(a， b]內의1 한점’

Xl 에서 運뿔야란 ff훌의 陽數 e 에 배하여 適當

한 陽數 a가 存在하여 Ix-xII <0 이 연 휩常

If(x)-f(XI)1 <e 이 成立할빼흩 말한다. 그리

고 y=f(x)가 [a,bJ 內의 모든點에 서 運뿔얼째

이빼數는 아 置間에서 運寶이라고 한다. 여기셔

홉意해야 할것은 各 e:>0 에 훨하여 a 의 장은

짧 Xl 이 어다있는가에 따라 그값이 활한다는 훌

實이다. 곧 a는 Xl 의 園數라고 폴수 있다. 그

려나 01 6 의 앓이 Xl 의 位置에 無關係하게 다
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만 e>O 의 값에만 依存하여 定하여질예 힘빼數

y=!(x)는 이 圍間에서 -樣치훌훌훌이 라고 부른다.

위에 서 본바와 갇이 현휩數의 -樣連寶柱은 두

點사이 의 i앉 緣廠念을 ;fIJ'협하여 響入되는 搬옳임

으로 표斷~rrt에서는 이 懶;念올- 響λ할 수 있지

만， 흩f짧7}- 킹~}\‘되어있지 않은 tL;t휩空麻갇은더l

서는 。1-樣進錢性올 합λ할수는 없다. 그러연

어떻게 하연 位폼l空間에서도 -樣連寶柱의 澈念

-을 황入한수 있윤까?

-樣運鍵'1'1:과 類1};{한 $훌옮으로서 뺑數찌

{!1(X).I2(X) , ···.I.(X) , ...} = 따(x)} 의 -橫lj1{數

tt도 生覺할수 있다. 이 -樣收數性도 亦是 없;홉앓

It念올 通하여 훌형導되는 繼急。1.£효 훌쉴홈l~間에

서는 生覺할수 있지만 一般位相뿔間강은페서는

生훌하기 어렵다. 그혀면 어떻게하변 位相空間

에서도 이와같은 擬옳둘윷 生覺할수 있게 휠까?

그러 가 짧하여는 距離뿔閒보다는 휩::-f -없it

되어 있지안 ttl相뿔閒!!.다는 좀 具g흩it훤 空間，

곧 뚫훌훌空間과 位相空間과의 中間에 位置한 空

閒융 生覺하지 않으면 안되 게 펀다.

-嚴位相~閒에서 。1-樣性율 처음生魔한 사

합윤 J. Von Neu뼈nn 얼 갯이 다. 그논 그외 議

文 “on Complete Topological Space"(1933)에서

이 問훨훌 다루었지만 처음 다루는 ι야어서 픈

成果는 거두지률 뭇하였다. 그러나 1938 年에 이

흐려 A. Weil에 依하여 이問題는組織的으로班

究되없다. 그는 그의 옳文 “Sur les espaces a
structure uniform et sur la topologie generale"

에서 비후ζξ -橫運훌월性.-據l없數짧 및 Cauchy

sequence 외 織옳옳 ~全히 定藝활 수 있는 ~閒

에 훨!훌훌하였￡며 이 와장온 ~閒옳 Uniform space

(-蘇空間)이라고 그는 命名하였다. 이와簡徵하

여 L.W.Cohen 응 그의 옳文 “Uniformity Proper

ties in Topological Space Satisfying the First
Denumerability postulate"(1937) 및 “on Imbe
ding Space in a Complete Space"(1939)에 서 亦

f흩 。1 -據性윷 다루었으며 이을 輪文은 껏옮

펙 斷片的이기는 하지만 훌륭한것들이라고 쏘아

야 할것이다.

A. Weil가 처 읍- 購入현 uniform space는
uniform neighbol.\rhood system 의 繼;월을 適~l

여 。1~間윷 定훌종}었다. 그는 任훌의 짧슴 x
에 댁하여 X의 훌分象合族 N={V,,: aεA} 로

大훌훌훌§學훌훌훌 IU톨

셔 다응 像件용 滿足하는 껏흉 生뿔하였다.!lJ

i) 各 xεX 및 各 aEA 헤 훤하여 V,,(X)EN

이역 또 XEV，， (X)이다.

ii) index set A는 order relation흐에 빼하여 有

向 聚合。l 다.

iii) a늘b→'IxεX:Vo(x)ζV，(x)

iv) vaεA (a b'εA :YEV,,(X) • xeV,(y»)

v) VaEA (3bEA :YEV，(X)， zεV6(Y)•
ZEVo(X»)

。1 의 갇은 都分集合族 (N, 슬)울 그는 uniform
neiborhood system 이 라 불렀고 이와같은 iJif쯤系

가 導入련 集合 X를 uniform space 라고 하였다.

그러 나 1940 년 1. W. Tul‘ey 는 그의 훌文

“Convergence and Uniformity in Topologf"에 서

같운 unifoim space훌 uniform covering systems

올 가지고 定훌훌함으로서 }樣it용 홈E遺하는데

펙으l)- 혔果的압윷 보여주었다. 그려나 이 uni
form covering systems 의 職참용 이 "1 1923年

Alexander와 Urysohn 이 位相g밑閒의 metrizability

問題롤 다훌혜 像用된 斷엎과 同-한 것이었다.

其後 많응 훌훌者들에 依하여 uniform space

가 冊究되어 今g에 와서는 uniform space는 大

$업 다융파 같이 훌훌入되는 것이 훌훌運。l 다.

한集合 X의 cartesian product set안 XxX외

뿔이 아닌 짧分集合族 U가 다음 條혐:올 *훨足활

혜 U훌 X의 uniformity 라 부르며 :i..x(X. u)훌

uniform space 라 한다.

i) u 의 각 member U는 dia훌01월l~훌 포항

한마. (여 기 A는 A= {(x,x) : XEX} 인 XXX

의 짧分第合。l 다. )

ii) Uεu 이 연 U-IεU 01 다. (여 기 U-I 는

U-I= {(x,Y) : (Y. x) 든U} 인 集윤옳 갱훌@힘한

다.)

iii) UEU 01 연 처훌當한 VEU가 存在하역

VoVcU혹 펀마. (여기 VoV의 풋은

VoV={(x, Z): (X,Y)EV, (y.z) εV

for some yεX}

인 鎭合훌 훌흥陳한다. )
iv) Ueu, V E르uo] 변， UnVeu 아다.

v) UεU 이.Jl. UζVcXxX이 연 VEuoj다

이와같아 unifonnity즐 황入하는 方홉흘 N.
Bourbaki 의 Topologie generale 에 서 取!&펀 方

풀이 다. 그러냐 뻐iformity 는 또 1&敵하는 se-
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quences 의 全활 family 에 依하여도 강 r 한 수

있다- 훌홉7} 꿇文 “On Definitions of Uniform

Space by the Convergence Classes"에 서 풍￡圖!~

본 方法이 바로 이것이었다.

여기서는 장시 實數훌 R 에다 Bourbaki 의 方

法에 依하여 uniformity 훌 훨入하고 이 uniivr

mity 로서 Cauchy sequence 의 澈念， uniform

c.)파iDuity 빛 uniform convergence 의 澈;흩올

쌀入하여 보~1]로 하자.

R 야 寶數集合얼예 RxR 의 都分集合 Vr 융
닥음과 같이 定훌훌하자.

Vr= {(x.Y): Ix-yl <T. x,j'eR}
여기에서 r 은 任寬의 實數이다. 只今 RxR 의

않分集合族 U롤 Vr 들융 媒介혹 하여 마음파갈

‘ l 定義하연 U7} 바흐 R 의 Uniformity로 펀

다. 郞

U={V: V그V， for some rεR}

라고 生뿔하면 이 U는 위에서 말한 l뻐iformity 에

關한 5個의 性質울 滿足하게 되며 따라서 R 에

對한 uniformity로 된다. 그려 면 이 uniformity

에 依하여 R 內에마 다음과 갇이 topology를 鍵

入할 수도 있다. 只今 R 의 짧分集合族 T흘 다

용과 창。1 똘훌하자.1'l/1 R 의 部分集合 T의 各.戰

x 에 대하여 U 의 元 V 까- 存在하역 V(x)cT 로

되는 그런 T 의 ft뿔族올 T 라고 놓으면 T 는 R

의 topology s_ 되 역 01 位相융 R 의 uniform

to;;>.:>:ogy 라고 부른다. 짜라서 uniform space 는

야 uniform topology 에 4흉하여 f立根뿔閒~j응 띈

다.

그려 연 역 가 서 Cauchy sequence 빛 i顧tt얘

關하여 다.AI 生賢하역 보자.

實數列 {Xl> X2• •••• :1(" • •••}이 R 에서 Cauchy

sequence 라고 함은 任寬의 U의 元 V 에 대하여

適當한 自짧數 N이 存훌E하여 p.q>N 이 변 항상

(xp, %'l)eV 가 成立할 빼롤 딸한다고 하면 된다.

이 뚱훌는 우리가 앞에서 0] 야기 하였든 Cauchy
sequence 의 搬;옳파 完全히 _.줬필은 明£J하다.

다음에는 uniform continuity 의 *홉옮을 유도하여

보자.團數 f:R• R 이 uniform continuous 라항
은 U의 if意의 元 V 에 대하여 U 內에 U가 存

在하여 (x.y)εU 이 면 直常 (κX)，/('V»eV호 될

혜훌 말한다라고 定藝하면 뭔다.

。l 畢實온 任훌의 陽數 r 어l 매하여 陽數 s가

存在하여 Ix-YI <s 이 연 휩帶 IC fex) - f(Y)1 <r
로 펀다는 뜻이며， 이것이 바로 f(x)가 uniform

continuαIS 인것윷 냐다냉은 明白한 事寶이다.

萬-A가 R 의 部分集움얼빼 톨협數 fex)가 A 에

서 uniform continuous 염은 다음파 같이 똥養하

면 펀다. Nfl f의 A 에호의 制眼뼈數 flA 가 A
에 서 의 relative uniformity 에 關하여 uniform

continuous 일혜를 말하기호 하면 된다. 마지막

으로 탬數列 (f,, (x)} 외 uniform convergence 에

關하여도 다홈과 갇야 하면 펀다.m 任寬의 U

의 member. V 에 대하여 또 R 의 各點 x 에 매하

여 自짧數 N 이 存在하어 p.q>N 이변 桓常

(h(x), fq(x» εV로 될예 f는 uniform con
verge하는 것야마.

以上에서 우리는 uniform space가 훌훌λ되게

된 E±l來에 판하여 生뿔하여 왔지만 여 71 서는

uniform space 에 關한 한 두 개의 問題률 j홈聚

함으로서 이끌올 끝맺기로 하자. 은F先여기서도

位相空間빼와 마찬가지로， 이 uniform space가

어떤 像件下에서 metrizable인가 하는 것율 살펴

보자.

그러냐 이 問題는 位相뿔閒의 R짙홉홈lt間훌훌보다

는 훨신 容易하게 解혔되었다. 이 問題가 第

먼저 다루어진것은 P. Alexandroff와 P.Urysohn

의 훌훌文 “Une condition necessaire et suffisante

P어If qu’une claSS(C) soit nne class(D)"(l923)

에서였으며 여 기서 ::L네 들은 Hausdorff space가

metrizable 야 기 위한 必充像件으로서 countable

base 풀 가지는 uniformity까 存在하되 이 uni

form topology가 元來의 topology하고 -致하

도록 되는것암올 밝혔다. 이 훌융文은 本來의 目

的은 位相空間의 塵離化問題흘 다푼것아지만 結

果的으로는 uniform space가 pseudometrizable 야

기짧한 條件훌 解얹한거나 거야 다륨이 없다. 01

問題를 비로서 完全히 解행한것은 E. W.Chit

tenden으호서 그는 그의 龍文 “On the Metrization
Problem and Related Problems in the Theory of
Abstract Sets. "(1927)에 서 uniform space가
pseudo metrizable 이 지 짧한 必充像件은 그 uni
formity가 countable base 를 가진다는것으로됩
용 보였으며， 그의 證明法은 其後 A. M. Frink
및 Aronszajn 等에 依하여 簡略化되었 다. 그려나

01 問題훌 옳全히 위에 서 말한바와 같응 形훌흉3료



셔 .:z.. t흉件융 提示한 쳐 음 7}는 사랑은 亦是 A.
Weil 였다. (1937), 이 pseudo-metrizable 언 廳함·

에셔 uniform 쟁ace 가 metrizable 아 가 짧한 &)

풋際件야• umformity가 countable base 훌 가지

며 그 uniform topology가 Hausdorff topology로

되는 것염을· 보는 것은 容易하마.

u:liform space 에 關하여 한가지 뎌 이 야기하

여 두 고 싶은것은 uniformizability 에 훌훌한 問題

이 다.HP 位相空間이 어변 훌훌件하에서 uniformi

zable 로 되는가 하는 間題야마， °1問題는 位相空
閒의 Metrizabi1ity 問훌와 analogy 꾀는 問훨후서

펙 興威있는 것。l 얘. 01 間훌훌도 閒接的으효는 A.

Weil 에 依하여 解決되 었다고 불수있다(1937) ，

아 야l 依하연 位相~間 x가 uniformizable 야 기

훌한 뼈充像件..%..:t.갯 01 c~letely re~1ar 언

大算훌t~훌홉홉e ••톨
것으호 펀 rt. 이 훌훌lJ，fj에 있에서는 XxX 위에서

uDiform continuous 인 pseudo-metrics 全훌의 鎭

合언 gage 의 樞急01 l:Il 用꾀 어 比較a~ 複雜하계

되어 있지만 1957 年 F. A. Behrend 는 이 閒훨훌

string 의 構;쏠율 導A하여 比較的 쩌 끗 팍 거l 證明

하고 있다. 01 :q~ 關좌히.C댁 筆者가 홉웅文 “ijaifor

mizability of a Topological Sine센에 다푼것도

바로 이문제훌 locally cofinal subdirected set의

熾念올 通하여 取폈한 것엄융 附룹하여 둔다.

uniform space 얘 關하여는 아직 c:>πJpletlon 問

뿔. compactifiability 間題. functiT1 splce와의

빼聯性 間뿔. parac~ctness와의 씹 GIft問題혹훌

혹훌 훌要한 것이 많.xl 안 紙협土.關係로 띤훌會에

마후기로 하.3l. 여기셔 붓율 놓기혹 한다‘

1965. 1. 23 (延世太훌홉)
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