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I.I.D. 신호의 고차 스펙트럼을 이용한 비선형 시스템 추정

Nonlinear System Estimation Using Higher 
Order Spectra of I.I.D. Signals

조 용 수*

(Yong Soo Cho)

要約

본 논문에서는 i.i.d. 신호의 고차 모멘트와 스펙트럼의 성질에 대하여 4차까지 고찰하였으며, 이의 결과를 이용하여 2차 

Volterra 급수로 표시되고 i.i.d. 입력 신호를 갖는 시불변 비선형 시스템의 파라메타들을 추정하는 알고리즘을 시간 영역과 

주파수 영역에서 각각 제안하였다. 비록 2차 Volterra 급수가 i.i.d. 입력 신호에 대하여 orthogonal 모델이 아닐지라도 (정 

상 분포를 갖는 백색 입력 신호 제외), 입력 신호의 각종 시간지연에 대한 모멘트(또는 고차 스펙트럼의 모멘트)나 역행렬의 

계산둥이 요구되지 않으며 선형 전달함수와 2차 전달함수를 추정할 수 있는 알고리즘이 존재하는 것을 보였다.

ABSTRACT

The properties of higher order moment sequences and higher order spectral moments of an i.i.d. (independent, 
identically distributed) process up to fourth order are discussed. These properties are utilized to develop algorithms 
to identify time invariant nonlinear systems, which can be represented by second-order Volterra series and which are 
subjected to an i.i.d. input, in both the time and frequency domain.

A relatively simple solution for estimating the time and frequency domain. A relatively simple solution for estimat- 
ing the linear and quadratic transfer functions, which requires neither the calculation of the moment sequences for 
various time lags (or higher order spectral moments) of the input nor the calculation of the inverse of matrix, is 
shown to exist, even though the second-order Volterra series is not an orthogonal model for an i.i.d. input (unless 
the input is a white Gaussian process).
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최근 오디오 시스템이나 통신 시스템이 고품질화 

되어감에 따라 시스템의 비선형성에 의해 발생되는 

여러가지 형태의 왜곡에 대한 관심도가 높아지고 이 
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에 대한 연구가 진행되었는데, 이러한 비선형성을 해 

석 하기 위 해 고차 스펙트럼 (higher order spectrum) 
이 종종 이용되었다. 이 고차 스펙트럼은 고차 

cumulant 함수의 Fourier 변환으로 정의되며 주파수 

영역에서 널리 사용되고 있는 스펙트럼의 연장으로 

볼 수 있다. 최근 잇단 연구결과에 의하면 고차 스펙 

트럼은 (1) Gaussian 잡음을 감소 (suppress) 시키 

고자 할 때, (2) nonminimum phase 시스템의 계수 
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를 추정 하고자 할 때, (3) 랜덤 신호에 의 한 시 스트』의 

비선형성을 분석하고자 할 때에 유용하게 이용될 수 

있다특히 고차 스펙트럼은 비선형 시스템을 

모델링하고 이러한 비선형 시스템에서 발생된 데이 

타를 분석하며 비선형 시스템의 계수를 구하는데 효 

과적으로 이용되어 왔는데 이 부분을 본 논문에서 다 

루고자 한다.

주파수 영역에서 2차 비선형 시스템은 선형 전달함 

수와 2차 전달함수의 합의 형태로 표현되는데[3], 비 

정규 분포의 입력을 갖는 시스템에서 이 선형 전달함 

수와 2차 전달 함수를 적절하게 추정하기 위해서는 

입력의 고차 스펙트럼에 대한 정보가 4차까지 필요하 

다[4],[5]. 즉, 어떤 특정 주파수에서의 선형 전달함 

수와 2차 전달함수를 추정하기 위해서는 그 주파수에 

해당되는 입력의 각종 고차스펙트럼을 4차까지 추정 

하여 행렬을 구성하고 또 二z 역행렬을 계산하여야 하 

며, 다른 주파수에서의 전달함수들을 계산하기 위해 

서는 이러한 과정을 반복하여야 한다. 그러나 일반적 

으로 비정규 분포의 입력을 갖는 경우에 있어서 고차 

스펙트럼 모멘트를 정확하게 추정하기 위해서는 많 

은 데이타와 계산량이 필요하며, 역행렬을 계산하는 

데 또한 많은 시간이 소요된다. 따라서 본 논문에서 

는 i.i.d. 신호가 입력에 가해질 경우, 든f지 몇 개의 파 

라메타(2차 비선형 시스템의 경우 3개의 상수)루서 

관심 대역내 모든 주파수에서 입력의 고차 스펙트럼 

을 결정할 수 있는 식을 제시하고 이의 결과들을 이 

용하여，선형 전달함수와 2차 전달함수를 추정할 수 

있는 간단한 해를 제안한다. 또한 제안한 방법은 입 

력이 정규분포를 갖는 백색신호일 경우 과기의 (정讦 

분포를 갖는 입력신호에 대한) 해에 비해 더욱 간단 

층!■게 표시 될 수 있음을 보인다.

본 논분의 n 장에서는 비선형 시스템의 추정을 위 

해서 입력신호로 사용될 i.i.d. (independent identi­
cally distributed)신호의 고차 모멘트와 고차 스펙트 

럼 모멘트의 성질들에 대해서 4차까지 고찰한다. 이 

러한 i.i.d. 신호에 대한 예토서는 정衬분포를 갖는 백 

색 잡음을 들 수 있는데 이 신호는 통신시 스템에 서 잡 

음에 대한 해석시 널리 이용되어 왔다[6丄 또한 음향 

학 분야에서 자주 이용되는 잡음 발생기에서 발생되 

는 신호는 i.i.d. 신호로 간주할 수 있으며, 컴퓨터 시 

뮬레이션에서 이용되는 많은 서브루틴들도 여러 형 

태의 분포함수를 갖는 i.i.d. 신호를 발생한다.

口 장에서 전개된 i.i.d.신호의 고차 모멘트와 고차 

스펙트럼 모멘트에 대한 결과들은 시불변 2차 비선형

시 스템의 계수들을 시 간영역과 주파수영 역에 서 추정 

하는데 사용된匸" ID 장에 서 는 시 간영역 의 해 석 방법 

으로서[기 i.i.d.의 입력신호가 주어질때 1차와 2차 

Volterra kem미s를 추정하는 실제적인 디지탈 방법 

이 i.i.d. 신호의 4차까지 의 고차 모멘트의 성 질을 이 

용하여 제안된다. VI장에서는 주파수영 역의 해석방 

법으로서 i.i.d.신호의 고차 스펙트럼에 대한 결과를 

이용하여 선형 전달함수와 2차 전달함수를 추정할 수 

있는 스J제즈/인 디지탈 방법이 제안된다. 2차 Volterra 
급수에 i.Ld.신호가 입력신호로 가해질 때(정규분포 

를 갖는 백 색 잡음 주" 외)시 간영 역 또는 주파수영 역 에 

서 orthogonal 모델로 표현될 수 없을 지라도[8], 
Volterra kern이 또는 전달함수를 추정할 수 있는 비 

교적 간단한 해법은 존재하는 것을 보인다. 제안된 

시 간영역 방법 은 자기 상관함수 주정 시 시 간 지 연에 

대한 모멘트 계산을 필요로 하지 않으며, 일반적인 

입력의 경우 주된 계산의 부담이 되는 역행렬 계산을 

요하지 않는다는 장점들이 있다. 본 논문에서 제안된 

결과들과 알고리즘에 대한 여러가지 시뮬레이션 결 

과들이 V 장에 설명되어 있으며 VI 장에서 결론을 

맺 는다.

n. li.d.신호의 고차 모멘트와 고차 스펙트럼

4차까지 모든 모멘트 성분이 존재하며, 평균이 0인 

이산 stationary 확률과정 x(n)에 대해서 생각해 보 

사. 확률과정 x(n)이 실수이며 1丄d.분포를 갖을 때 

다음의 성질들을 쉽 게 증명 할 수 있다.

E 顷恥 (n『" 扃皿일때 ⑴

E[x(n1)x(n2)x(n3)] = (；3 雅『8일때 ⑵

' 卩4 由 = 112=113 = 114 일때,

够 (11】 =1】2 구顷3=叮】4) 또는 

E〔x(ni)x(n2)x(n3)xg)]= (业 = 听#功=山) 또는

(由 = 1】4#1】2=1】3) 일때,

■0 기타.

(3)

여기서 所은 x(n)의 I■차 모멘트 E[xr(n)]올 의미한 

다. 스1(2)와 (3)에서 랜덤변수 x(m)가 독립적이면 그
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랜덤변수의 함수들 또한 독립적이라는 사실이 이용 

되었다. 위 식으로부터 i.i.d.신호의 4차까지의 고차 

모멘트는 “2, 卩3, 西가 주어진다면 그 값들이 결정될 수 

있다는 것을 알 수 있다. 또한 X(n)의 이산 Fourier 
변환이 아래 식으로 정의될 때

XMk) = £x(n)exp(-j2，mk/N) (4)

x(n) 이 Ed. 신호라면 XMkD 과 X^k?) 의 상관함수 

(2차 스펙트럼 모멘트)는 식(1)을 이용하여 아래와 

같이 표현될 수 있다.

E[XN(k])XN(k2)] = N“2»(k]+k2) (5)

여기서 6(•"는 Kronecker delta 함수이다. Station­
ary 확률과정에서는 식(5)의 왼쪽항이 虹 = -1。일 때 

에만 스펙트럼의 값이 존재하기 때문에 E[ I Xn(k) 
I 2]은 전주파수 영 역에서 일정한 N“2를 갖는다는 것 

을 알 수 있다. 마찬가지로 XN(ki), XN(k2),XN(k:i) 
사이의 상관관계는 식 (2)를 이용해서 다음 식으로 표 

현할 수 있다.

E[XN(ki)XN(k2)N(k3)] =N"3$(ki+k2+k3) (6)

식(6)의 오른쪽 항으로부터 i.i.d. stationary 확률과 

정의 3차 스펙트럼 모멘트는 “3*0과 ki+kz+k3=0 
(stationarity에 따른 주파수 선택 규칙 )경우 외에는 

0이 되는 것을 알 수 있다. 즉 3d신호의 3차 스펙트 

럼 모멘트 E[XN(kDXN(k2)XN(k3)]는 주파수 선택 규 

칙을 만족시키는 모든 주파수 영역내에서 일정한 

N“3 를 갖는 것을 알수 있다. 이 확률과정이 정규 

분포를 갖는 경우에는 위의 상수期 또는 3차 스펙 

트럼 모멘트가 0이 된다.

또한 x(n)이 i.i.d.신호일 경우 4개의 스펙트럼 성 

분 XN(k1),XN(k2),XN(k3),XN(k4) 사이의 상관관계는 

식 (3)을 이용하면 다음의 특수한 구조를 갖는다는 것 

을 알 수 있다.

E[XN(ki)XN(k2)XN(k3)XN(k4) ] = N2p2z 
{$(ki+k2)$(k3+k4)+S(ki+k：3)$(k2+k4) 
+S(ki+k4)d(k2+k3)}+N(“r3“22)a(ki+k2+k3+k4)

(7)

여기서 오른쪽의 마지막 항은 “职2尹0과 ki+k2 
+1%+1<4 = 0인 경우 외에는 0이 된다. Stationary 확 
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률과정은 주파수 선택 규칙인 ki+k2+k3+k4 = O을 

항상 만족하여야 하므로 이신호의 4차 스펙트럼 모멘 

트는 항상 일정한 값 N(“『3佬2)을 가질것이며 (x(n) 
이 정규분포를 갖는 백색잡음일때 이 값이 0이 됨) 

계산하고자 하는 주파수에 따라 오른쪽의 첫번째 항 

에 해당하는 상수값 N?22이 이에 더하여 나타난다. 

첫번째항에 따르면 각각의 성분이 다른성분의 복소 

공액수(E I XN(k.) |2 I XN(k)) 로 이루어져 

있는 경우 4차 스펙트럼 모멘트는 이러한 주파수들에 

서 상수 NS??의 추가치를 갖는다. 위의 내용을 요약 

하여 보면 i.i.d.신호의 2차와 3차 스펙트럼 모멘트는 

주파수선택 규칙을 만족시키는 모든 영역에서 일정 

한 값을 갖고 평평한 형태를 취하나, 4차 스펙트럼 모 

멘트는 주파수선택 규칙을 만족시키는 영역내에서 

여러 단계의 값을 갖게 된다는 것이다. 또한 “2, “3, “4 
가 주어진 경우 4차까지의 고차 스펙트럼 모멘트를 

모두 계산할 수 있으며, 정규 분포를 갖는 백색잡음 

의 경우에는 단지 n의 값으로서만 4차까지의 고차 

스펙트럼 모멘트를 결정지을 수 있다.

ID. I.I.D. 입 력을 갖는 VOLTERRA KERNEL의 추정

시간 영역에서 이산 2차 Volterra시스템을 고려하 

자.

P-l PT P- I

y(n) = £ hi(i)x(n-i)+£ £ i—0 i=0 j=*U
h2(i,j )x(n-i)x(n-j)+e(n) (8)

여기서 x(n)과 y(n)은 각각 이 시스템의 입력과 출 

력이며 y(n)은 오른쪽의 첫번째 항과 두번째 항의 합 

으로 이루어진 모델 응답을 의미한다. hi과 h2(i,j)는 

이 시 스템의 1차와 2차 Volterra kern이이라 각각 불 

려지며 P는 °] 시스템의 memory 길이를 나타낸다. 

입력 x(n)이 i.id신호인 경우에 (8)식의 Volterra 
kem이은 II장에서 설명한 i.i.d.신호의 고차 모멘트 

의 성질을 이용하여 다음과 같이 계산될 수 있다.

E[y(n)x(n —1)]=折(1)佬+112(1,1)卩3 (9)
E[y(n)x(n-l)x(n-m)]=2M22h2(Lni), l^m일때

(10) 
E[y(n)x2(n-l)]-E[y(n)x(n-l)]-y-= 

h2(l,l)(M4—~~ — M22)+m22E h2(i,i),l=m일때(11)
M2
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여기서

£ h2(i,i)= 1F)

E IE[y(n)x2(n-l)]-ELy(n)x(n-l)]-*7- <

A"쓰、+ (P —1) 以
弘2

(12)

그러므로 2차 Volterra kernel hz(l,m)(l=m의 경 

우의 추정은 x(n)의 焰 陽, 闷가 주어졌을 경우 입력과 

출력사이의 cross-bicorrelation E[y(n)x2(n-1)]과 

cross-correlation E[x(n)y(n-1)]을 추정한 후 식 

(11)과 (12)에 의해 이루어 질 수 있다. 또한 l*m의 

경우에는 E[y(n)x(n-l)x(n-m)]의 추정된 값을 

식 (10)에 대입시킴으로 이 때의 Volterra kernel을 

계산할 수 있다. 한편 1차 Volterra kernel 上(1)을 

추정하기 위한 식(9)에 2차 Volterra kernel인 h2(l, 
1)이 존재하는 이유는 식 (8)이 비정규 분포의 입력신 

호에 대하여 orthogonal 모델이 아니기 때문이다. 만 

약 입력이 정규분포를 갖는 백색신호라면 식(9)와 

(11)에서 “3의 값이 0이 되어 orthogonal 모델이 되 

므로 임의의 ”에 대해서 1차와 2차 Volterra kernel 
인 hl(l)와 h2(l,j)를 독립적으로 추정할 수 있다. II 
장에서 언급한 바와 같이 i.i.d. 신호의 4차까지의 고 

차 모멘트는 俊, 陽，闷에 의해서 완전히 결정될 수 있고. 

위에서 유도된 알고리즘은 어떠한 형태의 행렬 연산 

도 필요로 하지 않기 때문어](참고문헌 [8] 참조), 큰 

P의 값을 갖는 시스템의 1차와 2차 Volterra kernel 
의 값들도 큰 계산량의 부담없이 단지 cross-corre- 
lation과cross-bicorrelation만의 추가 정보에 의해서 

식 (9) 〜(12)을 이용하여 쉽 게 추정 할 수 있다.

IV. I.I.D입 력을 갖는 전 달 함수의 추정

주파수 영역에서 2차 Volterra 급수는 다음과 같이 

정의된다.

YN(m) =Hi(m)XN(m)

+ E H2(i,j)XN(i)XN(j )+tN(m) (13)
1. J

여기서 Hi(m와 足⑴)은 각각 선형 전달함수와 2 
차 전달함수이다. 珈(m)은 실제의 출력과 모델의 출 

력식(13)의 오른쪽 첫번째 항의 합)과의 차이를 나 

타낸다. 식 (13)은 입력신호에 대해서는 비선형이지 

만 전달함수에 대하여는 선형으로 이루어져 있기 때 

문에 MSE(mean square error) [ | eMm) 闩를 최 

소화함으로써 최적 전달함수를 추정할 수 있다. 입력 

x(n)이 ij.d.신호인 경우에는 선형 전달함수와 2차 

진달함수는 다음 식으로 부터 구할 수 있다.

E[Xn*(1) YN(m)] = Hi(m)N佬

+ E H2(i,j)NM3

(14)

E[XN*(k)XN*(l)YMm)] = Hi(m)N“3
+ E Hz(i,j)N(所-3必) 

I, J 
i+j -m

+2H2(ktl)NW (15)

위 식들은 스】 (5) 〜 (7)에서 구한 i丄d.신호의 고차 스 

펙트럼 모멘트에 대한 성질들을 이용하여 유도되었 

다. 식(14)와 (15)에서 E H2(】.j)는 다음 식에 의해 

서 彳해진다. i+j=m

I足(曲)=
i. J 

i+j = m

N险 E E[XnF)Xn*⑴YMm)]-N"3(N-m+l)E[XN*(n】)YN(m)]
i, J 

i+广-m

Np血-：艘)-N勺妒｝ (N-m+l)+2N細3

(16)

따라서 입력이 i.i.d. 신호이고 伐,“3,叫가 주어진 경 

우, 선형 전달함수와 2차 전달함수는 입력과 출력간 

에 cross-spectrum고！" cross-bispectrum (각각 식

(14) ,(15)의 왼편에 위치)을 추정한후 식(14)、(16) 
으로 부터 계산된다. 위의 결과와 일반 입력인 경우 

의 방법을 m이 짝수일때 비교하기 위해서 식(14)과
(15) 의 합의 항을 전개하여 다음의 행렬식의 형태로 

표현하였다.

XN*（m）YN*（m）
Xn*（믈 ） Xn*（끌 ） YMm）

E Xn*（믈+1） Xn*（믈 ） YN（m）

XN*（M）XN*（m-M）YN（m）
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HJm)
田(矿끌)

2足(믈+1,믈一!)

3-2 为 a3 …a：j
a3 2a224~b b ••• b
a3 b a^+b b

_a.3 b b ■■•a 2H2
(17)

여기서

ai = N“,，b = N{/&—3“*}, M = N /2

로 주어진다. 그러므로 선형 전달함수와 2차 전달함 

수는 m이 짝수일때 위의 행렬식을 계산함으로서 추 

정할 수 있으며 이 는 식(14) 〜(16)을 계산한 결과와 

동일하다. 그러나 입력이 i.i.d.신호가 아닐 경우에는 

식(17)에 주어 진 행 렬의 각각의 요소에 상응하는 입 

력 스펙트럼 모멘트를 각 주파수 성분에 따라 4차까 

지 추정하여야 한다. 특히 일반적인 입력인 경우 이 

행렬은 다음에 주어진 "고차 스펙트럼 모멘트 행렬” 

에 의해 대치되어야 한다.[4]

E[XnT]=
「S(m) CH(m) 
L C(m) D (m) (18)

여기서, 첨자 h는 Hermitian 연산자를 나타내며 m이 

짝수일때 벡터 XMm)은 다음과 같이 정의된다.

XN(m) = [XN(m) Xn(쁭 ) Xn(믕 ) Xn(쁫+1) Xn(믕-1)

...XN(m) Xn(O)...Xn(M) XN(m-M)] (19)

또한 식(18)에 정의된 부행렬의 각각의 요소는 다음 

식들에 의해 주어 진다.

s(m)=E[XN(m)XN*(m)] (20)
Ck (m) =E[XN(k)XN(m-k)XN*(m)] (21)

dki(m) =E[XN(k)XN(m-k)XN*(m-l)] (22)

여기서 왼편의 첨자 k(m/2에서 M까지 변함)는 식 

(21)과 (22)의 오른편에서 나타난 첫번째의 주파수 

변수를 나타내며, 왼편의 첨자 1은 식(22)의 오른편 

에서 나타난 세번째의 주파수 변수를 나타내는 것이 

다. 일반적으로 식(18)의 스펙트럼 모멘트 행렬은 m 
에 따라 다른 값을 취하기 때문에 각각의 이에 따른 

식(18)의 행렬을 반복하여 추정한 후 이 m에 해당하 

는 전달함수를 계산하여야 한다. 반면 식(17)에 주어 

져 있는 행렬은 입력이 i.i.d.신호일 때 모든 짝수m에 

대한 전달함수를 계산하기 위해서 사용될 수 있다. 

흘수m에 대 해서도 마찬가지 방법으로 식 (14)와 (15) 
을 행렬식의 형태로 나타낸 후, 흘수m에 대한 식(18) 
의 스펙트럼 모멘트 행렬과 비교하여 비슷한 결론을 

유도할 수 있다.

한 주파수에서의 전달함수를 추정하는 과정은 상 

수 为와 b에 의해서 다른 주파수에서의 전달함수의 

추정과 긴밀한 관계가 있다는 것을 위의 행렬식(17) 
로부터 알 수 있는데 그 이유는 식(13)이 U.d.입력 

(정규분포를 갖는 백색잡음 제외)에 대해 orthog， 
onal 모델이 아니기 때문이다. 입력이 정규 분포를 갖 

는 백색잡음인 경우에는 식 (14)와 (15)는 보다 더 간 

략하게 표현될 수 있는데. 이때 선형 전달함수와 2차 

전달함수는 다음의 식으로부터 쉽 게 추정될 수 있다.

H1(m)-E[XN*(m)YN(m)]/N//2 (23)
H2(k,l)=E[XN,(l)YN(m)]/N2/z22 (24)

본 절에서 제안한 전달함수의 추정방법을 요약하 

여 보면 다음과 갈다.

(i)시스템의 입, 출력으로부터 샘플된 데이타를 

segment 단위로 분할한다.

( ii ) 각 segment 마다 입 력 신호의 俸, 陽, 를 계산하 

고, 입, 출력간의 샘플 cross-spectrum과 cross- 
bispectrum을 계산한다.

(iii) ( ii) 의 과정을 segment 수 만큼 반복한 후 평균

치 를 취 하여 俸, “% 卬와 cross-spectrum과 

cross-bispectrum의 추정치를 계산한다.

(iv) (iii) 에서 구한 추정치를 식 (16)에 대입하여 E
Hqj)를 계산한 후 이를 이용하여 식 (14) 
와 (15)로부터 선형 전달함수와 2차 전달함 

수를 계산한다.

V. 시뮬레이션 결과

본절에서는 II 장에서 유도한 i.i.d.신호의 고차 스 

펙트럼 모멘트에 대한 성질들을 IMSL RNEXP에 

의해 발생된 지수함수 분포를 갖는 i.i.d.신호를 사용 

해서 확인되었으며 다음 수치들은 i.i.d.신호 128,000 
개를 사용하여 추정된 값이다.

您=1.0014,“3= 1.9948,用=8.7838 (25) 
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이 신호의 고차 스펙트럼 모멘트를 알기 쉽 게 표현 

하기 위하여 식(18)에서 정의된 고차 스펙트럼 모멘 

트 행렬를 계산한 후 이 결과를 그림1에 나타내었다. 

식(18)의 행렬을 이 시뮬레이션에서 사용한 이유는 

(1) i.i.d.신호의 4차까지 고차 스펙트럼 모멘트를 한 

장의 그래프를 통하여 쉽게 알 수 있고 (2) 전달함수 

추정 기 (estimator)의 전반적 인 성능(정확도와 계산 

속도) 이 주로 식(18) 의 고차 스펙트럼 모멘트 행 렬을 

추정하는 과정에 의해서 결정되므로 본 논문에서 제 

안한 i.i.d.입력을 사용한 선형 전달함수 및 2차 전 

달함수 추정기와 일반적인 전달함수 추정기의 성능 

을 비교할 수 있기 때문이다. N과 M의 값은 64와 

32로 각각 설정되었다. 본 시뮬레이션에서는 m을 0 

과 M사이에서 변화시키며 식(20)〜(22)를 이용한 

FFT 계산방법과 식(5)〜(7)를 이용한 i.i.d.방법에 

의해 추정된 고차 스펙트럼 모멘트 행렬 값을 비교하 

였는데 예측한 바와 같이 m의 값에 관계없이 비슷한 

결과를 얻었다. 그림］.에는 이을 12로 선택해서 얻어 

진 결과가 나타나 있다. 이 경우 S(m), C(m), D(m) 
그리고 식(18)의 좌측 행렬은 각각 1X1, 27x1, 27x27, 
28X28 행렬이 된다. FFT 방법에서 여러 샘 

플 고차 스펙트럼을 계산하기 위해서 샘플된 데이타 

는 64개의 데이타를 갖는 2,000개의 segment로 분할 

되었다. 분할된 segment 는 FFT 방법을 통해 

Fourier 변환이 되었으며, 변환된 2,000개의 샘플 스 

펙트럼에 평균을 취해 4차까지의 고차 스펙트럼을 추 

정하였다.

二림1은 FFT 방법에 의하여 추정된 고차 스펙트 

럼 모멘트의 실수부를 3차원 그림으로 나타낸 것이며 

우측과 아래쪽의 4개의 열과 행은 기준값을 나타내기 

위해서。의 값을 취해 첨가되었다. FFT 방법에 의해 

서 추정된 값들이 5개의 다른 위치에서 나타나 있고

i.i.d. 방법에 의해서 추정된 값들은 괄호속에 나타나 

있다. 이 값들을 비교함으로서 식(5) 〜(7)에 주어져 

있는 i.i.d.방법에 의해 계산된 값들이 FFT 방법에 

의해서 얻어진 값들과 근사하다는 것을 알 수 있다. 

또한 i.i.d.신호의 2차, 3차 스펙트럼 모멘트는 주파수 

선택규칙이 만족되는 영역, 즉 S(m)와 C(m)의 영역 

에서 일정한 값을 갖고 평평한 형태를 취하나 4차 스 

펙트럼 모멘트로 구성되어 있는 D(m)는 주파수 선택 

규칙이 만족하는 영역에서도 여러 다른 값을 갖는 것 

을 二림1을 통해 알 수 있다.

그림 1. FFT 방법 과 i.i.d.방범 ( 괄호내의 값)에 의해 추정 

된 고차 스펙트럼 모멘트 행녈

Fig 1. Higher order spectral moment matrix estimated 
by the FFT approach (in parentheses) and the
i.d.  approach



IID 신호의 고차 스펙트럼을 이용한 비선형 시스템 추정 21

•-VUSH-L'2
-

100 1000.
NVMBER OF SEGMKNTS

1 10 >00 IC00 10000
NUMBER OF SEGMENTS

그림 2. Segment 수에 따른 고차 스펙트럼 모멘트의 수렴 

속도 (a) i.i.d.방법 (b) FFT 방법
Fig 2. Convergence rate of higher order spectral 

moments estimated by (a) the i.i.d. approach 
and (b) the FFT approach, depending on the 
number of segments
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二1 림 3. 제안된 i.i.d. 방버을 이용하여 선형 전달함수와 2 
차 비 선형 전달함수를 추정할 경우 segment수에 

따른 MSE 값
Fig 3. MSE versus number of segments for the case 

where the proposed i.i.d. approach is used to es­
timate linear and quardatic transfer functions

다음으로 같은 데이타를 사용하여 segment 수와 

고차 스펙트럼 모멘트 추정값과의 관계를 고찰하였 

다. 그림2(a)는 i.i.d.방법 즉 식 (5) 〜 (7)을 이용하여 

구하여진 그림1의 5개의 값에 대하여 segment 수에 

따른 수렴 속도를 보이고, 그림2(b)는 FFT 방법에 

의 한 수렴속도를 나타낸다. 이 그림으로부터 i.i.d. 방 

법이 FFT 방법에 비해서 매우 적은 계산량을 필요로 

하지만, Ed.방법 이 FFT 방법에 비해 더 빠른 수렴 

속도를 갖고 수렴값들의 분산이 적다는 것을 알 수 

있다. 또한 그림2(a)의 i.i.d.방법에 의해서 추정된 5 
개의 값들은 m의 값과 관계가 없으므로 모든 주파수 

성분에서 전달함수를 추정하기 위해 반복적으로 사 

용될 수 있으나, FFT 방법에서는 주파수 변수에 해 

당하는 m에 따라 고차 스펙트럼 모멘트의 모든 성분 

값들이 다른 값을 취하므로 각각의 m에 대 한 선형 전 

달함수와 이차 전달함수를 결정하기 위해 매번 재 추 

정되 어야 한다.

마지막으로 본 논문의 IV장에서 제안된 선형 전달 

함수와 2차 전달함수 추정 알고리 즘의 성능을 살펴보 

기 위하여 위에서 사용된 데이타를 시스템의 입력신 

호로 이용하여 시뮬레이션을 행하였으며 이의 결과 

가 그림3에 나타나 있匸" 출력신호는 참고문헌[4]에 

서 이용된 2차 비선형 시스템에 입력신호를 가함으로 

서 발생되었다. 여기서 MSE는 원래의 전달함수와 

추정된 전달함수 사이의 오차를 사용하여 계산되었 

으며, 그림3으로부터 제안된 방법이 FFT 방법 (참고 

문헌 [4] 참조)에 비해 적은 MSE 값을 갖는 것을 알 

수 있다. 또한 약 1,000개의 segment 사용한 후 心 陽, 

卬의 비교적 정확한 값의 추정으로 MSE 값이 최소 

값에 도달한 것을 알 수 있으며, 그 후 cross-spec- 
trum고！■ croswbispectrum의 추정의 영향으로 최소값 

근처 에 서 MSE 값이 흔들리 고 있는 것을 알 수 있다.

본 논문에서 제한한 i.i.d. 방법과 참고문헌 [4]에서 

제안한 알고리즘은 서로 다른 구조를 가지고 있기 때 

문에 정 량적으로 성능을 비교하기 쉽지 않다 (참고문 

헌 [4]의 방법에서는 식 (18)-(22) 계산이외에 역행 

렬 계산과 행렬식 연산이 필요하나 i.i.d.방법에서는 

식 (14)-(16) 이용). 그러나 본 절에서는 전달함수 추 

정기의 전반적인 성능(정확도와 수렴속도)에 가장 

큰 영향을 미치는 고차 스펙트럼 모멘트를 각각의 방 

법으로 추정함으로서 수렴속도(그림 2)와 수렴후 추 

정치(그림1, 그림3)에 대해 분석할 수 있었다. 요약 

하면, 수렴후 선형 전달함수 추정오차(MSE)는 제안 

한 방법의 경우 약 0.0002, 참고문헌 [4]의 경우 0.07 
이었고, 2차 전달함수 추정오차는 제안한 방법의 경 

우 약 0.001, 참고문헌 [4]의 경우 0.04 이었다. 고차 

스펙트럼 모멘트를 계산하기 위하여 필요한 곱셈수 

를 한 segment에 대하여 비교하여 보면 i.i.d.의 경우 
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약 31W본 시뮬레이션의 경우 192）이 필요하고 참고 

문헌 [4]의 경우 43M3 （2X106）이다. 물론 제안된 방 

법은 입력신호가 i.i.d.신호로 잘 근사화 될 때에만 적 

은 MSE 또는 좋은 성능을 제공한다.

VI. 결 론

i.i.d. 신호의 고차 모멘트와 고차 스펙트럼의 성 질 

에 대하여 4차까지 고찰하였다. 실제 음향기구나 통 

신시 스템에서 자주 발생되 는 이 u.d. 신호의 2차오｝ 3 
차 스펙트럼 모멘트는 주파수 선택 •计칙을 만족시키 

는 모든 영역에서 일정한 값을 갖고 평평한 형태를 

취하나 이 신호의 4차 스펙트럼 모멘트는 주파수 선 

택 규칙을 만족시키는 영역내에서 다른 값들을 갖게 

된다는 것을 보였다. 이러한 i.i.d.신호의 고차 모멘트 

와 고차 스펙트럼에 대한 결과식들은 시간영역과 주 

파수영역에서 이차 비선형 시스템을 모델링하고 시 

스템의 파라메타들을 추정하는데 이용되었다. 비록 2 

차 Volterra 급수가 i.i.d.입 력 （정규분포를 갖는 백색 

잡음 제오〕）에 대하여 orthogonal 모델이 아닐지라도 

전달함수를 추정할 수 있는 간단한 알고리즘이 존재 

한다는 것을 보였고 이 방법의 성능을 일반직인 입력 

의 경우의 방법 과 비교하였다. 시뮬레 이션 결과를 통 

해 2차 비선형 시스템에 가해지는 입력이 i.i.d. 신호 

로 잘 근사화가 될 경우 제안한 방법이 과거의 방用 

에 비해 보다 적은 계산량과 높은 정확노로 선형 전 

달함수와 2차 비선형 전달함수를 추정할 수 있음을 

보였다. 본 논문에서는 4차까지의 스펙트럼 모멘트 

성질을 이용하여 i.i.d.입 력을 갖는 2차 비 선형 시스템 

을 추정할 수 있는 간단한 알고리 즘을 제시하였지만, 

6차까지의 스펙트럼 모멘트의 성질을 계산한 후 이를 

이용하여 3차 비선형 시스템을 추정할 수 있는 알고 

리즘을 비슷한 전개 방법으로 유도할 수 있다.
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