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요 약

입자복합 재료를 대상으로 수식화되고 그 유용성이 증명된 동적 자기일치적 이론을 가장 간단한 이차원 문제인 일방향 

섬유강화 복합재료 내의 SH파 전파 문제에 적용하였다. 자기일치적 조건을 주파수의 제한 없이 유도하였고 유효속도와 

감쇠를 두 가지 복합재료에 대하여 계산하였다. 계산된 결과는 다중산란 이론 및 또 다른 자기일치적 이론의 결과와 비교 

하였다. 저 체적비에서는 본 연구의 결과와 정확한 쌍상관함수를 사용하는 다중산란 이론의 결과와 일치하였으나 또 다 

른 자기일치적 이론의 결과는 앞의 두 이론과 상당히 다른 결과를 나타내었다. 체적비가 증가할수록 유사한 경향을 띠고 

있지만 정량적으로는 서로 다른 결과를 보여 주고 있다. 본 연구의 이론은 항상 더 작은 분산과 물리적으로 구현 가능한 

감쇠를 준다는 사실을 계산 결과로부터 알 수 있다. 한 가지 중요한 관찰은 고 체적비에서는 다중산란 이론에 의한 감쇠 

가 저주파수에서 매우 작은 값을 나타낸다는 사실이다.

ABSTRACT

A dynamic self-consistent method previously proposed and validated for the composites containing spherical inclusions is 
applied to the simplest two dimensional problems: SH wave propagation in unidirectional fiber reinforced composites. The 
self-consistent conditions for SH wave are derived without limitation on frequency and the wave speed and coherent 
attenuation are calculated for two composites. The res니ts of the present theory are compared with those of the multiple 
scattering theories and another self-consistent theory. At low volume fractions, the present theoretical results coincide with 
those of the multiple scattering theory using exact pair-correlation function, whereas the results based on another self-consistent 
theory deviate markedly from the others. As the volume fraction increases, the three theories give different results although 
they have qualitatively similar trends. The present theoretical results for composites considered in this paper exhibit less dis­
persion and physically realizable attenuation. An important observation is that the multiple scattering theory predicts 
vanishingly small attenuation at low frequency when volume fraction is high.

I•서 론

불균질물질의 유효물성(effective property)을 구하는 문 

제에 대한 이론적 해석은 대부분 Foldy")와 Lax®에 의하 

여 정립 된 확률론적 다중산란 수식화에 그 근거 를 두고 

있다. 다중산란 문제를 확률론적으로 기술할 경우 무한 

개의 계층적인 적분방정식을 얻게 되는더】, 일반적으로 

준결정근사"-°(quasicrystalline approximation)0,] 의하여 

두 번 산란된 파동까지 고려 되고 고차 산란의 영향은 무 

시된다. 그러므로 준결정근사의 효율성은 두 산란체간의 

상대적인 위치에 관한 확률밀도 함수인 쌍상관함수(pair­
correlation function)의 정확도에 의존한다. Varadan둥⑶ 

은 정확한 쌍상관함수를 다중산란 수식화에 도입 함으로 

써 준결정근사를 향상시켰다. 그들의 방법은 엄밀하지만 

특히 3차원 문제에서 정확한 쌍상관함수를 구하는 작업 

은 엄청난 계산기 용량과 시간을 요한다’ 한편, 자기일치 

적 상관포텐셜근사(coherent potential approximation)는 

합금의 전자와 음향양자(phonon)들의 양자역학적 상태 

밀도를 구하는 데에 매우 유용한 이론을 알려져 있다.⑺ 

(8) 섭동법(perturbation)을 이용하는 해석에 의하면 상관 

포텐셜근사는 약산란일 경우에는 임의의 체적비에 대하 

여, 강산란일 경우에서는 작은 체적비에 대하여 정확한 

것 으로 알려 져 있다.'" ⑶ Gubernatis와 Krumhansl'”은 처 

음으로 고체물리학에서 활용되고 있었던 상관포텔셜 근 

사를 탄성문제에 적용하였는데, 그들은 평균웅력 텐서에 

일차 Bom 근사를 취하여 정적인 유효강성을 구하였다. 
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Berryman""은 산란 변위장에 대 한 체 적 적분 방정 식 에 

대 힌 일차 Born 그사를 취하여 저주파수 극한의 물성치 

를 얻었다. 또힌、Devaney"”는 압축파와 전단파에 대한 

일반적인 자기일치적인 분산관계식(dispersion relation) 

을 구하였지만, 그는 얻어진 분산관계식을 계산할 체계 

적인 방법을 찾지 못하여 그의 예도 마찬가지로 저주파 

근사에 머물렀다. 이오卜 같이 탄성파 문제에서는 상관포 

텐셜근사가 주로 저주파수 극한일 경우에만 국한되어 적 

용되 어 왔다. 자기일치 적 방법으로 산란문제를 정 의하여 

저주파수 극한의 유효물성을 기술할 경우, 적어도 저자 

의 지식에 의하면 Hill㈣과 Budiansky(顷에 의한 방법과 

같이 정적인 문제로부터 유효 강성을 구하는 방법과 비 

교하여 장점이 거의 없다. 한 가지 예외는 구형 및 타원체 

형의 입자를 가진 복합재료에 대하여 적용된 Sabina와 

Willis의 이론이다이들은 Hill과 Budiansky의 간 

단한 정적문제에 대한 이론을 동적 문제로 일반화시켰 

다. 그런데 그들은 완결해(closed-form solution)를 구하기 

위하여 산란체 내에서의 과잉응력(excess stress)과 변형이 

일정하다는 가정을 하였다. 이러한 이유로 그들의 이론 

은 장파장에서만 유용한 이론이다. Bussink 등은 Sabina 

와 Willis의 이론을 섬유강화복합재료에 적용하였다. 또 

하나의 예외는 Kim등에 의하여 유도된 동적 자기 

일치적 이론인더), Berryman의 준정적 이론에 대한 직접 

적인 확장이라고 해석된다. 그들은 다른 이론 및 실험 결 

과와의 비교를 통하여 제안된 이론이 산란체의 고차공명 

주파수와 상당히 높은 체적비까지 유효함을 보여 주었다.

본 연구에서는 이전에 3차원에 대하여 제안되었던 이 

론을 2차원에 대 하여 재 수식화 함으로써 일방향섬유강 

화 복합재료의 동적 유효밀도 및 축방향 전단강성계수에 

대한 자기일치적 조건을 구하였고, 유도된 조건으로부터 

주파수 의존적 유효물성을 계산하였다. 계산된 분산 및 

감쇠를 Varadan등® 및 Bose와 Mai。1,의 다중산란이론, 

Sabina와 Willis의 결과와 비교하였다. 두 가지 종 

류의 복합재료에 대하여, 체적비 범위 7-47% 및 주파수 

범위 ka = 0-2 내에서 수치계산을 수행하였다.

n. sh 파에 대한 동적 자기일치적 해석

자기일치적으로 동적인 유효물성을 구하는 문제는 국 

부적 물성과 유효물성치 간의 차이에 의한 유발되는 평균 

장의 산란장 혹은 요동장(fluctuating field)이 평균적으로 

영 이 되 게 하는 문제로 요약될 수 있다.3), 3)유효매 질의 

정의로부터 자기일치적 조건을 얻기 위하여, 원래의 기 

지와 산란체들이 아직 모르는 유효매질 내에 매몰되어 

있다고 가정한다. 이때, 유효물성치는 원래의 복합재료를 

이루고 있던 구성물질들에 의한 다중산란을 모두 기술하 

고 있는 전산란 연산자(total scattering operator)를 평균 

적으로 영이 되게 하여 구할 수 있다. 그렇지만, 일반적으 

로 전산란 연산자는 구할 수가 없으므로, 단일산란 연산 

자, t를 이용한다.(7顷) 그러므로, 유효물성치는

<0 = 0 (1)

를 이용하여 구할 수 있다. 여기서〈〉는 산란체의 분포, 

방향, 모양에 관한 평균을 취하는 연산자이다. 본 연구에 

서는 산란체의 크기가 같고, 단면이 원형인 경우를 다루 

고 있으므로, 위의 식은

〈/〉= £%•〃 =() (2)
J

과 같이 체적비에 관한 평균으로 간단히 표현된다. 여기 

서, %는 顶-번째 구성 물질의 체적비를 표시한다. 이 방법 

에서는 산란체들간의 상관관계를 수학적으로 포함시키 

지 않고 있으나, 유효매질 내에서 산란문제를 정의하므 

로, 다중산란 효과가 평균적으로 고려되고 있다고 생각 

할 수 있다."E)

먼저, 유효매질내의 평균변위장올 평면 SH 파로 가정 

을 한다. 즉,

tv = cxp[i(ke a - r — a>t)] (3)

으로 표현된다. 여기서, ｛는 파동의 진행 방향을 나타내 

는 단위 벡터이다. 또한, 유효파수 k*  = 이<渣는 아직 결 

정되지 않았고, 마찬가지로 전단파의 속도 Q도 미정의 

변수이다. 시간의존항 exp(-zTBt)는 표현의 간편화를 위 

하여 이후로는 생략하겠다. 하첨자 '。'는유효매질의 물성 

과 변수를 나타내고 있다. 이 평균장(입사파)은 물성의 국 

부성에 의하여 산란을 일으키게 되므로 요동장(혹은 산 

란장) 新 를 유발시 켜 전장(total field)은 다음과 같이 표시 

된다. 즉,

w-w-Vw (4)

이다. 균질하고 둥방성인 기지와 산란체에 대하여 그 산 

란장은 다음과 같은 적분에 의하여 나타내어 질 수 있다.

= ja "pa" w + V • (0“Vzo)G(r, r。)加 (5)

여기서, 8p = p-卽와 卬는 주위 매질과 산란체간

의 밀도 및 강성의 차이를 의미하고, G(r, r°)는 균질하고 

등방성인 무한 매질의 2차원 Green 함수를 나타낸다. 적 

분영역 Q는 산란체가 차지하고 있는 면적을 의미한다. 

일반적으로 무한대에서의 경계조건을 만족하는 Green함 
〜人，*1 一> -LU

G(r, r0) = -^- H0(k\r-ro\) (6)
4

로 구해 진 다이 Ho ("은 영 차 한켈 함수를 의 미 한다.
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본 연구에서는 산란문제에 관한 적분 방정 식을 다루므 

로, 해당하는 산란연산자는

tw = Spa>2 W + V • (,5/iV u>) (7)

로서 정의가 된다.3)식(2), (5) 및 ⑻로부터 사기일치조 

건을 유도하기 위하여, 원거리 산란장(far-field scattering 

field)을 근사적으로 구하면, 변위 장이

〜exp(汎r)...、w~一矜스质統) (8)

으로 된다. 여기서, /(处)는 산란 전단파의 원거리 크기를 

표시한다. 원거리 산란 전단파는

{Spot2 w (r0) — iSnke - Vo w(r0)} exp (— ike • r) dil

이 된다.

한편, 식(1)의 자기일치 조건은 다음과 같이 표현되는 

식과 동등하다. 즉,

(a • to) =0 (10)

이 조건은 물리적으로 평균 전방산란장(forward scattering 

field)을 영으로 하는 조건으로 볼 수 있다. 전방산란과 산 

란 연산자간의 조건을 이용하면

a • ta = «5 a f (11)
kl

이 되고, 원래의 자기일치조건 식(2)는

(12)

으로 유도된다. 식(12)에서, 유효매질의 성질을 평균 전방 

산란이 영이 되도록 결정할 수 가 있는데, 전방산란정리 

(forward scattering theorem)에 의하면 전방산란의 크기 

는 총단면적(total cross section)에 비례하므로 산란체의 

존재로 인하여 발생하는 모든 입사파로부터 의 손실이 평 

균적으로 영이 되게 하는 조건으로 해석될 수 있다. 그러 

므로, 식(9), (11) 및 (12)로부터 동적 인 유효밀도와 두 개 

의 동적인 유효강성이 만족해야 할 조건을 다음과 같이 

얻을 수 있다:

52 Vj5p! f w1 exp(— ike - r) = 0, 
i Ja 

(13)

다. 위의 두 조건을 만족하는 해를 구함으로써 유효물성 

치를 결정할 수 있다. 저주파수 극한에서 이 조건은 다음 

과 같이 표현된다.

京,"=0 (15)

以，一警—=0 (16)

DI. Sabina와 Willis의 자기일치적 이론

수 년전, Sabina와 Willis는 구형과 타원체형의 입자로 

보강된 복합재료의 유효한 동적 성질을 예측하기 위한 

자기일치적 방법을 개발하였다.g-网 Bussink 둥은 

Sabina와 Willis에 의한 원래의 방법을 섬유강화 복합재 

료에 적용하였다. Sabina와 Willis의 방법은 이론적 구조 

가 Hill과 Budiansky의 정적인 방법에 대한 구조와 같다. 

그런더), 그들은 유효물성에 대한 완결해를 구하기 위하 

여 기지와 산란체간의 물성차이로 인하여 발생하는 분극 

(polarization)이라 일컬어진 산란체 내부파동이 산란체 

내에서 일정하다는 가정을 하였다. 이 가정은 장파장 영 

역에서는 올바른 예측을 할 수 있었지만 고주파수까지 

외삽된(extrapolated) 결과를 보여 주었다. 그런 이유로 

그들의 분산곡선결과에서 최저차공명은 예측이 가능하 

였지만 고차공명은 예측할 수 없었다.

여기서는 Sabina오} Willis의 유도과정을 따라서 평행한 

섬유강화 복합재료 내에서의 SH파에 대한 자기일치적 

결과를 유노하였는데 다음과 같다. 즉,

用+v2h2(k) (“2-+ -妃(17) 

Pn = P\ +v2h2(k) (p2_Pi)[l +Mt(p2-pe)r' (18)

여기서, I는 2차 단위 텐서이고 산란체 내부 파동의 평균, 

는 다음과 같이 유도된다.

1 r 2
h(k} = — dr exp 0处• r) = --— Jx (kea). (19)

I《2 I J。 kg a

또한, 평균 콘벌루선 연산자는 丈 및 福는 각각

Sx f dr’ 2©G3 广) = 布广:、으, (20)

团드詩 f dr f 里1* (21)
SI J。 Jn Pe

으로 유도될 수 있고, 여기서,

e = inH! (ke d)J\ (,ke a) (22)
^2 f ke • Vo w7 exp(—ike - r) = 0 (14)

여기서, 하첨자 7' 는 儿번째 구성물질의 물성을 의미한

이다. 저주파 극한에서는 /z(雇)~1, 君,(2妃t,

房〜。이 므로 유효물성 치 는
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Pe = P\ + (23)

(24)卩,，=心 f .......  . - ------ .
/如+小

으로 효현되 卫 식(15), (16)의 결과와 일치 힌다. Russink둥 

의 결고H그들의 논문”” 식(43)］와 콘벌루션 연산자에 차 

이가 있는데 그들의 부정확한 계산 결과를 본 논문의 부 

록에서 수정하였다.

in. 결과 및 고찰

두 가지 알루미늄 기지 섬유강화 복합재료(steel/Al 및 

B(boron)/AD에 대하여 계산을 수행하였다. 복합재료를 

구성하고 있는 물질들의 기계적 성질은 Table 1에 나타나 

있다.

Table 1. Material properties of constituents

Materials shear modulus(GPa) density(kg/m3) shear wave speed(m/sec)

Aluminum 38.7 2720 3772

steel 80.9 7800 3220

boron 253 2530 9940

1()2

-5
rad
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 u
-2s

n
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迁
으

--e

°

d

s

k1 a

기지와 섬유는 모두 둥방성이고 비흡수성의 물질로 가 

정되었다. 그러므로 진행하는 파동의 감쇠는 비상관성 

산란에 의한 것이다. 다른 이론에 의한 결과와의 비교는 

관심 주파수 대역 내에서 매우 다른 동적 거동을 보이는 

두 가지 알루미늄 기지 복합재료에 대하여 행해졌다. 기 

지에 대한 강화섬유의 밀도비 및 전단강성비는 steel/Al 

의 경우 2.9, 2.1 이고, B/A1 의 경우 0.93, 6.53 이다. 그러 

므로, 두 가지 다른 종류의 파동 전파 현상, 즉, 공명산란 

이 지배적인 경우와 약하게 분산을 일으키는 경우이다. 

자기일치조건에 대한 수치적 순환 반복계산(recursive iteration) 

의 결과는 평균속도비(q/c)와 비감쇠용량 ^nIm［ke\lRe 

［姐) 이다. steel/Al 복합재료의 경우, 제안된 이론(DSC1) 

과 다음과 같은 세 가지 다른 이 론의 결과를 비교하였다. 

Sabina와 Willis의 이론(DSC2), Varadan등의 다중산란이 

론(MST1), Bose와 Mai의 이론(MST2). B/A1 복합재료에 

서는 MST2를 제외한 세 가지이론의 결과를 비교하였다. 

섬유체적비 7%, 27%, 47%에 대하여 steel/Al 복합재료 

의 파속과 감쇠를 Fig. 1 에서 보여주고 있다. k}a» 0.75 

부근에서 파동 속도는 급격하게 증가하고 감쇠는 널찍한 

최대치를 가진다. 이러한 현상은 입자 복합재료에서도 

유사하게 나타났다.顿 饱 (29 이 현상의 원인을 알기 위 

하여 하나의 steel 산란체 가 알루미늄기지 에 묻혀 있는 산 

란문제를 해석하고, l/„(n)| =2e„|T„|/VWa 로 주어 

지는 산란 부분파의 크기를 Fig. 2에 나타내었다. 여기서 

e„은 Neumann 인자이다. 이 그림으로부터 산란체 내부 

로 침투한 파동의 공명은 k, a = 2 이상의 주파수에서 발

(a) Normalized wave speed and specific attenuation 
capacity, v2 = 0.07,
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(b) Normalized wave speed and specific attenuation 
capacity,如= 0.27,
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(c) Normalized wave 
capacity, % = 0.47.

speed and specific attenuation

Fig 1. Effective normalized wave speed and specific attenuation 
capacity vs. frequency for steel/aluminum composite. 
(-- ), Present theory； ( — -  - ----- —), Sabina and
Willis theory14；(------------- ), Varadan et al. theory6；

(............ .…)，Bose and Mai theory.20

있다.(221(23) 또한 관심 있는 저주파수 대역에서는 산란체 

의 강체운동에 해당하는 n=l의 산란 부분파가 가장 큰 

영향을 미치고 있음이 보여진다. 산란체 공명현상에 대 

한 더욱 상세한 해석은 공명산란이론(resonant scattering 

theory)을 통하여 가능하지만 본 연-*의  범위를 님어선 

나. 앞서 언급한 파속이 급격하게 증가하고 감쇠가 최대 

가 되는, Franz wave의 보강간섭이 일어나는 주파수는 

체적비가 증가할수록 고주파수로 이동한다 7%이 체적 

비에서는 DSC2를 제외한 나머지 세 이론은 서로 잘 일치 

하고 있음을 Fig. 1(a)에서 보여 주고 있다. DSC2에 의한 

유효불성은 체적비에 관계없이 기지의 물성치에 수렴하 

고 있음을 알 수 있다. 즉, PLPi, 缶7“|이다. 이 결과는 

Sabina와 Willis의 이론에 포함되어 있는 가정에 의한 것 

이며, 몇 가지 변수들의 고주파 수에서의 거동을 보면 쉽 

게 확인될 수 있다. 충분히 큰 주파수에서 万

이며 e~O[(^«)-'] 이므로 식(20), (21)은 의미를 잃게 된 

匸卜 그림에서 볼 수 있듯이 DSC2는 Raa0.8까지만 옳 

다. DSC2에서 채용된 분극이 일정하다는 가정하에서는 

산란체와 기지의 물성이 같아지는 방법이외에는 주어 진 

가정을 만족시킬 수 있는 길이 없다. 이와 같은 이유에서 

DSC2로는 Franz 파의 최저차 공명만을 예측가능하다. 

체적비가 증가할수록 이론들 간의 차이는 분명해진다. 

한 가지 중요한 사실은 DSC1 의 결과는 이론들 중 최소의 

분산과 감쇠를 보인다는 점이다. 더욱이, 47%의 체적비 

일 경우, 0.6 이하의 주파수에서 MST2는 음의 감 

쇠를, MST1 은 매우 작은 감쇠계수를 준다는 사실이다. 

이 결과는 다음과 같은 두 가지 측면에서 해석되어 질 수 

있다. 첫 번째는 고체적비일 경우 MST2에 가정되는 지 

수함수 형태의 쌍상관함수로는 두 번 산란된 파동을 정 

확하게 기술할 수 없고, 둘째는 이러한 조건에서는 준결 

정 근사가 더 이 상 옳지 않을 수도 있다는 점 이 다. 그러 나, 

위와 같은 음의 감쇠계수의 정량적인 규명은 매우 어려 

운 작업으로 생각된다. B/A1 복합재료의 동적성질은 Fig. 

3에서 보여 주고 있다. 고려된 주파수 범위내에서 유효파 

동은 약하게 분산을 일으키고 주파수 증가에 따라 약간 

감소하는 경향을 보인다. Steel/Al 복합재료의 요동치는 

성질과는 매우 다르다. 저첵적비에서는 DSC1 과 MST1 은 

비슷하게 움직이나 DSC2는 두이론에서 많이 벗어나 있 

다. DSC2에 의한 파속은 steel/Al 복합재료에서와 갇이 1 

에 수렴하고 있고 47%의 체적비에서 MST1 은 거의 영에 

가까운 감쇠를 보이고 있다.

디g 2. Moduli of the individual partial wave amplitudes for the 
scattering by a steel cylinder in aluminum. (- ), n =

0；(-------------), ；(-------------- ), « = 2；(................),
m = 3.

생하고 이 주파수 이하에서는 산란체 주위를 돌아 일주 

하며 진행하는 파동(Franz waves)의 보강간섭이 파속에 

서의 급격한 증가와 감쇠의 최대치를 만들게 됨을 알 수
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(c) Normalized wave speed and specific attenuation 
capacity, v2 = 0.47.

디g 3. Effective normalized wave speed and specific attenuation 
capacity vs, frequency for boron/aluminum composite. 
(--),Present theory；( — - --------—Sabina and
Willis theory14 ；(........ ........ ), Varadan et al. theory.6

IV. 결 론

섬유강화 복합재료 내의 SH 탄성파 전파에 관하여 자 

기일치적인 방법으로 해석하였고, 그 결과 복합재료의 

유효한 동적인 물성치를 예측할 수 있었다. 유효매질에 

대한 자기일치조건은 주파수의 제한 없이 유도하였다. 

본 연구에서의 이론에 의한 평균파동의 속도와 감쇠를 

다중산란이론 및 또 다른 자기일치적 이론이 결과 비교 

하였다. 섬유체적비가 낮은 경우에는 제시된 이론은 정 

확한 쌍상관함수를 채택하는 다중산란이론과 일치하였 

으나, 또 다른 자기일치적 이론은 앞의 두 이론에 의한 결 

과와는 주목할 만한 불일치를 보였다. 고 체적비에서는 

이론들은 유사한 경향을 가지지만, 각각의 이론은 서로 

다른 결과를 보였다. 제안된 이론에 의한 결과의 특징은 

상대적으로 적은 양의 분산과 물리적으로 구현 가능한 

(physically realizable) 감쇠를 준다는 점 이다. 다중산란이 

론이 체적비가 높을 경우 저주파수에서 음의 감쇠계수를 

준다는 사실 또한 주목할 만 하다. 계산 결과로부터 섬유 

의 공명산란이 복합재료의 분산과 감쇠에 중요한 영향을 
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줄 수 있다는 사실을 발견할 수 있다. 공명산란의 영향은 

공명산란 이론의 맥락에서 설명되었다 .
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부 록: 콘벌루션 연산자의 산란체 면적에 대한 평균

콘빌루션 연산자의 산란체 면적에 대한 평균값을 구하 

는 과정을 간단한 요약한다. 식(6)과 같은 그린함수의 정 

의로부터 콘벌루션 연산자의 평균은 다음과 같이 표현된 

다 • 즉,

Sx = \ dr { W 시 r-rl), (Al)

___  . 2

" = 쓰「(' 하 (*  H0{k\r~r\), (A2)

이다. 는 2차 등방텐서(isotropic tensor)이-口一루^ 다움과 

같이 쓰여질 수 있다.

8IPI 8订(dr f drr V2 H0(k\r~'r，\). (A3)

더욱이 파동방정식에 대한 그린함수의 정의로부터 위의 

식은 다음과 같이 된다.

41。丨 Jn

이!응r &아;心。(시—i)+i].
(A4) 
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시(A2)과 (A3)에서 다음과 산은 적분이 공통적으로 발견 

뇐-다. 즉,

/= J* 办[drf H0(k\r-rr\). (A5)

식분을 쉽게하기 위하여 베셀함수의 합정리(祯를 이용한다.

二 f Jm{kr)Hm (kr\ r< .z 、
—r'|) = £ cos 也0 — Q (A6)m=o ' jm{kr )Hm {kr), T)

합정리를 스】(A5)에 적용하고「과「'에 관한 적분으로 표 

현하면
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을 이용하는 비파괴검사', fuzzy structure의 

진동해석

/=(2兀)2

二—— J r{[H() (kr) J} (kr) - Jo (kr) H\ (kr}\

+ aJQ(kr) H} (ka)}dr, (A7)

으로 돤다. 피적분항의 각괄호(bracket) 안에 있는 항에 

베셀함수의 Wronskian^)을 이용하면 다음과 같이 아주 

간단한 형태가 된다.

/= r\~^ + Mi(的)丿o如)协. (A8)

위의 간단한 적분을 수행하면

I = , 2 [ i + (ka) Ji (切?)], (A9)
衣2

이 되고 따라서 콘벌루션 연산자의 평균은

—ijtH [ I {ku) saieS =---------------------- , (A10)

Mi = —— [ 1 (ka)J] (^<z)], (Al 1)
Po

이 된다.


