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요 약

본 논문에서는 2차원 양방향 포물선 방정식 법과 푸리에 변환을 이용하여 3차원 굴절현상 및 3차원 후방 산란 

파를 포함하는 2 g 차원 문제를 푸는 방법에 대해 다루었다. 여기서 2 斗 차원 문제란 2차원적 해양환경 하에 3차 

Z 乙

원적 음원이 존재할 경우를 의미한다. 2차원 양방향 포물선 방정식법은 수치기법으로 깊이 방향과 수평거리 방향 

에 대해 각각 Galerkin법과 Crank-Nicolson법을 사용하며 수직 불연속 경계면에 의한 후방 산란파를 포함한 수 

평거리 의존 문제에 대해 유용한 해를 제공한다. 2차원 해양환경에서는 파수 k가 종 또는 횡 수평거리 방향과 깊 

이 방향에 대 한 함수이므로 3차원 Helmholtz방정식을 그 방향에 대 한 푸리에 변환하면 2차원 Helmholtz 방정식 

을 구할 수 있고 이 식으로 부터 2차원 포물선 방정식 법을 이용해 스펙트럴 해를 구하여 다시 푸리에 역변환하면 

최종 해를 구할 수 있다. 본 연구방법의 정확성을 시험하기 위해서 계단형 해저면을 갖는 간단한 해양환경에서 계 

산을 수행해 보았으며 대한해협의 특정지역에서의 3차원적 음파전달 특성을 살펴보았다.

Abstract

This 난deals with a method to solve a two-and-one-halfdimensional (2 —— D) problem, which 
means that the ocean environment is two-dimensional whereas the source is fully three-dimensionEilly 
propagating, including three-dimensional refraction phenomena and three-dimensional back-scattering, 
using two-dimensional two-way parabolic equation method combined with Fourier synthesis. Two- 
dimensional two-way parabolic equation method uses Galerkin*s  method for depth and Crank-Nicolson 
method and alternating direction for range and provides a solution available to range-dependent prob
lem with wave-field back-scattered from discontinuous interface. Since wavenumber, fc, is the function of
depth and vertical or horizontal range, we can reduce a dimension of three-dimensional Helmholtz
equation by Fourier transforming in the range direction. Thus transformed two-dimensional Helmholtz
equation is solved through two-way parabolic equation method. Finally, we can have the 2 -孑 D solution

by inverse Fourier transformation of the spectral solution gained from in the last step. Numerical simu
lation has been carried out for a canonical ocean environment with stair-step bottom in order to test its 
accuracy using the present analysis. With this spectral parabolic equation method, we have examined 
three-dimensional acoustic propagation properties in a specified site in the Korean Straits.

I.서 론

1946년 Leontovich와 Fock는 포물선 방정식 법을 공 

기 중에서의 radio파의 전달 문제에 처음 도입하였다W. 

그 이후 포물선 방정식 법은 광학, 지질학, 수중음향학과 

같은 물리학의 여러 웅용분야에서 널리 사용되고 있다. 

특히 수중음향학으로의 도입은 1973년 Tappert와 Hardin
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그림 1. Coordinate system of 2 ; D problem.

[2]에 의한 것이며 표준 포물선 방정식 법 (standard 

parabolic equation method)으로 불린다. 이는 축 근방 

근사(paraxial approximation)<- 사용하였기 때문에 장 

거리 음파전달 문제에만 유용한 해를 제공하였다. 이와 

같은 표준 포물선 방정식 법의 제약을 극복하기 위해 제 

곱근 형태의 연산자를 사용하고 이를 근사하는 새로운 

정식화 방법이 소개되었다. 이러한 근사 방법은 처음에 

는 분수함수를 이용했으며 해의 정확도를 더하기 위해 

지금에 와서는 분수함수들의 합이나 곱의 형태로 근사하 

는 Pade 근사식을 사용하여 수평축으로부터 거의 수직인 

전파각에 대한 정확한 해를 구할 수 있게 되었다[3-7]. 

이러한 노력들에 힘입어 포물선 방정식 법은 넓은 전파 

각에 대한 수평의존 음파전달 문제를 해석할 수 있는 강 

력하고 대표적인 파이론으로 발전하였다[8].

2차원 포물선 방정식 모델은 수평방향의 굴절현상을 

포함하는 정확한 해를 제공해주지 못한다. 이는 이 모델 

이 원통좌표계에서의 3차원 Helmholtz 방정식으로부터 

방위각 방향 의존항을 그 방향의 의존도가 없거나 약하 

다고 가정하여 소거한 후 해를 구하기 때문이며 방위각 

방향으로 해양환경 인자의 변화가 클 경우에 대한 수평 

굴절 현상을 포함하는 정확한 해를 구하기 위해서는 다 

른 3차원 해석법(FEM, FDM 등)을 사용하는 수밖에 없 

다. 이와 같은 2차원적 접근 방법은 후방 산란 문제에 있 

어서도 유용한 해를 제공해 주지 못한다. 예를 들어 음원 

을 중심으로 원통 모양이 아닌 직선 모양의 산란자가 일 

정한 해양환경에 존재할 경우에 대한 후방 산란 해를 생 

각해 보면, 2차원 해는 전진파의 진행방향과 산란자의 분 

포방향이 수직을 이룰 때를 제외하고는 유용한 해를 제 

공해 주지 못한다. 왜냐하면, 2차원적 후방 산란파의 진 

행 방향은 방위각에 관계없이 항상 음원을 향하므로 실 

제 현상과는 관계없는 음원에서의 에너지 집중현상을 유 

발하게 된다. 이러한 문제들을 해결하기 위해서는 3차원 

적 해법이 반드시 필요하다.

3차원 거리의존 수치모델로는 유한요소 모델(finite el

ement model)[9], 연성 모드 모델 (coupled mode model) 

[10]등이 있으나 컴퓨터 용량이나 계산시간의 문제로 인 

해 근기리 해양 환경에 대해서만 해석이 가능하였다. 이 

밖에노 고주파수 영역에서 쓰이는 3차원 음선이론(ray 

theory)[11]. 유한차분법을 이용한 3차원 포물선 방정식 

법 [12] 등이 있다.

본 H부에 서 는 컴퓨터 용량이나 게산시 간에 있어서 효 

율적이 싯이 이미 증명된 CoUms의 2차운! 양방향 포물선 

밧정식 범「131을 사용하여 저선이나 해류. 계단모양의 

해서면 등의 불연속 경계면이 존재할 경우에 대한 3차원 

직 수치 해법을 소개 한다. 특히 계산의 간소화를 위해 완 

전한 3차원 해법이 아닌 2 3- 차원 문제에 대해 다룬다. 

여기서 2 y 차원이란 그림 1과 같이 2차원적 해양 환경 

에 3차원으로 전파되는 음원이 존재할 경우를 말한다.

2y 차원 문제로 정식화하는 방법으로는 푸리에 변환 

을 이용하는 방법이 있는데, 이는 직교 좌표계에서의 3차 

원 Helmholtz 방정식을 x방향으로 푸리 에 변환(Fourier 

transform)하여 2차원 형태의 Helmholtz 방정식을 만든 

후 2차원 포물선 방정식 법을 적용하여 구한 스펙트럴 압 

력을 푸리에 역변환(inverse Fourier transform)하여 최 

종 해를 구한다. 이러한 알고리즘은 그 접근방법이 간단 

하므로 2차원 수치모델을 3차원으로 간단히 확장하고자 

할 때 자주 쓰이 는 방법 이다[14, 15],

II장에서는 2 ~ 차원 해를 구할 수 있는 스펙트럴 포 

물선 방정식 법을 정식화하였고, 이장은 스펙트럴 포물 

선 방정식 법을 이용해 이상화된 해양환경과 실제 해양 

환경에 적용시켜 보았다.

n. 스펙트럴 포물선 방정식 법

서론에서 언급한 바와 같이 깊이 및 종 수평 방향에만 

의존하는 2차원 해 양환경에 대 해 3차원적 인 음원이 존재 

할 경우 3차원으로 가는 중간 단계인 2 土 차원 문제가 되 

고, 이는 횡 수평 방향에 대하여 푸리에 변환을 가능하게 

하여 2차원 문제의 합으로서 해를 구할 수 있다.

그림 1에서와 같이 X를 횡 수평방향, y를 종 수평방향, 

z를 수면으로부터의 깊이방향이라 할 때, 직교좌표계에 

서 밀도항을 포함하는 3차원 Helmholtz 방정식 (1)을 생 

각할 수 있다[16].

彩 +曾응(扌 쯔)+海 (1) 

=&6(父)$3)况2-礼)

여기서》： 밀도〔g/斯]

k : 파수( = (1 + 沏9//。)

to : 각주파수[rad/sec]

c : 음파전달 속도[m/sec]

〃=(40 logI0 e)T

해저충 음파전달 손실계수 IdB/k]

음원의 세기
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(0, 0, 么) : 음원 의 위 치 벡 터

푸리에 변환쌍을 (2)식과 (3)식으로 정의하고 (1)식을 

(2)시에 의해 횡 수평 방향으로 푸리에 변환하면 (4)식 

을 얻는다.

p{h, y, z) = \ p(x, y, 2)exp( —ihx)dx 
J

p(x, y, z)=-宀「” p(k, y, 2)exp(ihx)M

(2)

(3)

土字*  卩 을 (丄 ?? ) + (妒一久2)力=&&(丿)$(2-么)

P ⑷

여기서 加는 분리 인자(separation parameter)이匸｝.

(4)식 우변에 있는 음원항은 포물선 방정식 법에서 필 

요로 하는 초기조건으로서의 starter로 놓을 수 있고 인 

수분해하여 시간 조화항 exp(-Sf)에 관한 전진파와 후 

진파로 분리한 후 전진파만을 쓰면(5), (6)식과 같다. 

이 때 연산자 L은 Galerkin 방법[18]을 사용하여 (6) 식 

의 각 항에 대해 (12), (13), (14)시과 샅이 이 수!화하• 

：19]

那・-祈-~~ S」i + 4阳• + %,+[] (12)
b

ku\z~z.」了"[(属_] 十如)給_]

+ (血—1 + 6宙+厲•+】)佑 (13)

+ (底• +属・+i)Z4+i]

d / 1 du 

dz p dz F寿”(土+；)"宀

+ (亠+으+一L
' Pi-1 Pi Pi+l

+(；+左 S (14)

(5)

£에 대해서는 alternating direction[20]> 사용하여 

(15)식과 같은 행렬식을 구할 수 있다.

(6) SU(y + Jy) =RU(y) (15)

여기서, 松广二이3

Cq : 기준음속(reference sound speed)

한편 a/FFE은 다음과 같은 Pade 식으로 표현할 수 있 

다 [4].

VT+L=1 + E 1 :侦L +O(L2”+1) 
>=1 1 十 bj,mL

여기서, a m = —?— sin2 / \

J'm 2m+l V 2m+l /

(7)

(8)

5 = 8* (态晶 (9)

이고, m이 커질수록 넓은 전파각에 대한 해의 정도가 향 

상된다.

5=exp3Aw)“와 같이 정의된 새로운 변수 u를 도입 

하여 (5)식에 대입하고 (7)식의 Fade 식으로 근사시키 

면 (10)식이 되고,

du

dy
=汎五l+bm\

j=i 1 +
(10)

y에 대해 Crank-Nicolson 방법[1 기을 적용시키면 (11) 

식이 된다.

zQ + 4y) 一务心)

Ay

/ £ %,，”L 、“3 + 4y) -"3)

>=i 1 + & »丄 

(11)

여기서 U(y)와 U(y + zfy)는 각각종 수평거리 y와 y +』y 

에서 깊이방향으로의 각 절점에 대한 u값을 나타내는 벡 

터를 의미하고 S와 日은 삼요소 대각행렬 (tridiagonal 

matrix) 을 이루기 때문에 y방향으로 점진 (marching)흐卜 

면서 해를 구할 수 있다. 이 때 y = 0에서의 초기조건으 

로는 여러 가지 starter들이 있지만 그 중에서 y = 0에서 

의 푸리에 변환된 nomal mode를 계산하여 초기조건을 

구하는 modal starter[21]를 사용한다. 이 modal starter 

는 수치계산상 k2-h2 = 0 부근에서 안정된 해를 제공하 

지 못한다. 이러한 현상은 횡 수평축에 가까운 곳에서 발 

생하는데 해저면의 깊이나 해수와 해저충사이의 매질 특 

성 차가 심해질수록 그 영향은 더욱 커진다.

이렇게 구해진 ；는 (3)식에서 정의된 푸리에 역변환하 

여 최종해인 少를 구할 수 있다. (3)식의 적분식을 계산할 

때 샘플링 간격 및 적분구간의 설정이 매우 중요하다. h 

의 실수축 상에 특이점들이 분포하므로 Cauchy 이론에 

의해 적분경로를 변화시켜 계산해야만 한다[14]. 또한 

윽원을 중심으로 넓은 전파각에 해당하는 z축과 y축 근 

방에서의 정확한 해를 구하기 위해서는 Pad6 식의 정도 

m을 충분히 크게 설정해야 한다(본 논문에서는 m = 7 

사용).

마지막으로 후방 산란 해는 불연속 경 계면에서 의 압력 

과 입자속도의 연속조건으로 부터 구한 반복식으로 구할 

수 있다[13]. 이러한 반복식은 수직 불연속 경계면의 크 

기와 매질특성 차이가 커짐에 따라 해의 수렴성에 문제 

가 있다. 뿐만 아니라 앞서 언급한 k2-h2 = 0 부근에서
2
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그림 2. Schematic for the stair step problem.

TL CONTOUR (outgoing) 
LOxiO%

발생한 해의 불안정성은 수직 불연속 경계면에서의 반복 

게 산 회 수를 더 해 감에 따라 영 향이 더 욱 가중된다，

in. 계산결과 및 고찰

포물선 빙 성식 버과 △펙트럴 방•법을 혼뇽한 3차원 음 

전달 해석 방법의 정확성을 알아보기 위해 참고문헌 

[14]에서 다룬 계산 예인 계단형 해저면을 갖는 간단한 

해양환경에 대한 계산을 수행해 보았다. 또한 전선이 존 

재하고 동시에 경사진 해저면을 갖는 대한 해협의 특정 

지역에서 1995년 9월 실험을 통해 얻은 해양환경자료를 

이용해 본 연구방법을 적용시킨 후 그 결과로부터 이 지 

점에서의 경사진 해저면에 의한 3차원 굴절현상과 전선 

에 의 한 3차원 후방 산란해를 검토해 보았다•

TL CONTOUR (tactming)
i 0X10*1---- ---- ----- ----- l—f一一-r■■一—1   ---- -
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그림 4. (a) Contoured sound speed at z = 40m and (b) 

bathymetry in the Korean Straits.

그림 3. Contoured transmission loss at z = 60m for the 

ocean environment with stair-step bottom, (a) 

Outgomt field and (b) back-scattered field.



76 辅國音響隼會誌 第15卷第2號(1996)

①계단형 해처면에 의한 후방 산란파 계산

주파수가 25Hz인 음원이 中심 100m에 二i투」2오｝ 산은 

해 양 환경 하에 있다고 하자. 해 저 변의 싶이 가 처 음 7km 

에 걸쳐서 50()m로 일정하다가 해저지형의 윱기에 의한 

계난형 불연속면이 존재하여 수심이 250m 로 줄어늘있 

나.「丄림 3은 스펙트럴 포물선 방정식 법으로 선달 손실

TL CONTOUR (outgoing)

-5000 0 卸睫

(a)

TL CONTOUR (incoming)

셔^^■^^■■■■■■■■■■■■■■■■■■■― U-I60
-SOOO 0 5000

CROSS-RANGEIM]

(b)

그림 5. Contoured transmission loss at z = 5m for the 

Korean Straits, (a) Outgoing field, (b) back-scat

tered field, and (c) comparison between the outgo- 

ing(solid-line) and total field(dashed-line).

을 계산한 결과이다. 전진파(il림3(a))와 계단형 해저中 

에 의한 후방 산란파(그림3(b))를 수신기의 깊이가 60m 

일 때 x-y평면상에 서의 contour plot으로 나타내었다. 앞 

서 언급한 바와 같이 冷 = o 부근, 즉 X축에 가까워 질

수록 수치 계산이 잘 안되는 것을 볼 수 있다.

이 결과는 참고문헌[14]의 결과(J. Acoust. S. Am. 

96, p.1726 FIG.1)와 일치하고 있다. 단 횡 수평거리 방 

향으로의 음전달에 있어서는 약간의 차이를 보이고 있으 

며 이는 self-starter[22] 를 사용한 것과 modal starter 

를 사용한 것의 차이 라 생각된다.

宙p
】 J

JL 

冒P
l  T

L

그림 7. Comparisons between 2D and 2 — D slution for 
2

calculation angle, (a) 20° and (b) 40° (2D : Solidline,

2 ~ D : Dashed line).
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②대한해협에서의 수중음파 전달 손실 예측

二I림 4는 대한 해협의 N33° 48； E128° 10' 지 점에 서 

1995년 9월에 측정한 해양환겅 자료 123］로 부터 구한 z 

= 40m에서의 음파속도와 해저층의 형상을 나타낸다• 이 

를 앞서 설명하 2 차원 해양환경으로 가정하여 50Hz 

의 음원이 50m 깊이에 있을 때 수신기 깊이 5m에서 얻은 

열과를 그림 5와 샅이 음파 선날 손실로 나타내었다. 그 

림 5(a)와 림 5(b)는 각각 전진파와 후방 산란파를 나 

타낸 것이며 그림 5(c)는 후방산란파의 영향을 살펴보기 

위해 전진파와 후방산란파를 합한 음전달 손실과 전진파 

만의 그것을 y축 상에서 비교한 것이다. 이는 후방 산란 

파의 손실이 전진파의 그것에 비해 상대적으로 커서 전 

체 장(total field)에 거의 영향을 미치지 못하고 있음을 

보여준다.

그림 7은 그림 6에서 표시 한 6 값, 즉 y축과 계산방향 

이 이루는 각이 20°, 40°일 경우에 대해 그 계산방향을 따 

라가며 2차원 해와 2 土 차원 해를 비교한 결과이다. 여기 

서 2차원 해는 그림 6(a)와 같이 계산 방향에 대해 불연 

속 경 계면이 수직일 경우를 말하고 2 十 차원 해는 그림 

6(b)와 같이 계산 방향에 대해 불연속 경계면이 비스듬 

한 경우를 말한다. 계산각이 커지면서 그 차이가 커 짐을 

알 수 있다. 이는 참고문헌 ［12］에서 언급한 바와 같이 

경사진 해저면에서의 수평굴절현상에 의한 것으로 생각 

된다.

실제 해양환경에서의 거리종속 전달 현상은 그림 6(b) 

와 같이 일어나지만 많은 경우 그림 6(a) 의 경우라 가정 

하여 계산을 수행한다. 따라서 그림 7에서의 차이만큼 계 

산결과가 달라지며 정확한 음전달을 구하기 위해서는 3 

차원적 효과를 고려해 주어야 한다.

IV. 결 론

양방향 스펙트럴 포물선 방정식 법은 3차원 종수평거 

리 방향 의존 문제에 대한 3차원적 굴절현상을 규명하는 

데 적합하고 3차원적 후방 산란파를 정량적으로 해석하 

는데 유용하다. 다만 수치 계산상 보다 안정된 starter의 

도입이 필요하다.

대한 해협에 존재하는 전선에 대한 계산 결과 후방 산 

란파의 음파전달 손실이 전진파의 그것보다 상대적으로 

커서 그 영향을 고려하지 않아도 되지만 경시•진 해저면 

에 의한 영향에 있어서는 계산 각에 따라 다소 차이를 보 

였다.

앞으로 좀더 빠른 계산을 위해서는 푸리에 역변환시 

보다 효과적인 수치기법이 필요하며, 본 연구 방법의 적 

용범위를 종 수평거리 의존 문제에서 뿐 아니라 횡 수평 

거리 의존 문제로 확장하기 위해서는 완전한 3차원으로 

의 확장이 이루어 져야 할 것이다.

본 연구는 1995년도 인하대학교 연구비 지원에 의하여 수행 
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