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ABSTRACT

A general approach to automatic generation of triangular meshes on three-dimensional surfaces 
is presented in this paper. The approach, developed with emphasis on program generality and 
interface with CAD/CAM systeiris, is based on the double mapping method and the looping 
method. The double mapping method is introduced and a new splitting scheme is proposed for 
the looping method employed for triangular mesh generation on the parametric domain. Several 
application examples are given.
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1. 서 론

최근까지만 하더라도 컴퓨터 하드웨어의 제약과 

함께 요소망 자동생성 문제가 유한요소해석 기술의 

활용 확산에 큰 걸림돌이 되어 왔다. 기하학적 문제 

의 특성상 요소망 생성 기술을 확보하는데는 많은 

시간과 노력이 요구된다. 이런 이유로 응용의 관점에 

서 선결 과제임에 불구하고 연구 기피 대상이 되어 

왔으며, 그 결과 관련 연구가 소수의 연구집단에 의 

하여 주도되어 왔다. 평면 요소망 생성 기술은 비교 

적 다양하게 연구되었으며 邸I, 삼각형의 경우 De
launay 삼각화기 법 以3 의 사용이 일반화되 어 있고, 사 

각형의 경우 회로법(looping method"^이 가장 널리 

사용되고 있다. 대부분의 곡면 요소망 생성 기술들은 

사상법 (mapping method网)에 근간을 두고 발전되 어 

왔다.

삼각형 및 사면체 요소망이 사각형 및 육면체 요 

소에 비하여 결점이 많은 이유로 인하여, 이에 관한 

유한요소해석 목적의 연구는 사각형 및 육면체 요소 

에 비하여 주목을 받지 못하고 있는 것이 사실이다. 

그러나, 심기•형 요소망은 CAD/CAM 분야에서 곡면 

의 근사적 표현 목적과 급속조형기 술(rapid prototyp
ing) 등의 응용 목적으로 널리 연구되고 있다WU. 또 

한 접촉여부의 판단과 법선벡터의 계산 등에 효과적 

이므로 단조 시뮬레이션 등의 금형을 표현하기 위한 

목적으로도 널리 사용되고 있다.

Delaunay 삼각화기법은 비록 몇 가지 단점叩지이 

보고되고 있으나, 확장성과 일반성이 뛰어나므로 이 

에 관한 연구가 폭넓게 이루어졌다. 반면, Sluiter와 

Hansen旳에 의하여 개발된 회로법에 바탕을 둔 삼각 

형 요소망 생성 기술은 이 방법이 지닌 장점에 비하 

여 충분한 연구가 수행되지 않았다. 회로법은 경계요 

소의 입력만으로 요소망의 밀도를 제어할 수 있고 

비교적 양호한 요소망을 얻을 수 있다는 장점을 가 

지고 있다回.

곡면상의 요소망 생성기법은 대부분 사상법에 근 

간을 두고 있다. 이 방법에서는 곡면을 사상평면에 
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투영하거나 사상하여 예비 요소망을 생성한 후 예비 

요소망을 원래의 3차원 영역으로 역사상함으로써 요 

소망을 생성한다". 이 방법은 사상평면에서 생성된 

요소망을 삼차원 곡면상으로 역사상했을 때, 형상비 

가 큰 요소망이 생성되거나, 요소망이 퇴화되는 단점 

을 지니고 있다. 저자들〔"은 곡면상의 사각형 요소망 

생성을 위하여 2중사상기법 (double mapping method) 
을 개발한 바 있다. 이 방법은 이미 사각형 요소망 생 

성 프로그램의 개발에 성공적으로 적용되었다.

본 연구에서는 요소망의 비틀림 이 적고, 기하학적 

인 형상에 제약이 없는 삼각형 요소망 생성 목적의 

새로운 회로법을 제시한다• 이를 바탕으로 2중사상 

기법을 기초로 한 곡면상의 삼각형 요소망 생성 기 

법을 제시하며, 복잡한 형상에 적용해 봄으로써 일 

반성을 검증한다.

2. 새로운 분할함수에 의한 삼각형 요소망의 

생성

회로법에서는 하나의 폐회로를 두 개의 폐회로로 

분할하는 작업을 모든 폐회로가 세 개의 절점을 가 

질 때까지 반복함으로써 삼각형 요소망을 생성한다. 

이 기법의 핵심은 분할방법에 있다.

본 연구에서는 Fig. 1에서 보는 바와 같이 분할선 

또는 분할후보선에 대하여 다음과 같은 분할기준함 

수 n를 정의하고, 이 함수가 최소가 되는 선분을 최 

종 분할선으로 선정한다.

1.1 폐회로가 볼록할(convex) 경우

咋"+瘁표尹쿄
jt=l
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여기서
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이다.

2.2 폐회로가 오목할(concave) 경우

〃=*心叵호芸쿄

jt=l

2Pmax

,▽ |$観前-Sg&J J 八(Pi +Pj)

+ C3Z ； - I C4
k=l Pmax

여기서

3-—, 0<0〈쯔
71 2

cos(69—짜+1 7T
2 '

(3)

(4)

이다. 식 (1)과 (3)에서 Ci, c2, c3, c,는 가중상수 

(weighting constant)이다. d는 폐회로를 에워싸는 직 

사각형에서 대각선의 최소 길이를 의미한다. ”은 분 

할선분 ®를 분할한 숫자이고, 基 은 절점 와 j의 

요소밀도상수를 선형 보간을 실시함으로써 분할점 

(splitting point) 과 左에 부여한 요소밀도상수의 평 

균값을 의미한다. 丄 은 분할점 E과 k 사이의 길 

이를 뜻한다. P；와 P/는 Fig. 1의 폐회로상의 절점 와 

j에 부여된 요소밀도상수이고, Pmax는 폐회로상의 모 

든 절점에 부여된 요소밀도상수중의 최대값이다.。'와 

伊는 Fig. 1에서 정의된 바와 같이 각각 절점，•와 j에서 

의 내각을 의미하고, 仞(NL,2,3,4)는 Fig. 에서 정의되 

어 있는 바와 같다. 如은 폐회로상의 모든 절점에서 

정의된 O'(i=l,2,3,4) 중에서 최소값을 의미한다.

구체적인 요소망 생성 과정에 관한 설명은 참고문 

헌心61으로 대신한다. Figs. 2-4는 본 연구에서 제시 

한 분할기준함수를 사용하여 생성한 삼긱형 요소망 

을 나타내고 있다. Fig. 2는 해석영역에 공극이 존재 

하는 예이다. Fig. 2(a)는 외부경계와 공극들의 경계 

를 바탕으로 자동생성된 공극분할.선분을 나타내고 

있다. Fig. 2(b)는 외부회로, 내부회로, 공극분할 선분 

등을 하나의 폐회로로 취하여 생성한 요소망을 나타 

내고 있다. 폐회로의 형상과 요소밀도가 복잡함에도

Fig. 1. Concept of a looping strategy and definition of 
splitting parameters.

한국CAD/CAM학회 논문집 제 4 권 제 2 호 1999년 6월



새로운 분할법에 의한 평면 및 곡면의 삼각형 요소망 자동생성 81

불구하고, 요소망의 밀도가 양호함을 알 수 있다. 

Fig. 3은 임의의 형상에 대하여 생성한 요소망이다. 

요소밀도가 높은 부분에서 낮은 부분으로 적절하게 

변화하고 있다. Fig. 4는 온도해석 및 응력해석 목적 

에 적합하도록 생성한 축대칭 금형의 요소망이다. 

비교적 요소망 밀도 변화가 큼에도 불구하고 천이 

요소가 많지 않으며, 정삼각형에 가까운 요소가 많 

이 차지함을 알 수 있다.

3. 2중사상기법에 의한 곡면상의 요소망 자동 

생성

기존의 사상기법에 의한 곡면상의 요소망 생성기 

술은 요소망의 품질이 형상에 크게 영향을 받는 문 

제를 안고 있다. 저자들은 이러한 문제를 해결하기 

위하여 2중사상기법”1을 제안하였다. 2중사상기법 

에 바탕을 둔 요소망 자동생성 기법의 개념을 Fig. 
5에 나타내었으며 , 2중사상기 법 에 바탕을 둔 삼각형 

요소망 자동생성 기법의 골격을 다음과 같이 요약하 

였다.

① 기하정보와 위상정보로부터 경계절점을 생성 

한 후, 생성된 경계절점 정보를 곡면과 함께 사상평 

면에 사상한다. Fig. 5(b)에 예를 나타내었다.

② 사상평면에 사상된 형상을 재사상평면으로 재 

사상한다. Fig. 5(c)에 예를 나타내었다.

③ 재사상평면에 재사상된 형상에 대하여 2장에서 

제시한 회로법을 이용하여 요소망을 생성한다. Fig. 
5(d)에 예를 나타내었다.

④ 재사상평면에서 생성된 요소망을 사상평면으 

로 역사상합니다.

⑤사상평면에  역사상된 요소망의 매개변수값을 

구한 후, 원래의 곡면상으로 역사상한다. Fig. 5(e)에 

예를 나타내었다.

본 연구에서는 전술한 곡면상의 삼각형 요소망 자 

동생성 기법에 바탕을 둔, 범용 요소망생성 프로그램 

인 NEPMESH의 일부 모듈(module)을 개발하였다. 개 

발된 프로그램의 요소기술은 CAD/CAM 연결(inter
face), 다중패치처리기법, 이중사상기법 등에 있다.

요소망 생성기술은 응용 목적의 연구 대상이므로 

CAD/CAM 연결은 매우 중요하다. 본 연구에서는 적 

용성과 일반성을 감안하여 CAD/CAM 시스템에서 

생성한 IGES 파일로부터 형상정보를 입력하여, 

IGES 파일의 E144로 정의되는 트림곡면(trimmed 
surface)의 매개변수 정보를 이용하였다. 트림곡면의 

기초곡면(basis surface)은 매개변수 형태로 입력되 

며, 경계는 매개변수 형태 또는 3차원 좌표로 입력된 

다. 경계가 3차원 좌표로 입력되는 경우, 경계를 기 

초곡면상에 투영하여 매개변수 값을 구하였다. 또한 

공유경계처리기법冋을 이용하여 기하정보로부터 위 

상정보를 자동생성하였다.

일반적으로 상용 모델러를 이용하여 생성된 물체 

는 다수의 곡면으로 구성되어 있으며, 각 곡면은 다 

수의 패치로 이루어져 있다. 회로법을 이용하여 요 

소망을 생성할 경우, 각 곡면상의 폐경계를 하나의 

폐회로로 간주하는 것이 기하학적 특징을 반영하고 

과도한 요소망 생성을 방지하는 측면에서 바람직하 

다.

본 연구에서는 곡면상의 폐경계를 하나의 폐회로

한국CAD/CAM학회 논문집 제 4 권 제 2 호 1999년 6월
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Fig. 3. Mesh generation of an arbitrary geometry.

로 간주하기 위하여 CAM 분야에서 사용하고 있는 

다중패치처리기법을 요소망 자동생성 목적에 적합 

하도록 개선하여 사용하였다. 즉, Fig. 6에서 보는 바 

와 같이 “-방향으로 i번째이고 V-방향으로는 /번째에 

위치한 패치에 대한 사상함수를 패치 길이를 고려하 

여 다음과 같이 제안하였다.

1-1
£爵+妃£

k=l
US - n

k=l

i-1 ⑸
£竭 + vtLi

k=l
Vg — ~

k=l

여기서 하첨자 g는 광역좌표를 Z은 지방좌표를 의미 

하며, n은 “-방향의 패치 수를, m은 V-방향의 패치 

수를 뜻한다. 就，政는 그림에서 보는 바와 같이 k번

Fig. 4. Mesh generation of a forging die composed of 
arcs and line segments.

째 패치의 “-방향과 V-방향의 길이를 뜻한다.

예를 들면, Fig. 5(b)는 Fig. 5(a)의 트림곡면과 곡 

면상의 경 계절점을 식 (5)의 사상함수를 이용하여 매 

개변수영역으로 사상한 것이다. 그림에서 보는 바와 

같이, 峋-방향 또는 *- 방향으로 보았을 때 경계절점 

이 비교적 균일하게 분포하고 있다. 이 점은 사상함 

수에서 패치 길이의 영향이 반영된 결과이다. 그러 

나 각 방향에 대한 경계절점의 밀도가 비교적 큰 차 

이를 보이고 있다. 이 문제로 인하여 사상함수 (5)를 

요소망 자동생성 목적으로 직접 사용하는 것이 바람 

직하지 못하다. 매개변수 영역에서 3차원 곡면 형상 

을 근사적으로 표현할 수 없을 경우, 주어진 경계정 

보로부터 요소망 생성에 실패할 확률이 높을 뿐만 

아니라, 생성한 요소망을 곡면상으로 사상했을 때 

요소망의 왜곡현상이 발생하기 때문이다. 따라서 본 

연구에서는 재사상기법으로 이 문제를 해결하였다. 

재사상기법이란 매개변수 영역(", "에 사상된 형상 

을 요소망의 품질을 고려하여 , 제 2의 사상면(재사상 

영 역, V))에 다시 사상하는 것을 일컫는다.

재사상된 2차원 영 역 에서의 경 계 형상은 기초곡면 

을 펼친 모양일 때 가장 이상적이다. 그런데 임의의
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a) Original geometry

d) Remapped meshes e) Actual meshes

Fi홍• 5. Conceptual procedures of the presented approach.

Fig. 6. Multi-patches treatment scheme.

3차원 곡면을 2차원에 펼칠 수가 없기 때문에 펼친 

형상을 근사적으로 표현할 수밖에 없다. 본 연구에 

서 사용한 재사상기법을 Fig. 7에 나타내었다. 기초 

곡면의 경계를 재사상 영역에서 근사적으로 반영하 

기 위한 목적으로 다음과 같은 재사상 함수를 제안 

하였다.

Ug(ug, Vg)=N[U\ +N2u^ +N3u^ +N* i；
Vg("g, +N2v'2 +N3v'3 +JV4V4 (6)

여기서

N2 = (l-ug)vg ⑺

N3 = Ug Vg

A，4 = Z妃(1-Vg)

이다. Fig. 7에서 보는바와 같이 점(% , V]')는 재사 

상영역의 정의구역 내의 임의의 점으로 선정할 수 

있으며 , li을 만족하도록 점(“广 了 )를 결정한다. 점 

(“3‘, %)과 점(払, &)는 경계의 길이 Z2, l3, 九의 세 

조건과 Zs와중에서 오차를 최소로 하는 길이로써 

결정한다,

Fig. 5(c)는 재사상한 경계형상을 나타내고 있으며, 

Fig- 5(d)는 재사상 영역에서의 요소망 생성결과를, 

Fig. 5(e)는 재사상 영 역에서 생성한 요소망을 3차원 

공간상으로 역사상한 결과를 나타내고 있다.

4. 적용예제

Figs. 8-10에 본 연구에서 개발한 요소망 자동생성 

기법과 프로그램 NEPMESH<- 이용하여 생성한 요 

소망을 나타내었다. 복잡한 3차원 곡면상의 요소망 

자동생성을 위하여 공차실린더기 법 (tolerance cyl
inder scheme冋)에 의한 경계절점부여 기법을 이용하 

였다. Fig. 8는 213개의 트림곡면으로 구성된 기계부 

품(ACIS에서 모델링하였음)의 표면상에 생성한 57, 
872개의 삼각형요소와 28,912개의 절점을 나타내고 

있다. Fig. 9는 실린더 헤드의 표면에 생성된 삼각형 

요소망(63,909개의 요소와 32,555개의 절점)을 나타 

내고 있다. Fig. 10은 74,284개의 삼각형요소와 37,
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Physical domain domain Remapped parametric domain

136개의 절점으로 구성된 커넥팅로드의 표면을 나타 

내고 있다. Fig. 9와 Fig. 10은 CATIA어서 모델링하 

였으며, 각각 165개와 136개의 트림곡면으로 구성된 

것이다.

사용된 예제의 형상은 뾰족한 모서리를 가진 다수의 

곡면들로 구성되어 있으며, 매우 복잡하다• 그럼에도 

불구하고 요소망의 품질이 양호하며 생성된 요소망은 

정삼각형에 가깝다. 형상의 복잡성에 비하면 천이요소 

도 많지 않다. 이러한 점들은 본 연구에서 제시한 곡면 

상의 삼각형 요소망 자동생성 기법의 장점이다.
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Fig. 9. Meshes generated on 나ie shell structure.

Fig. 10. Meshes generated on a connecting-rod surface.

5.결 론

본 연구에서는 평면 및 곡면 상의 삼각형 요소망 

을 생성하기 위한 일반적 접근방법을 제시하였다. 

기존의 회로법을 개선하기 위한 새로운 분할기준함 

수을 제안하였으며 , 곡면상에 삼각형 오소망을 생성 

시키기 위하여 일반성이 강조된 2중사상기법을 사용 

하였다. 각종 적용예제를 통하여 제시된 분할기준함 

수 및 분할기법의 효과와 개발된 프로그램의 적용성

및 일반성을검증하였다.
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