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ABSTRACT

For reverse engineering, curves and surfaces are modeled for new products by interpolating the 
digitized data points. But there are many measuring or deviation errors. Therefore, it is important 
to handle errors during the curve or surface modeling. If the enors are ignored, designer could get 
undesirable results. For this reason, fairing procedure with the aesthetics criteria is necessary in 
computer modeling. This paper presents methods of 3D NURBS curve fairing. The techniques are 
based on automatic repositioning of the digitized data points or the NURBS curve control points 
by a constrained nonlinear optimization algorithm. The objective function is derived variously by 
derived curves. Constraints are distance measures between the original and the modified digitized 
data points. Changes in curve shape are analyzed by illustrations of curve shapes, and continuous 
plotting of curvature and torsion.

Key words: Reverse engineering, NURBS, Curve fairing, Constrained nonlinear optimization 
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1. 서 론

컴퓨터 그래픽스 환경 하에서 곡선이나 곡면의 모 

델링은 자동차 차체나 비행기 동체, 그리고 배의 선 

체 디자인과 같은 많은 응용분야를 가지고 있다. 이 

러한 응용분야에 적용하기 위하여 CAD(Computer 
Aided Design) 시스템이 갖추어야할 가장 기본적인 

기능중의 하나가 주어진 점 데이터를 지나는 부드러 

운 곡선이나 곡면을 모델링하는 것이다. 곡선 모델 

링이란 설계자가 생각한 정성적인 곡선을 실제 수학 

적으로 정의된 곡선으로 만드는 작업을 의미한다. 

그러나 매우 효과적 인 곡선 모델링 방법을 사용하여 

곡선을 형성하더라도, 점 데이터 자체에 포함된 오 

차나 편향성에 의하여 설계자가 원하지 않는 시각적 

혹은 공학적으로 부드럽지 않은 결과가 생성되기도 

한다. 따라서 이러한 오류를 보정하여 설계자가 원 

하는 부드러운 곡선을 모델링하기 위하여 곡선을 순 

정하는 과정 이 필요하다.

곡선을 순정하는 방법에는 설계자가 반복적으로 

곡선의 순정 과정에 참여하는 방법과 설계자가 곡선 

의 순정 과정에 참여하지 않고 자동적으로 곡선의 

모양을 변하게 하는 방법이 있다. 설계자가 순정 과 

정에 반복적으로 참여하는 방법에서, 설계자는 곡선 

의 모양을 변화시키기 위하여 이동 가능한 조정점을 

분별해내고 이를 적절히 이동시킴으로써 변경된 곡 

선을 모델링하게 된다. 이 작업은 변경된 곡선과 이 

에 대응되는 곡률이나 토션분포를 실제 그려봄으로 

써 설계자가 만족할 만큼 부드럽게 될 때까지 반복 

이 된다. 그러나 이러한 방법은 설계자의 높은 기술 

이 요구되어지며 비슷한 작업이 반복되어지기 때문 

에, 시간과 비용 즉면에서 매우 비효율적이다.

현재까지 모델링된 곡선을 자동적으로 순정하여 

주는 방법은 실질적으로 존재하지 않는다. 설계자가 
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직접적으로 곡선의 순정 중간 단계에 참여하지 않는 

다 하여도 변화할 수 있는 조정점 혹은 곡선 모델링 

요소들을 결정하는 문제, 이것들이 실제 이동할 수 

있는 범위를 결정하는 문제, 그리고 변경된 곡선이 

어떠한 모양을 유지하여야 하는지에 대한 순정 기준 

을 결정하는 문제는 여전히 설계자의 몫으로 남게된 

다. 특히 곡선 순정 기준(faimess criteri砂의 결정과 이 

에 따른 순정 척도(faimess metric)의 유도는 순정 후 

곡선의 모양을 결정하는 가장 중요한 요소가 된다.

자동적인 곡선의 순정을 위하여 많은 연구자들은 

측정점으로부터 부드러운 곡선을 모델링하는 방법 

과 이미 모델링된 곡선의 요소를 변경하여 곡선의 

순정을 행하는 방법 에 대하여 연구하여 왔다.

Nowacki et aZ.는 보간 조건 (interpolation con
ditions), 양끝 조건 (end conditions), 적분 조건 

(integral condition)을 순정 척도와 함께 사용하여 곡 

선 모델링 문제를 비선형 방정식의 형태로 표현하고 

해를 구함으로써, 주어진 측정점을 지나는 부드러운 

베지에르(Bezier) 곡선과 합성 다항식(composite po
lynomial) 곡선을 모델링하는 방법을 제안하였다L지. 

Kaklis와 Sapidis는 C2 연속을 보장하는 2D 곡선을 

자동적으로 모델링 하는 알고리즘을 제시하였으며 ㈣, 

Goodman et al은 볼록포 조건 (convexity conditions) 
과 토션 조건 (torsion condition아을 고려하여, 주어진 

측정점의 모양을 보전하면서 G2 연속성을 가지는 유 

리 3차 곡선을 모델링하는 방법을 제안하였다回.

모델링된 곡선을 순정하는 방법으로는 주로 

NURBS(Non-Uniform Rational B-splines) 곡선의 모 

양을 변경시키는 방법이 연구되어졌다. NURBS 곡 

선의 모양을 변경시키는 방법은 크게 네 가지로 분 

류되는데㈤ .NURBS 곡선의 조정점 (control point아을 

이동시키는 방법, 절점 벡터(knot vector)를 변경시키 

는 방법, B-스플라인(B-spline) 기저함수(basis func
tion)^ 차수를 변경시키는 방법, 그리고 조정점이 

NURBS 곡선에 영향을 미치는 가중치［weights)를 변 

경시키는 방법이 있다.

Farin과 Sapidis, Pigounakis와 Kaklis는 NURBS곡 

선의 절점 벡터를 제거하고 재 삽입하는 과정을 통 

하여 NURBS 곡선을 순정하는 방법들을 각각 제안 

하였으며”이, Piegl, Au와 Yeun, Rando와 Roulier는 

NURBS 곡선의 조정점과 가중치를 동시 에 변경 시켜 

곡선을 순정하는 방법들을 제안하였다.件凹 또한 

Hohenberger와 Reuding은 NURBS 곡선의 가중치만 

을 변경시킴으로써 곡선의 순정을 행하는 방법에 대 

하여 제안하였다"지.

Table 1. Researches on fairing curves and surfaces
정
상
 

순
대 입력 

데이터
변경
요소

참고 문헌

곡선

측정점

NURBS

측정점 보간

절점 벡터

가중치

조정 점

1, 2, 3, 4
6, 7, 8
9, 10, 11, 12
9, 10, 11

곡면

측정점

NURBS

베지에 르

측정점 보간

절점 벡터

조정 점

조정 점

13
14
10, 15, 16, 17
10, 18

기타 19, 20, 21

자동적 인 곡선의 순정 방법은 또한 곡면 순정으로 

확장되어 연구되어졌다. 이러한 곡면 순정에 대한 

연구는 곡선 순정 방법과 마찬가지로 측정점으로부 

터 부드러운 곡면을 모델링하는 방법과 이미 모델링 

된 곡면의 요소들을 변경하여 곡면의 순정을 행하는 

방법으로 나눌 수 있다. Table 1은 이러한 곡선 순정 

과 곡면 순정에 대한 기존 연구들을 입력 데이터 및 

변경 요소별로 정리한 것이다.

본 연구는 자동적인 NURBS 곡선의 순정에 대하 

여 다루고 있다. 곡선 순정 알고리즘은 주어진 측정 

점으로부터 NURBS 곡선을 모델링한 후 조정점을 

이동시킴으로써 곡선의 순정을 행하는 해석적 곡선 

순정 (analytic curve fairing) 방법과 측정점에 대한 순 

정을 수행한 후 NURBS 곡선을 모델링하는 이산적 

인 곡선 순정 (discrete curve fairing) 방법 이 사용되 었 

으며, 이는 기존의 많은 연구들과 같이 제약식이 있 

는 비선형 최적화 문제(constrained nonlinear op
timization problem)의 해를 구하는 알고리즘에 적용 
되었다心13”姬. 비선형 최적화 문제의 목적함수로 

는 곡선의 곡률(curvature), 곡률 반경 (radius of cur
vature), 접선 벡터 (tangent vector), 법선 벡터 (normal 
vector)등의 기하학적 불변요소(geometric invariants) 
를 이용하여 다양하게 유도된 순정 척도가 사용되어 

졌으며 , 제약식으로는 주어진 측정점과 이들이 변경 

된 점과의 거리 차를 제한하는 조건이 사용되어졌 

다. 두 가지 곡선 순정 알고리즘을 사용하여 순정된 

곡선의 결과는 곡선의 모양 변화 추이를 살펴보고 

각각의 결과에서의 곡률과 토션분포를 그려봄으로 

써 분석되어졌다. 본 연구의 초점은 NURBS 곡선의 

순정시, 사용된 순정 척도와 순정 알고리즘에 따른 

곡선의 모양 변화를 비교하는데 있다.

2절에서는 본 연구에서 사용된 측정점으로부터 

NURBS 곡선을 모델링하는 방법 대하여 기술한다. 
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3절에서는 곡선 순정시 비선형 최적화 문제의 목적 

함수로 사용된 다양한 곡선 순정 척도를 유도한 방 

법에 대하여 기술하며, 4절에서는 본 연구에서 사용 

된 두 가지 곡선 순정 알고리즘에 대하여 기술한다. 

5절에서는 실제 곡선 순정의 수행과 결과를 기술하 

고 분석하며, 6절에서는 본 연구의 결론 및 추후 연 

구과제에 대하여 설명한다.

2. NURBS 곡선 모델링 방법

2.1 NURBS 곡선의 개요

3차원 공간상에서 NURBS 곡선은 다음과 같이 정 

의되어 진다明

R(u)=RP w^(11)=-^^ (1)
臥，,吗
1=0

여기서 P=(P。, R, ..... 此)는 NURBS 곡선을 표현 

하는 조정점의 집합이며 W=(W°, W], %)는 각 조 

정점이 NURBS 곡선에 영향을 미치는 가중치의 집 

합이다. 또한 NJu)는 첫 절점과 마지막 절점이 각각 

P+1 개의 중복을 갖는 절점의 집합인 절점 벡터 U= 
(I%, I”, u2, u*w ，u叫, 로 정의되는 B-스플라
인 기저함수이다.

NURBS 곡선에서 B-스플라인 기저함수는 매개변 

수(parameter) u의 변화에 따라 각 조정점에 대응되 

는 기저함수 값이 유동적으로 변할 수 있도록 정의 

되어진다. 절점 벡터를 구성하고 있는 절점들이 오 

름차순으로 정리되어 있다면, 차수 p의 1번째 B-스 

플라인 기저 함수는 다음과 같이 정의 된다. 

값의 결정, 그리고 절점 벡터의 설정에 따라서 같은 

측정점을 이용하여 곡선을 모델링하여도 다른 형태 

의 곡선이 생성된다.

본 연구에서는 NURBS 곡선의 형성 방법을 이용 

하여 측정점으로부터 곡선을 모델링하였다同. 주어 

진.측정점의 집합을 Q=(Q°, Q)라 하였을 때 이들 

을 이용하여 곡선을 생성하기 위한 계산을 하게 되 

는데, 측정점을 NURBS 곡선의 식으로 표현하면 다 

음과 같다.

、$Mp知)叫巳

Q)=四)=己크；----二一

£虬,!風)Wi
1=0

(j=O,-,k) (3)

초기에 주어지는 자료는 측정점의 집합 Q와 측정 

점 양끝에서의 접선벡터인 m a 차수 P, 그리고 

각 조정점의 가중치 집합인 W이다.

NURBS 곡선을•모델링하기 위하여 먼저 측정점 에 

대응되는 매개변수 값을 구하여야 하는데, 본 연구 

에서는 코드 길이 방법 (chord length me버od)을 사용 

하였다.

力=£|0-0_]|

_ >=1_
m()― 0j — 1

村房+」捋오g, •••，幻 (4)

다음으로 NURBS 곡선의 절점들은 측정점에 대응 

되는 매개변수 값 주변에 있는 p개의 매개변수 값들 

의 평균으로 설정되었다.

1, <U<Ui+1
M ,o)~ 0, otherwise

ui+p ~ui

+ ：5一： Ng*)  (2)
ui+p+l ~ ui+l

2.2 측정점을 지나는 3차 NURBS곡선 모델링

주어진 측정점을 지나는 곡선은, 곡선을 모델링하 

는 방법에 따라 다양하게 나타내어진다. 다항식, 베 

지 에르, B-스플라인과 같은 곡선의 종류뿐만 아니 라 

곡선의 차-수, 주어진 측정점에 대응되는 매개변수

um-p = … = 싸1 =1

1丿守一
勺切+1=万L u>

i=j
0=0, k-p+1) (5)

NURBS 곡선의 조정점의 양 끝은 측정점과 같아 

야 하므로 다음의 식을 유도할 수 있으며 ,

Pq=Qo (6)

■4+2 = Q (7)

양 끝점에서의 접선벡터가 주어졌으므로 이를 고정 

시키기■위하여 다음과 같은 식이 만족되어야 한다.

-P°+P[ = 쁘D。 (8)
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SPw= 7广0 (9)

또한 양 끝점을 제외한 측정점은 다음과 같은 식 

으로 표현된다.

k+2 _
_ z&p (虹)吗巳

Qi =顷=•%——-— (10)
力也小虹)吗 

1=0
0=1,…,D

결국 식 (10)은 时개의 식과 时개의 미지수인 조 

정점으로 표현되는 방정식이므로, 이는 방정식의 해 

를 구함으로써 모델링하고자 하는 측정점을 지나는 

NURBS 곡선의 조정점을 구할 수 있게 된다.

3. 곡선 순정 척도의 유도'

3.1 곡선 순정 기준과 곡선 순정 척도

곡선의 모양은 많은 경우에 설계자뿐만 아니라 곡 

선의 최종 사용자에게도 매우 중요한 요소가 된다. 

설계자가 원하는 곡선의 모양에 대한 제약은 곡선을 

표현하는 매개변수의 특정 위치에서의 접선 벡터와 

법선 벡터, 일정 구간에서의 볼록포 유지와 곡률의 

점진적인 변화 등에 의하여 결정되어 질 수 있다. 그 

러나 이러한 곡선의 모양에 대한 요구사항이 만족된 

다 하여도 최종적인 곡선의 모양에 대한 결정이 남 

게 된다. 이 단계에서 필요한 것이 곡선 순정시 설계 

자가 원하는 곡선에 대한 순정 기준이다.

곡선 순정 기준을 결정하는 것은 매우 어려운 문 

제이다. 곡선의 부드러움에 대한 기준은 설계자에 

따라 주관적이며 모호할 뿐만 아니라 모든 문제에 

있어서 하나로 정의되지는 않는다. 또한 설계자가 

정한 순정 기준을 만족했다고 하여도, 곡선의 일부 

분에서 날카롭게 휘어지거나 부분적으로 평평한 점 

들이 생기는 것과 같은 원하지 않는 곡선의 모양이 

생성될 수 있다. 따라서-곡선의 순정시 순정 수준을 

식별할 수 있는 방법 이 개발되 어 야할 필요가 있다.

곡선 순정 척도는 곡선의 순정 수준을 수리적으로 

측정하는 방법이다. 곡선 순정 척도를 만들 때에는 

순정 기준이 설계자와 순정하고자 하는 곡선에 따라 

다양하게 변해진다는 점이 고려되어야 한다. 결국 

하나의 곡선 순정 척도가 모든 상황에서 곡선을 시 

각적 혹은 공학적으로 부드럽게 변경시키지는 못하 

며 설계자의 의도를 고려하여 개발되고 선택되어져 

야 한다. 그럼에도 불구하고 곡선 순정 척도는 컴퓨 

터 그래픽스 환경 하에서 많은 CAGD(Computer 
Aided Geometric Design) 연구자들에 의하여 연구되 

어져 왔다. 이는 다양한 순정 척도가 설계자에게 제 

공이 되고 각 순정 척도마다 순정시 곡선의 기하학 

적인 변화에 대한 묘사가 신뢰할만한 수준이라면, 

설계자는 순정하기를 원하는 곡선에 사용될 순정 척 

도를 쉽게 결정할 수 있기 때문이다.

3.2 파생곡선을 이용한 곡선 순정 척도 유도

일반적으로 곡선 순정 척도의 수준은 곡선을 표현 

하는 매개변수에 영향을 받아서는 안된다. 즉, 두개 

의 다른 매개변수를 사용하여 같은 곡선이 표현되었 

을 때, 두 곡선에서의 순정 척도는 같은 수준이어야 

한다. 따라서 곡선 순정 척도는 곡선의 기하학적인 

불변요소로만 구성되어야 하며, 이 경우 설계자는 

가장 사용하기 편리한 매개변수화 된 곡선을 이용하 

여 순정 척도의 수준을 계산할 수 있다.

,본 연구에서는 파생곡선(derived curwe)을 이용하여 

곡선 순정 척도를 유도하였다™. 파생곡선이란 순정 

하고자 하는 매개변수 곡선을 디자인곡선(design 
curve)라 하였을 때, 디자인곡선의 불변요소로 이루어 

지는 곡선을 의미한다. 곡선 순정 척도8)는 식 (U)과 

같이 파생곡선의 호 길이(&)로 정의된다.

H=SC =Jo \cf \ ds (11)

여기서, c: 파생곡선
r: 디자인곡선

예를 들어 파생곡선이 디자인곡선의 곡률 중심을 

지나가는 곡선이라 흐｝자•. 디자인곡선이 매개변수 곡 

선 r(u)로 주어졌다면, 파생곡선은 디자인곡선의 불 

변요소로 이루어진 c(«)=r(u)+p(M)n(w)S. 표현될 수 

있다. 이를 Frenet-Serret 공식 '끼을 이용하여 곡선 순 

정 척도인 식 (12)에 적용하면 다음과 같은 결과가 

나오게 된다.

“=j：'[p"+0)2]s*  (12)

이 경우 곡선 순정 척도인 卩를 최소화하였을 때의 

디자인 곡선은 디자인 곡선의 곡률중심으로 이루어진 

곡선의 호를 최소화하는 방향으로 변하게 된다. 즉, 

디자인곡선의 곡률중심은 최소한 작은 지역 안에서 

분포하도록 잡아당겨지고 , 결과적으로 순정하고자 

하는 디자인곡선은 가능한 원에 가까운 모양으로 변 

하게 된다.
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위와 같이 디자인곡선의 곡률 중심을 지나는 파생 

곡선과는 달리, 대부분 경우의 파생곡선의 기하학적 

인 모양은 직관적으로 인지하기가 어렵다. 그러나 

파생곡선으로부터 실제 곡선 순정 척도가 구하여진 

다면, 순정 척도를 구성하는 곡선의 불변요소 최소 

화 될 때 디자인곡선에 미치는 영향을 분석함으로써 

디자인곡선의 모양 변화 예측이 가능하다. 식 (12)에 

서 구하여진 순정 척도가 최소화된다는 것은, 디자 

인곡선에서의 p, T, p，가 최소화된다는 것을 의미한 

다. 따라서 디자인곡선은 廿에 의해 직선보다는 원호 

에 가깝게 변하게되며, (p)2에 의해 날카롭게 휘어지 

거나 원하지 理게 직선이 되는 부분이 생기지 않으 

며, 寸에 의해 가능한 특정 평면상에 위치한 곡선에 

가깝게 변하는 경향을 갖게될 것이다. Table 2는 곡 

선 순정 척도를 구성하는 디자인곡선의 기하학적 불 

변요소가 실제 곡선 순정시 디자인곡선을 어떻게 변 

화시 키는지 에 대하여 보여주고 있다.

본 연구에서는 파생곡선을 이용하여 곡선 순정 척 

도 4가지가 유도되었다. 유도된 순정 척도를 이용하 

여 5절에서는 실제 곡선을 순정하고 변경된 곡선의 

모양뿐만 아니라 곡률과 토션분포를 순정 전의 곡선 

과 비교해 봄으로써 디자인 곡선의 변화에 미치는 

영향이 분석된다. Table 3은은 본 연구에서 유도된 곡

기하학적 최소화시 디자인곡선에 미치는 영향

Table 2. Geometric invariants and effects to be min
imized during fairing procedures

불변요소 R2 설명

Smooths Smooths 곡선의 곡률변화 
최소화

K2, K4, K6 Straightens Flattens
곡률의 크기를

Flattens 3차원 곡선의 뒤틀림 
최소화

P2, Rounds Rounds 곡률반경를 작게함

during fairing procedures
Table 3. Fairness metrics and effe산s to be mini- mized

곡선순 파생 
정척도 곡선

순정 척도 R，

1 源 ［建+(明％
Smooths
Flattens

2 Kn £'［学营+。〔)2+罚业右 Smooths 
Flattens

3 Kt Flattens

4 r+
pn

fS,
J。在 Smooths 

Rounds

선 순정 척도와 곡선 순정시 디자인곡선에 미치는 

영향을 예측한 것이다.

3.3 곡선 순정 척도置 구성하는 기하학적 불변요 

소의 유도

파생곡선으로부터 유도된 곡선 순정 척도를 실제 

곡선 순정 과정에 사용하기 위하여는 디자인곡선의 

곡률, 곡률반경, 토션, 그리고 곡률과 곡률반경의 

1차 미분에 대한 식이 선행되어 구하여져야 한다.

주어진 측정점으로부터 NURBS 곡선을 모델링한 

후 해석적으로 곡선의 순정을 행하는 알고리즘에서 

는, 이러한 식들을 쉽게 유도할 수 있었다. 식 (13)에 

서 식 (17)은 곡선 순정 척도를 구성하는'요소에 관 

한 식을 유도하기 위하여 정의된 식이다.

KU =\r,(u)x/,(u)\2

=(T 'y (u )r "z (u ) - r'z (u Y'y (u ))2

+ (r x (u )r "2 (u ) - r'z (u (u ))2

+(r x (u )r "z (u ) - r'y (u )r"y (u ))2 (13)

KIT =2(r'y(" )，•京”)-己(“)七(“))

(r 'y (« )r "'z (u)-r'z(u )r "'y (u ))
+ 2(r x(w)r"z(u)-r,z(u)r4(u))

(r'*(W(")- ，京“)，•"'*( “))

+ 2(r \ (u )r "z (u)-r'y(u )r "x (u ))

(r (« )r ,"y (u)-r'y(u )r "'x (u )) (14)

KB = |r'(“)|2 = r4(“)2+r；(“)2+r，z(")2 (15)

Kff = 2r x(m)r"x(u)+2r'y(u)r"y(u)+2r4(u)r"z(u)
(16)

TU =de\.\r'(u) /'(u) r"'(u)\

=n (« )(r"y (u )r "'z (w)-/"y (u )r "z (u ))
-r"x (u Xr 'y (u )r "'z (u)-r '"y (u )r 七(u ))

+ r"4(w)(r y(u(r%(u)-r"y(u)rzz(u)) (17)

위에서 정의된 식과 chain-rule을 이용하면 순정 

척도의 기하학적 불변요소는 식 (18)에서 식 (24)과 

같이 구해진다.

，«”)=上：=欧 kb-끄
|r，(“)|3

■으业〉= 丄叫-捲 KU' KB-s■一 흐 KU^KBPKB' 
du 2 2

(19)
¥ - _ dK(u) 7 ds _ 喚时 _ ¥(u)

ds du du |/(m)| KB^1
1 a

=—KU-^KITKB-2 - —KU^KB~3KBf
2 2

(18)

(20)
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照)=I"(繹扁(21)

4曲)— 丄KU&KUKB 说+으~KHKB SKB'(22) 
du 2 2

,=dp(iO = dp(u) , ds = p'(")
卩 ds du |r'(u)| KBS

=-KU-^KU'KB + XkU-vikb ' (23)
2 2

_ det|R'(“)R"(u) R”'(“)| = TU ”)
1 丿一 |R，(“)X 玲(“)|2 KU

NURBS 곡선을 이산적으로 순정하는 알고리즘에 

서는, 순정을 수행하기 위하여 주어진 정보는 측정 

점에 대한 정보밖에 없으므로 순정 평가 척도를 구 

성 하는 요소들은 이산적으로 구하여져 야 한다㈣.

이산적인 곡률은 다음과 같이 구하여질 수 있다. 

만일 N+1 개의 점들로 구성된 점군이 있다면, 양 끝 

점을 제외한 내부의 N-1 개의 점들에 대해서 각각 이 

산적인 Frenet 프레임을 할당시킬 수가 있고, 이것을 

매개변수의 변화에 따라 이동시킴으로 이산적인 

Frenet-Senet 공식을 구하게 된다㈣. 그리고 나면 이 

산적인 Frenet-Senet 공식의 계수를 이루고 있는 이 

산적 곡률과 이산적 토션을 구할 수가 있으며 각각 

의 ■구체적 인 계산과정을 보면 다음과 같다.

이산적 곡률은 세 개의 점을 지나는 원을 정의하 

고 나서 그 원의 반지름에 대하여 역수를 취함으로 

써 구할 수가 있는더】 , 이것은 Fig. 1에 나타나 있다•

주어진 점군은 공간상의 임의의 점들이므로 이산 

적 곡률을 K라고 하면, 이것은 언제나 양의 값을 가 

지게 되고 다음과 같이 구하여 진다.

牛씌勉 (25)

여기서,

0 니 idii, d=，p,+iT砧,

zf Ki
COS(CUi) = — ------ 0< 0^< 71

LjLj+i

다음으로 특정한 점 에서의 이산적 토션을 구하 

기 위하여는 기본적으로 다섯 개의 점을 필요로 한 

다. 결과적으로 이산적 토션 4와 M에 대해 선형 보 

간을 함으로써 구하게 되는데 佬 식 (26>와 같이 구 

하여지며 Fig. 2에 이에 대한 내용이 나와 있다.

广호=商(歸)의쓰! (26)

1 焰％ Li

여기서,

cos(腐)=】y M , 0< A < 71,

=等=L[ x£j+f扣 0
七

兰=丨刚，____

A =det(Z“_i，Lj, Lm)

위에서 不는 네 점 P.2, Ri, Pi, R+i간의 상대적인 

위치관계를 계산해주며, sig”(及)는 네 점을 지나는 

곡선에 있어서 바이노말 벡터의 방향이 어느 쪽으로 

변해나가는가를 나타내는 것으로 토션의 부호가 된 

다. 식 (26)에서 구한 4와 如을 가지고 식 (27)과 같 

이 선형 보간을 함으로써 점 R에서의 이산적 토션을 

구할 수 있게 된다.

T _L[ 4+1 +A+1 弓 
'=£，•+如

(27)

그리고 弓와 如에 대한 매개변수 값을 코드 길이 

방법에 의해 "爲와 “,+£s/2라고 설정하면 토션에 

대한 식은 다음과 같이 표현된다.

了(")=弓

f \
Lj (28)+스爲 gf)

또한 점 P, 에서의 이산적 토션의 일차 미분 邛는 

다음과 같이 구해진다.
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匸=亍 S)=~厂=—(4+1 - 4) 
比十比+1

(29)

마찬가지로 코드 길이 방법 매개변수화를 가정하 

고 이산적 곡률 K® Ki, K+i과 2차 보간 방법을 사용 

하면 이산적 곡률 K에 대한 미분 값을 다음과 같이 

구해진다.

K,=聞)

1
Li +Li+1
(K+i-K； K, -K,, \

x Lt - +£,.+1 - 1 1 (30)
知1 U

곡률 반경은 곡률의 역수를 취하므로 곡률 반경과 

그의 1차 미분 값은 다음과 같이 전개된다.

Pi = (31)

K，
P'f (32)

4. 곡선 순정 알고리즘

4.1 제약식이 있는 비선형 최적화 문제로의 적용

NURBS 곡선의 순정에 사용되는 제약식이 있는 

비선형 최적화 문제는 다음과 같이 정의될 수 있다.

Minimize f(x)
xeRn

q(X) = °, i - 1,…,k
subject to C/(x)>0> i=k+l,-,m (33)

여기서 목적함수 /(x)와 제약식 C,(x)는비선형 함수 

이다. 제약식이 있는 비선형 최적화 문제인 식 (33) 
의 해를 구하기 위하여 반복적인 수리적 최적화 방 

법이 사용되어진다. 각각의 단계에서 최적화 방법은 

목적함수와 제약식으로 구성된 단순화된 모델을 만 

들게 된다. 각 단계의 모델에서는 현재의 해가 새로 

운 점으로 이동됨으로써 해가 구하여지고 현재의 해 

는 새로운 해로 개선되어진다.

NURBS 곡선 순정 문제를 제약식이 있는 비선형 

최적화 문제로 적용하기 위해서는 목적함수와 제약 

식이 결정되어져야 한다. 본 연구에서는 3절에서 유 

도된 곡선 순정 척도들이 목적함수로, 설계자가 결 

정하게 되는 이동 가능한 측정점들과 이동 가능한 

범위들이 제약식으로 사용되었다. 제약식이 있는 비 

선형 최적화 문제의 해를 구하는 알고리즘으로는 

GAMS(the acronym stand for General Algebric Model
ing System) 코드가 사용되었다.

4.2 해석적 NURBS 곡선 순정

해석적 NURBS 곡선 순정에서는 측정점으로부터 

모델링된 NURBS 곡선의 조정점을 이동시킴으로써 

곡선의 순정을 행하게 된다. 조정점을 이동시키는 

방법을 사용할 경우, 절점 벡터나 조정점들의 가중 

치를 변경시키는 것과는 달리 NURBS 곡선의 근본 

적인 모양이 변화된다. 이는 NURBS 곡선에서 조정 

점은 일정구간의 곡선을 조정점 방향으로 끌어당기 

는 것과 같은 역할을 하기 때문이다.

조정점 이동을 통한 해석적 NURBS 곡선 순정 알 

고리즘의 순서는 다음과 같다.

step 1. 주어진 측정점을 지나는 NURBS 곡선 r0=rP& 
咐를 모델링한다.

step 2. 곡선 순정 척도를 목적함수로, 주어진 측정점 

에서의 매개변수 값들과 대응되는 곡선 4의 

좌표들이 움직일 수 있는 범위를 제약식으로 

놓고 비선형 최적화 문제에 적용, 해를 구한 

다.

step 3. step 2에서 얻어진 새로운 조정점의 집합 P를 

이용하여, 순정 후의 NURBS 곡선「=瞼。를 

모델링 한다.

4.3 이산적 NURBS 곡선 순정

주어진 측정점의 변경을 통한 이산적 NURBS 곡 

선 순정 알고리즘에서는 지역적인(local) 순정 과정 

을 반복함으로써 결과적으로 전역적인(global) 순정 

효과를 내게 되는 알고리즘을 사용하였다何. 이는 한 

번에 한 개의 측정점을 이동시키는 문제를 식 (33)의 

비선형 최적화 문제에 적용시킴으로써 새로운 측정 

점을 구하게 되고, 이러한 과정을 자동적으로 반복 

하여 이동 가능한 모든 측정점에 적용시킴으로써 결 

국 측정점으로부터 모델링되는 NURBS 곡선을 순정 

하게 된다.

이산적 NURBS 곡선 순정에서는 하나의 측정점 위 

치에서의 순정 평가 척도값을 나타내는 지역적 순정 

함수와 모든 측정점에서의 지역적 순정 함수 값을 누 

적시켜 얻은 전역적 순정 함수가 사용된다'끼. 이 때, 

양 끝 두 점씩에 대한 지역적 함수 값은 이산적 곡률 

의 일차 미분 및 토션을 구하는 식의 특성상 계산할 

수 없으므로 고정되어 있다고 가정한다. 본 연구에서 
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사용된 이산적 NURBS 곡선 순정 알고리즘의 순서는 

다음과 같다.

step 1. 초기 지역적 순정 함수 값과 전역적 순정함수 

값을 계산한다.

step 2. 지역적 순정 함수 값이 가장 큰 측정점을 선 

택한다.

step 3. 선택된 측정점의 지역적 순정 함수를 목적함수 

로, 선택된 측정점이 이동할 수 있는 범위를 제 

약조건으로 하여 비선형 최적화 문제에 적용 

하고 새로운 측정점의 위치의 해를 구한다.

step 4. 새로 구한 측정점 위치의 해를 이용하여 전역 

적 순정함수 값을 다시 계산한다.

step 4-1. 전역적 순정 함수 값의 개선이 있으면, 

step 3에서 구한 해를 선택된 측정점의 새 

로운 위치로 채택하고 step 1로 돌아간다.

step 4-2. 이동 가능한 측정점 중에서, 현재 선택한 

측정점 다음으로 지역적 순정 함수 값이 

큰 측정점이 있다면 이를 선택하고 step 

3으로 돌아간다.

step 4-3. 이동 가능한 측정점 중에서 더 이상 작은 지 

역적 순정 함수 값이 없다면 step 5로 간다.

step 5. step 1~4를 통하여 얻어진 순정된 측정점을 

지나는 NURBS 곡선을 모델링한다.

5. NURBS 곡선 순정의 수행 및 결과

5.1 NURBS 곡선 순정의 수행

본 절에서는 NURBS 곡선 순정 예를 통하여 두 가 

지 곡선 순정 알고리즘의 결과를 비교하였다. 곡선 

이 지나야 하는 측정점과 측정점 양끝에서의 접선 

벡터가 입력 값으로 주어졌으며, 이를 이용하여 각 

조정점의 가중치가 1인 3차 NURBS 곡선이 모델링 

되었다. 곡선 순정은 4절에서 제시된 두 개의 알고리 

즘을 통하여 수행되었으며, 양 끝 두 개씩의 측정점 

은 이산적인 곡률의 일차 미분과 토션을 구하는 식 

의 특성상 계산 불가능하므로 고정되어졌다. 곡선 

순정 척도로는 3절에서 제시된 네 개의 순정 척도가 

각각 사용되었으며, 이동 가능한 측정점들이 움직 일 

수 있는 범위는 주어진 측정점들의 거리차 중에서 

최소거리의 10%로설정되었다.

5.2 곡선 순정 척도별 순정 결과 분석

예제 1은 13개의 측정점을 지나는 NURBS 곡선을 

순정한 예제이다. Fig. 3, Fig. 6, Fig. 9는 예제 1에서 

주어진 측정점들을 지나는 초기 NURBS 곡선이 곡

Fig. 3. Fairing results with fairness metric 1 (example 1).

Fig. 4. Curvature graphs for fairing results with fairness 
metric 1 (example 1).

선 순정 척도 1, 2, 3을 각각 목적함수로 채택하여 해 

석적 및 이산적 순정을 행한 후에 어떻게 모양이 변 

화하는가를 보여주고 있다. VIEW 1과 VIEW 2는 

3차원 곡선을 각기 다른 방향에서 본 모습이 며 각각 

의 곡선은 식별의 편이성을 위하여 평행 이동되어 

그려졌다.

Fig. 3에서 Fig. 5는 예제 1을 곡선 순정 척도 1을 

사용하여 순정한 결과를 보여주고 있다. Table 3에서

Fig. 5. Torsion graphs for fairing results with fairness 
metric 1 (example 1).
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와 같이 Fig. 3의 VIEW 1에서 순정 후의 곡선은 초 

기 곡선의 아래쪽 굴곡 부분이 부드럽게 펴지는 

Smooths 효과가 나타났음을 알 수 있다. 또한 

VIEW 2에서 곡선은 하나의 평면상에 위치하도록 하 

는 Flattens 효과가 나타나는 방향으로 순정되 었음을 

알 수 있다.

이러한 곡선 순정의 결과는 곡선의 모양보다 곡률 

과 토션분포를 살펴봄으로써 더욱 자세히 알 수 있 

다. Fig. 4와 Fig. 5는 순정 전과 순정 후의 곡선의 곡 

률과 토션분포를 보여주고 있다. Fig. 4에서 순정 후 

곡선의 곡률은, 순정 척도 1을 구성 하는 요소인 f 과 

(")2으로 인하여 곡률과 곡률의 변화량이 작은 쪽으 

로 곡선이 순정되었음을 알 수 있다. 또한 Fig. 5에서 

순정 후 곡선의 토션 역시 T2의 영향으로 크기가 초 

기 곡선보다 작아졌음을 알.수 있다. 토션의 경우 양 

끝과 중간 부분에서 곡선 순정 후 급격히 커짐을 알 

수 있는데, 이는 곡선에서 변곡이 일어나는 부분으 

로 이때의 곡률은 0에 가까워지고 결국 토션의 값이 

커지더라도 곡선 순정 척도를 구성하는 X2 Y은 0에 

가까워지게 된다.

Fig. 6에서 Fig. 8은 예제 1을 곡선 순정 척도 2를 

사용하여 순정한 결과를 보여주고 있다. 순정 결과

Fig. 8. Torsion graphs for fairing results with faimess 
metric 2 (example 1).

는 곡선 순정 척도 1을 사용하였을 때와 유사하게 

나타났다. 곡률 분포의 경우에 순정 척도 2를 구성하 

는 f의 영향으로 곡률 변화량보다 곡률 자체의 크 

기가 줄어드는 방향으로 곡선이•순정되었으며, 토션 

은 순정 척도 안에서의 영향력 감소로 인하여 Fig. 
5와 비교하여 약간 커졌음을 알 수 있다.

Fig. 9에서 Fig. 11은 예제 1을 곡선 순정 척도 3을

Fig. 6. Fairing results with faimess metric 2 (example 1).

Fig. 7. Curvature graphs for fairing results with faimess 
metric 2 (example 1).

Fig. 10. Curvature graphs for fairing results with fair
ness metric 3 (example 1).
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Fig. 11. Torsion graphs for fairing results with fairness 
metric 3 (example 1).

사용하여 순정한 결과를 보여주고 있다• Fig. 9의 

VIEW 1에서 순정 후의 곡선은 초기 곡선의 굴곡 부 

분은 없어졌으나 Fig. 3, Fig. 6과는 다르게 원에 가 

까운 곡선보다는 부분적으로 직선이 포함되어 있는 

듯한 곡선으로 순정되었다. 이는 곡선 순정 척도 안 

에 곡률의 미분이 포함되어 있지 않기 때문인데 Fig. 
10과 Fig. 11의 곡률과 토션분포를 살펴보면 더 자세 

히 알 수 있다. Fig. 10의 곡률분포에서 알 수 있듯이 

순정 후의 곡선은 곡률의 변화에 상관없이 곡률 자 

체의 크기가 감소하는 방향으로 변화하였음을 알 수 

있다. 또한 토션분포는 Fig. 5와 Fig. 8과는 달리 곡 

선의 양끝과 중간 부분에서 크게 나타나지 않고 전 

체적인 크기를 줄이는 방향으로 순정되었음을 알 수 

있는데, 이는 순정 척도 2와 3어서는 X2 寸의 형태로 

곡선 순정시 토션이 영향을 미쳤으나 순정 척도 3에 

서 는寸단독으로사용되 었기 때문이다•

Fig. 12에서 Fig. 14는 예제 2를 곡선 순정 척도 

4를 사용하여 순정한 결과를 보여주고 있다. 예제 

2는 12개의 측정점과 양 끝점에서의 접선벡터가 입 

력 값으로 주어졌다. 곡선은 Fig. 12 VIEW 2의 오른 

쪽 부분에서 알 수 있듯이 급격하게 곡선의 모양이 

변한 부분이 부드럽게 변하였다• 이 때 순정된 곡선 

의 곡률은 廿의 영향으로 초기 곡선의 곡률보다 커 

졌으며 (p，)2의 영향으로 곡률의 변화량은 작아졌다. 

또한 토션은 p2 T2의 형태로 곡선 순정 에 영향을 미 

쳐 , 결국 토션이 0에 가깝게 되도록 곡선이 순정되었 

음을 알 수 있다.

5.3 곡선 순정 알고리즘간의 순정 결과 분석

곡선 순정 알고리즘간의 순정 효과 차이는 곡선의 

모양 변화보다는 곡률과 토션분포를 살펴봄으로써

Fig. 14. Torsion graphs for fairing results with fairness 
metric 4 (example 2).

정확히 알 수 있었는데, 결과적으로 해석적 곡선 순 

정 알고리즘을 사용한 곡선 순정 결과가 이산적 곡 

선 순정 알고리즘을 사용한 것 보다 순정 효과가 더 

욱 크게 나타났다.

곡선 순정 알고리즘간의 곡선 순정 효과의 차이가 
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나타나는 이유는 해석적 NURBS 곡선 순정 알고리 

즘의 경우, 곡선 순정 척도를 최소화하기 위하여 곡 

선의 전체적 인 모양을 변화시키는 전역적인 곡선 순 

정임에 비하여 측정점 이동을 통한 이산적 NURBS 
곡선 순정 알고리즘은 지역적인 곡선 순정이기 때문 

이다. 또한 이산적 NURBS 곡선 순정 알고리즘의 경 

우 지역적인 곡선 순정의 반복을 통한 전역적인 곡 

선 순정 효과를 시도하였으나, 지역적인 곡선 순정 

의 최적해를 찾는 과정에서 전역적인 곡선 순정의 

부분 최적해를 구하는 결과가 나타났다. 마지막으로 

곡선 순정 척도를 구성하는 요소들의 식을 유도하는 

과정에서 이산적 NURBS 곡선 순정 알고리즘의 경 

우, NURBS 곡선식이 순정 과정에 반영되지 못한 것 

도 순정 결과 차이의 원인으로 분석되 었다.

6.결 론

본 연구에서는 NURBS 곡선 순정 알고리즘에 대 

하여 알아보았다. NURBS 곡선 순정은 제약식이 있 

는 비선형 최적화 문제의 해를 구하는 알고리즘에 

적용되었다. 이 때 목적함수는 파생곡선을 이용하여 

다양하게 유도되었으며 제약식으로는 측정점 혹은 

측정점에 대응되는 매개변수 값의 NURBS 곡선의 

위치가 움직일 수 있는 범위에 제한을 두는 것이 사 

용되었다. 곡선 순정 알고리즘은 해석적 곡선 순정 

과 이산적 곡선 순정의 두가지로 제시되었으며, 두 

가지 알고리즘의 곡선 순정 결과는 순정 후 곡선의 

모양 변화와 곡률과 토션 분포를 살펴봄으로써 곡선 

순정 척도와 순정 알고리즘별로 분석되 어졌다.

곡선 순정은 곡선 모델링시 측정점 에 포함된 오차 

나 편향성을 제거하여 설계자가 원하는 곡선을 만들 

기 위하여 반드시 필요한 과정이다. 그러나 기존의 

곡선 순정 방법은, 설계자가 곡선의 순정과정에 반 

복적으로 참여함으로써 매우 비효율적으로 이루어 

져 왔다. 본 연구에서는 자동적 인 NURBS 곡선 순정 

을 행하는 두 개의 알고리즘을 제시하고, 제시된 알 

고리즘을 실제 예제를 통하여 곡선 순정에 적용, 분 

석함으로써 설계자가 이를 이용하여 자동적인 곡선 

순정을 행할 수 있도록 하였다. 두 개의 곡선 순정 

알고리즘 중, 해석적 NURBS 곡선 순정 알고리즘을 

사용하였을 때 곡선의 순정 효과가 더 큰 것으로 나 

타났다. 그러나 실제 곡선의 모양만을 보았을 때에 

는, 이산적 NURBS 곡선 순정 알고리즘 역시 곡선 

순정 효과가 비슷하게 나타남을 알 수 있었다. 따라 

서 본 연구에서 제시한 두 가지의 NURBS 곡선 순정 

알고리즘은 주어진 측정점의 수에 따른 계산량과 원 

하는 순정 결과 곡선의 품질을 고려하여 ■적절하게 

선택되어 사용되어질 수 있을 것이다.

향후 연구 과제로는 본 연구의 곡선 순정 알고리 

즘을 확장하여 곡면 순정 알고리즘에 적용하는 것이 

다. 이를 위하여 곡면 순정 척도를 유도하는 방법과 

순정 척도를 구성하는 곡면의 기하학적 불변요소를 

유도하는 방법에 대한 연구가 선행되어 이루어져야 

하며 순정 알고리즘 역시 곡선과는 달리 복잡한 형 

태로 나타나게 될 것이다.
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