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초음파 점도계용 고체 매질의 탄성파와 인접 점성유체 간의 

상호작용

The Interaction Between Stress Waves in Elastic Solids for an Ultrasonic 

Viscometer and Adjacent Viscous Fluids

김 진 오*

(Jin Oh Kim*)

요 약

인접 점성 유체의 점도가 탄성파의 전파특성에 미치는 효과를 이론적 및 실험적으로 연구하였다• 원형막대에서 전파하 

는 비틂파와 박막 덮인 반무한 고체에서 전파하는 Love파와 같이 전단운동을 하는 탄성파에 대해서 전파속도와 감쇠의 

표현을 유체의 점도와 밀도의 함수로써 엄밀해와 근사해로 구하였다• 이론적 결과는 실험 결과와 비교하였으며，실험에 

사용된 장치는 유체의 밀도를 알 때 점도를 측정하는 센서로 활용될 가능성을 보였다•

ABSTRACT

The effects of the viscosity of an adjacent viscous fluid on the characteristics of the elastic waves have been studied 

theoretically and experimentally. Expressions for the wave speed and attenuation of the elastic waves of transverse motion, 

such as the torsional wave propagating in a circular cylinder and the Love wave in a layered 뵤If-space solid, have been 

obtained as functions of the viscosity and mass density of the fluid by exact and asymptotic analyses. The theoretical 

results have been compared with experimental observations, and it has been demonstrated that a device described herein 

can be used as a sensor for measuring the viscosity of a fluid with a known mass density.

I. 서 론

유체에 접한 고체 매질에서 전파하는 탄성파의 속도와 

감쇠(attenuation)는 유체의 점성 및 밀도의 영향을 받는 

다. 고체에서 전파하는 탄성파는 고체와 유체 경계면에 

변형을 일으키고 이는 유체의 운동을 유발한다. 고체의 

운동과 유체의 운동 간의 상호작용 메커니즘은 고체 매 

질의 형상과 탄성파의 종류에 달려있다. 경계면에 평행하 

게 변형이 일어나면 유체와의 상호작용은 순전히 점성저 

항에 기인하고, 경계면에 수직인 성분의 변형이 있으면 

상호작용은 압력과 점성저항의 조합에 기인한다[1]. 점성 

없는 유체와 고체 간의 상호작용에 관해서는 많은 연구 

[2,3]가 이루어지고 있으며, 가스 농도 센서 개발에 응용 

된 바[4]도 있으나, 본논문에서는 점성 있는 유체와 고체 

간의 상호작용을 다룬다.

전단(shear)운동을 하는 탄성파, 즉 단면이 원형인 축에서 

전파하는 비틂파(torsion이 wave) [5] 와 반무한 고체에서 전 

파하는 Lwe파[6] 등은 인접 유체의 점성에 의해 유체와 

상호작용을 하여 전파 속도 및 진폭이 영향을 받는다• 반 

면에 축방향으로 전파하는 종파나 단면이 원형이 아닌 

축에서 전파하는 비틂파[7] 또는 반무한 고체에서 전파하 

는 Rayleigh파[8] 등은 인접 유체에 압력을 가하여 유체 

의 밀도에 의해서도 전파 특성에 영향을 받는다.

본 논문에서는 유체에 접해있는 고체에서 전단운동을 

하며 전파하는 탄성파의 전파특성에 미치는 인접 점성유 

체의 영향을 이론적 해석으로 유도하고 실험으로 비교한 

다. Fig 1(a)와 같이 원형 축에서 원주방향으로 운동하며 

축방향으로 전파하는 비틂파와, Fig 1(b)와 같이 한 층이 

덮인 반무한 고체에서 경계면에 평행한 한 방향으로 운 

동하며 경계면에 평행하되 운동방향에 직각인 방향으로 

전파하는 Love파를 대상으로, 전파 속도와 감쇠가 인접 

유체의 점성에 의해 변화하는 특성을 다룬다. 이를 위해 

해석적 방법에 의한 엄밀해와 섭동(perturbation)법에 의한 

근사해를 구한다. 그리고 비틂파에 대한 실험을 수행하여 

이론적 결과와 비교하고, 현장용 유체 점성 측정 센서로 

활용될 가능성을 보인다.
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그림 1. 점성유체에 접한 고체매是 구조의 개략도 (a) 비틂파 

전파 막대, (b) 막이 덮인 반무한 고체

Fig. 1. Schematic diagram of (a) the torsional waveguide and 
(b) the layered substrate with a viscous fluid.

II. 문제의 정식화

ue{r,z, £)= r) exp[ — Zzz + 써증 -1)] (7)

ve(r,z, f) = *(r)exp[-阮 + 써즐T)] (8)

여기서 to, c, /I는 각각 파동 주파수, 전파속도 감쇠이다.

2.2 Love파
Fig 1(b)에 보인 바와 같이, 기판(횡탄성계수 G, 밀도 

印)에 탄성막(횡탄성계수 Gt, 밀도 p t, 두께 이 덮인 

탄성체에서 전파하는 L<we파를 고려한다. 기판은 파장에 

비해 상당히 두꺼워 반무한체로 가정한다• 탄성막을 덮은 

점성유체는 또 다른 반무한 공간을 점유하고 있는 것으 

로 간주한다.

파동에 따른 입자 운동은 경계면에 평행하고 전파방향 

에 직각인 방향 (Fig 1(b)에서 y방향)으로 일어난다. 기판 

과 막에서의 y방향 운동 변위 "와 V, 그리고 유체의 y방 

향 운동 속도 w는 다음 운동방정식의 지배를 받는다[6].
2.1 비틂파
Fig 1(a)에 보인 중공(hollow)원형막대(횡탄성계수 G, 

밀도 p “ 외경 r。，내경 n)에서 전파하는 비틂파를 고려 

한다. 막대는 끝단 효과를 무시할 만큼 충분히 길고, 점 

도 “ 와 밀도 pr의 유체에 잠겨있다• 막대에서 원주방향 

변위 恥와 유체에서 원주방향 속도 耻는 길이 r。, 속도 

coMG/mW2)로 무차원화 된 다음 운동방정식의 지배를 

받는다⑶.

必妬_ 斜岫 丄 初。_ ug_ a%。 
一奇厂=节厂+ /节矿

"/Ml (1)

臍” d2u I d2u 
―花—畝2 +澎， 0 M z〈 8 (9)

1 M r (2)

이때 경계조건은 다음과 같다.

at r= Ti (3)

쓰区一 으으&=£(으性一끄Q\ 
dr r R\ dr r ) r= 1 (4)

_也=勺一也+如) 
滅 Pi \ dx2 + 3扌丿， 一1 M N M o (10)

芻=提蔡+發)，

이때 경계조건은 다음과 같다.

— co < Z M —1 (11)

及—0, as Xj —> oo (12)

U= V, at 2=0 (13)

쓺=(建, at 2=0 (14)

如___1 p dw
9z~ G R 弗，

at z — —l (15)

dv at N = — 1 (16)

* 一》0, as N —» 8 (17)

du0 at r= 1 (5)

-* 0 r —» oo (6)

식⑼-(17)은 길이 H와 속도 Co(=[G/Qs門로 무차원화 

된 것으로서, p = prfps, P1 "P e/Ps, G = Ge/Gs, R = 

Pt H C<必이다.
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식(9)-(11)의 해는 다음과 같은 형태를 취한다.

u{x, z, £) = Sz)exp[ — hx+ 써증 一 (18)

v(x, z, i) = V(z) exp [ — Zw+ 油隹一t)] (19)

w{x, z, t) = 风z)exp[ — hx+ 써증 一 f)] (20)

여기서 co, c, 方는 앞절에서와 마찬가지로 각각 파동 

주파수, 전파속도 감쇠이다.

III. 엄 밀 해

3.1 비틂파

식⑴-(2)의 해는 다음과 같이 복소 변수의 Bessel함수 

로 표현된다.

lKr) = C^A.r) + C2Kx{Asr) (21)

Kr)= C^A/r) + CiKx{Afr) (22)

(a) attenuation h

(b) phase speed C여기서 /와 K는 제1종 및 제2종의 수정된 

이고

Be跖sei 힘•수

그림 2. sl.O과 다양한 Q에 대해서 R의 함수로 도시된 비틂 

파의 감쇠와 전파속도 부호와 선은 각각 엄밀해와 근 

사해를 나타낸다

fig. 2. The attenuation and phase speed of the torsional wave 
depicted as a function of R for (w=1.0 and various p. 
Symbols and lines represent the exact and asymptotic 
solutions, respectively.

식(3)-(6)의 경계조건을 적용하면 다음과 같이 h와 c의 

고유치문제를 얻는다.

Fth,c) =丄厶』-#읏弟一#浮'丫 ]1(0 \ &(As乙)K2{Asr-) J
O 1 政为)「WL) I K(a)]

_ Rd Ki(A» I 奴/釘舟十 K2(Asr^ ]

(25)

막대의 내부가 꽉 차있다면 (n=0), 식(25)는 다음과 같이 된다.

心沪3狎商瓦厂岩厶/页曲 (26)

복소방정식 (25), (26)은 주어진 oj, n에 대해서 仇 c) 

와 (R.P)간의 관계, 즉 九 = MR，。)와 c = c(Rq)를 제 

공한다. 식(25), (26)의 근은 Mathematica 등의 도구를 이 

용하여 계산할 수 있다. 몇 가지 경우에 대한 결과를 Fig 

2에 부호로 나타내었다.

3.2 Love파

식(9)・(11)의 해로서 경계조건 (12)와 (17)을 만족하는 

것은 다음과 같이 복소 변수의 지수함수로 표현된다.

U(2)= 3 exp (一 A12) (27)

V(z) = B2exv>( — A2z) + B3exp[^42(^+ D ] (2 응)

W(n) = B4exp [>13(2+1) ] (29)

여기서 복소변수들은 다음과 같다

& =』(응+ 讷)2— <护 (30)

A2 =、l (岩 + 时- -貌 (31)
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& /(£ + 汤)2—近R
(32)

IV. 근 사 해

식(13)・(16)의 경계조건을 적용하면 다음과 같이 h와 c 

의 고유치문제를 얻는다.

F〈h, c) = ~代 GA2{ (& - G&) + (&+ G42)[ expM2)]2}

-为瓦{-(禹一 GA2) + (&十 GA2)[ exp(A2)]2} = 0

(33)

식(33)의 근은 h = MRq)와(: = 을 제공한다. 

몇 가지 경우에 대해 식(33)의 근으로 구한 결과를 Fig 3 

에 부호로 나타내었다.

(b) phase speed C

그림 3. ft尸 1.0과 다양한 p 에 대해서 R의 함수로 도시된 러 

브파의 감쇠와 전파속도 부호와 선은 각각 엄밀해와 

근사해를 나타낸다

Fig. 3. The attenuation and phase speed of the Love wave 
depicted as a function of R for sLO and various 
p. Symbols and lines represent die exact and 

asymptotic solutions, respectively.

식(25), (26) 및 (33)의 엄밀해는 c와 &가 R과。의 함 

수로 명시되지 않은 단점이 있다. 그런데 실제 상황에서 

R값이 상당히 크므로 로 정의되는 변수의 값은 

상당히 작아, 섭동(perturbation)법에 의한 근사해를 구할 

수 있다.

4.1 비틂파

상당히 작은 크기의 변수 e 를 이용해 유체에 대하여 

확장한 좌표를 7= (r-l)/E 로 정의하면, 식⑴-(6) 은 다음 

과 같이 변환된다.

""(了) + *#(分+时+ (_久+쯩)2一*_]”(,)=()

ri<. r <. \ (34)

V"^ + ~Y+^i 卩'(勿 +[沥+(一方 + 쁭)纺2 —

0 M 자 ]、B (35)

at r= ri (36)

U3-* U{r) =(^ eV (〃)一
-rg 씨

at r=l, 〃=0 (37)

卩(勿=—ia)U{ r) at 尸=1, 〃=0 (38)

”3) 0 as 7) T 8 (39)

&값이 무한대 (즉 £값이 0)으로 되는 경우는 비점성 유 

체에 잠겨있는 상황에 해당한다.

&값이 상당히 큰 경우에 근사해는 다음과 같은 급수 

형태로 표현된다.

U(分 = 아尸+ ^ewu„(r) (40)

卩(〃)=言代W”) (41)

c= 1 +馬伊％” 

h— :

(42)

(43) 

식(40卜(43)의 급수를 식(34)・(39)에 대입하고, £의 멱
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(power)에 따른 계수들 간의 관계로부터 几과 cn (n=l, 

2,…)을 차례로 구해 나가면 다음과 같이 h와 c의 근사해 

를 얻게된다.

h =片志原+七［二^으方糸丄云

「을 "二?"서+ 湛;')"%2 (44)

一。纭疽+日詞+。^爲)

<=—作느규』증+专(1如2 쑝+(七点) 

(45)

식(44), (45)는 Taylor급수의 일부이므로 유효한 R값의 

범위가 제한된다. 유효범위를 확인하기 위해서, 식(44), 

(45)의 근사해를 Fig 2에 실선으로 나타내어 엄밀해와 비 

교하였다. 이로부터 알 수 있다시피 넓은 범위의 R값에 

서 근사해가 엄밀해와 잘 일치하고 있다. 가령。=1.。이 

면, 0=0.1 일 때 R>3.0, p=1.0 일 때 R>30, 0=5.0 일 

때 «>700에서 유효하다.

4.2 Love파
앞절에서와 마찬가지로, 변수 £ 를 이용해 유체에 대 

하여 확장한 좌표를 V = -(z+l)/e 로 정의하면, 식 

⑼-(17)은 다음과 같이 변환된다.

矿伝) + 国_(岩 +씨必) = 0 , 0 M z〈8

(46)

】任)+［裁 —(웅 + 씨彤 = °，

一1 M N M 0 (47)

卬’’3) +国一我岩+沅)2］阳)=0 , 0 M八仕。

(48)

U T 0 as N — 8 (49)

U= V at 2 = 0 (50)

U' = GV' at 2=0 (51)

Vr=-£~Q 1矿 at N = —1, 〃=0 (52)

W=— ia)V at N = —l,乃=0 (53)

jy -> 0 as 〃 T 8 (54)

R값이 상당히 큰 경우에 대해 앞절에서와 같이 급수 

형태로 근사해를 나타내어, &의 멱에 따른 계수들 간의 

관계로부터 払과 아 (n=l,2,…)을 차례로 구해 나가면 다 

음과 같이 力와 c의 근사해를 얻게 된다.

서푱 (1+* 웅)

F 却쇄嘉广니
(55)

制旧遣身产由

(56)

여기서 刼과 勿는 다음과 같다.

(方 J/
V Co

(57)

間齢(罕 (58)

식(55), (56)으로부터。=1 인 경우에 대해 몇 가지 P 

값에 대해 근사해를 구하여 Fig 3에 실선으로 나타내었 

다. 여기서 알 수 있다시피 넓은 범위의 R값에서 근사해 

가 엄밀해와 잘 일치하고 있다.

V. 실 험

이론적으로 구한 결과와 비교하고 실제 측정용 센서로 

활용할 가능성을 확인하기 위하여 실험을 행하였다• 실험 

은 비틂파를 대상으로 하였다.

5.1 실험장치
비틂파에 대한 실험은 Fig 4(a)에 보인 구조로 이루어진 

비틂파 센서를 이용하여 행하였다• 트랜스듀서는 전기적인 

펄스 신호를 자왜 (magnetrostriction) 현상의 하나인 Wiede- 

mann효과［9］에 의해 delay line에 비틂파 펄스를 발생시 

킨다. Waveguide는 Fig 1(a)에 도시된 바와 같이 유체에 

잠겨있는 중공 원형막대 또는 꽉찬 원형막대이다• Delay 

line을 타고 전파하던 비틂파는, waveguide와의 연결지점에서 

일부는 반사하여 트랜스듀서로 되돌아간다. 이는 Fig 4(b) 

에서 신호 A에 해당한다. 나머지는 waveguide로 전달되 

어 전파하다가 waveguide 끝에서 반사하여 트랜스듀서로 

되돌아간다. 이것은 신호 B에 해당한다.

Waveguide를 타고 전파하는 비틂파의 전파시간과 진 

폭을 오실로스코프에서 측정하여, 이로부터 전파속도 c와 

감쇠 h를 구한다. 즉, 신호 A와 신호 B 간의 시간 차이 

가 비틂파가 waveguide 길이의 두배의 거리를 전파하는 

데에 걸린 시간이므로, 이들로부터 전파속도 c를 알 수 
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있다. 전파속도는 waveguide가 공기 중에 있을 때의 전파 

속도 珈를 기준으로 비교한다.

한편 경계에서의 반사율과 투과율에 의해 신호 A와 

신호 日의 크기가 결정되므로 액체에 담그지 않은 상태 

에서 측정한 신호크기 Ao와 Bo를 가지고 반사율Cr을 다 

음 식에 의해 미리 확보해 둔다.

今=卅訓 (쁬间 (59)

유체에 담겨진 waveguide에서 유체점성에 의한 파동의 

감쇠는 신호 A의 크기와 신호 B의 크기로부터 다음과 

같이 구해진다[10].

奸宏삐씅丄書) (60)

> magnetostrictive 
LJ transducer

delay line

5.2 실험결과
실험에 사용된 점성유체는 Cannon사의 점도표준액인 

S6, S60, S600 및 N100이고, 온도 20, 25, 40 및 50 °C 에 

서 사용되었다. 사용된 waveguide는 두 종류로서, 중공 

(holow)원형막대와 꽉찬(solid) 원형막대이다.

실험은 감쇠에 대해 행하였고 그 결과를 Hg 5에 보였 

다. 근사해로 얻은 식(44)에서 오른쪽 편에는 첫째항 만 

을 고려하여 차원있는 변수들로 환원시키면 다음과 같다.

l-(r,/r0)4
'「極o 

Psroc0
(0平)'/2 (61)

이식에서 알 수 있다시피 감쇠 h는 (^“严에 비례하 

므로, 실험 결과와 계산결과를 ((Or")'"에 대한 함수형태 

로 나타내었다. 여기서 3 = 2^- X(9OX1O3 Hz), ps = 

2.70 X103 kg/m3, r„ = 1.22 X 10, m, G = 25.9 GPa 이 

다. 중공 원형막대仍〃。=0.64)와 꽉찬 원형막대S=0)에 대 

해서 실험결과와 이론적 결과를 비교하였고, 서로 잘 일 

치함을 보여주고 있다. 또한 꽉찬 막대보다는 중공 막대 

가 점도에 대한 감쇠의 민감도가 더 큰 것이 확인되었다. 

센서의 민감도를 향상시키기 위해 막대의 겉면에 나사면 

을 형성한 waveguide[ll]를 활용하는 방안을 향후에 강구 

할 수 있겠다.

7

waveguide

(a) torsionsl wave sensor

(b) signal trace
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그림 5. (Pf# 火2의 함수로 도시된 비틂파 감쇠의
(•,。)와 계산결과 (一，…)

Fig. 5. The measured (•, O) and cakulated

50

측정결과

(一，…)

attenuation of the torsional waves depicted as a
function of ( a u)112.

VI. 결 론

그림 4. 실험에 사용된 비틂파 센서의 개략도와 wavegu너e에서 

전파하는 파동의 파형 신호

Fig. 4. Schematic diagram of the torsion지 wave sensor for 
the experiment and the signal trace of the wave 
propagating in the waveguide.

유체에 접해 있는 고체에서 전파하는 탄성파의 전파특 

성에 미치는 인접 점성유체의 영향을 이론적 및 실험적 

으로 연구하였다. 전단운동을 하는 탄성파 - 원형단면 축 

에서 전파하는 비틂파와 반무한 고체 표면에서 전파하는 
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Love파 -를 대상으로 전파 속도와 감쇠가 인접 유체의 

점성에 의해 변화하는 특성을 평가하였다.

해석적 방법에 의한 엄밀해와 섭동법에 의한 근사해를 

구하였다. 근사해는 유체점성이 아주 크지 않은 경우에 

엄밀해와 잘 일치함이 확인되었고, 탄성파 전파특성에 미 

치는 유체점성의 영향을 물리적으로 이해할 수 있게 하 

였다. 비틂파에 대한 실험을 수행하여 이론적 결과와 비 

교하였으며, 이 결과는 현장용 유체점성 측정 센서 개발 

에 이용될 수 있다
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