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요 약

본 논문에서는 HR 필터의 식 오차 방식 LMS 알고리듬과 VS-LMS 알고리듬의 수렴특성에 대한 통계적인 해석을 수행 

하였다. 사용된 입력신호가 백색 가우시안이라 가정하고 이들 알고리듬의 평균자승오차와 필터 계수의 평균 및 평균자승 

트성에 대한 이론적인 관계식을 유도하였다. 컴퓨터 모의실험에 의하여 이론치와 실험치가 거의 일치함을 보임으로써 수렴 특성 

히석 결과가 타당함을 보여주었다.

ABSTRACT

This paper presents a stochastic convergence analysis of LMS algorithm and VS-LMS algorithm for IIR filters using 

equation error formulation. Under the assumption that the signal is white Gaussian, theoretical equations that characterize 

the mean and mean-squared behaviors of the algorithms are derived. Computer simulation results show fairly good 

agreements between the theoretical and the empirical behaviors of the algorithms.

I.서  론

적응 디지털 필터의 핵심적인 기법중의 하나인 적응 

시스템 인지 기술은 여러 분야에서 꾸준한 발전을 거듭해 

와으며 현재까지 이에 대한 연구가 활발히 진행중이다. 

시스템 인지에 사용되는 적응 필터는 출력 신호의 궤환 

手'무에 따라 크게 FIR 필터와 IIR 필터로 나눌수 있는데[1] 

FIR 필터는 선형 위상을 실현하기 쉽고 안정성이 보장되기 

떠문에 적응필터를 이용한 반향제거, 잡음제거, 통신용 

적응 등화기 등의 응용분야에 널리 사용되고 있으며⑵ 

이에 대한 통계적 수렴 특성 해석도 많이 되어있는 상황 

이다. 그러나 FIR 필터는 인지하고자 하는 시스템의 임 

펄스 응답이 긴 경우에는 적응 필터의 탭 계수가 미지의 

시스템의 임펄스 응답만큼이 요구되므로 연산량이 증가 

하는 단점이 있다.卩][4]

이에 반해 IIR 필터는 FIR 필터에 비해 적은 차수로도 

시스템의 특성을 만족시킬 수 있는 장점이 있으나 궤환된 

필터 출력 성분으로 인하여 선형 위상 실현이 어렵고 경 

■4에 따라 필터가 발산할 수 있는 단점을 가지고 있으며 

적응 IIR 알고리듬은 오차 평면(error surface)이 전체 최 

소점(global minimum)으로 수렴히지 않을 수 있으며 이에 

마라 필터 계수는 국부 최소점(local minimum)으로 수렴 

하는 경우도 있다.[1] 이러한 문제점에도 불구하고 최근 

에 적응 IIR 필터에 대한 관심이 높아지고 있는 이유는 

적응 IIR 필터가 적응 FK 필터에 비하여 연산량을 크게 

감소시킬 수 있으며 어떤 특정한 조건하에서는 오차 곡선이 

전체 최소점으로 수렴할 수 있기 때문이다.

적응 IIR 필터는 적응 필터의 오차신호를 어떻게 생성 

하는지의 여부에 따라 크게 식 오차 방식과 출력 오차 

방식으로 나눌 수 있는데 출력 오차 방식은 적응 필터에 

입력되는 궤환 신호가 적응 필터의 출력 신호를 이용하 

며,[3] 식 오차 방식은 적응 필터에 입력되는 궤환 신호를 

미지의 시스템의 출력 신호인 이상 응답 신호(desired 

signal)를 이용하는 방식이다. 출력 오차 방식은 일반적인 

IIR 필터의 형태이기 때문에 적응 필터가 발산할 수 있 

으며 MSE를 비용함수로 이용하는 LMS 계열의 알고리듬 

은 MSE값이 필터 계수의 비선형 함수이기 때문에 국부 

최소점으로 수렴할 수 있다. 하지만 식 오차 방식은 주 

입력 신호와 이상 응답 신호를 이용하기 때문에 2개의 

적응 FIR 필터의 형태로 간주할 수 있으므로 필터의 안 

정성이 보장되며 MSE값이 필터 계수의 선형 함수로 표 

현되므로 전체 최소점으로 수렴하는 장점이 있다.

최근까지 적응 시스템 인지 분야에서 주로 사용되는 

방법은 시스템의 안정성이 보장되는 특성을 가지고 있는 

적응 FIR 필터 구조에 기반을 두고 LMS 나 LS 계열의 

알고리듬들이 사용되었다 . LS 알고리듬은 LMS 알고리듬 
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에 비해 우수한 수렴특성과 추적능력[3]을 가지고 있지만 

계산량 측면에서 LMS 알고리듬에 비하여 효율성이 떨어 

지므로 LMS 알고리듬이 주로 이용되었다. 그러나 이 방법 

역시 시스템의 임펄스 응답이 길어질수록 계산량이 증가 

하게 되어 하드웨어적인 부담감이 증가하게 된다.

여기서 LMS 알고리듬은 입력신호의 상관도가 클수록 

수렴속도가 늦어지는 단점이 있으므로 이를 개선하기 위해 

제시된 변형 LMS 알고리듬중의 하나가 VS(variable 

stepsize)-LMS 알고리듬이다. VS-LMS 알고리듬은 스텝 

크기를 추정 오차에 따라 매 시간 갱신시켜 알고리듬의 

수렴속도를 향상시킨다.[5][6][7][11]

이처럼 IIR 필터에 VS-LMS 알고리듬을 도입하여 이를 

적응 시스템 인지 분야에 응용하기 위해 국내외적으로 

연구가 진행되고 있으나 현재까지는 충분히 연구되어 있지 

않은 상황이다. 특히 FIR 필터의 다양한 구조와 알고리듬 

들에 대한 수렴특성이나 수치적인 특성해석은 과거부터 

많은 연구가 수행되었고 이미 많은 연구논문들이 발표된 

상황이지만 HR 필터의 경우는 상대적으로 미약한 실정이다. 

그 이유는 HR 필터의 경우 필터 출력이 입력 신호와 밀 

접한 상관 관계를 가지고 있으므로 수렴 특성 해석을 위해 

유도된 이론적인 관계식들이 매우 복잡한 형태를 가지게 

되어 해석에 많은 어려움이 따르기 때문이다. 그러나 IIR 

필터의 구조로 식 오차 방식을 사용하면 비교적 쉽게 알 

고리듬의 수렴 특성에 대한 관계식들을 구할 수 있다.

따라서 본 논문에서는 식 오차 방식의 적응 HR 필터를 

이용한 LMS 알고리듬과 VS-LMS 알고리듬에 대한 수렴 

특성 해석을 통하여 식 오차 방식 알고리듬들이 적응 필터 

에 효과적으로 응용될 수 있음을 이론적으로 증명하였다.

II. 식 오차 방식 알고리듬

2.1 식 오차 방식 적응 IIR 필터

Z1 림. 1은 식 오차 방식 적응 IIR 필터를 나타낸 것이다. 

여기서 와 는 각각 식 ⑴과 (2)처럼 정 

의되며 <厂”은 %만큼의 지연을 나타낸다.

A(n,<j)= a„(n)g~m (1)
*n-l

B(n,q)= (2)
m-l

식 오차 방식의 경우 필터의 출력 %(”)은 식 (3)과 

같이 단순히 두 입력 d(”)과 의 지연된 값에만 의

존하고 필터의 출력에 대한 궤환 성분은 포함하지 않는 

다 또한, 필터의 두 입력 妇)과 x(”)이 계수 a”(”)과 

方“(”)에 대해 독립적이므로 필터의 출력 %(耸)은 계수 

들에 대한 선형 함수로 이루어지고, 식 (4)의 식 오차 

q(”)도 계수들에 대한 선형 함수로 이루어진다. 따라서 

평균 자승 식 오차(mean-squarevquation-error : MSEE) 는 

입력에 대한 이차 함수가 되고, 이에 따라 하나의 전체 

최소점 (global minimum)을 가지게 된다.[1][3]

ye(n)= ^am(n)x(n-ni) + 尝歸(刀)久刀一也)⑶ 

”i=0 m~ 1

%( m) =d(n)~ %(n) (4)

그림 1. 식 오차 방식 적응 HR 필터
Fig. 1. Adaptive IIR filter for equation error formulation.

수렴 특성 해석을 위해 식 (3)을 간단한 벡터 형태로 

나타내도록 하자 식 (3)의 입력 벡터 X3)와 이상 응답 

신호 벡터 2X如)을 식 (5)와 (6)처럼 정의하였고 이들을 

식 (7)과 같이 하 나의 벡터 형태로 표현하였다.

L)]7 (5)

ZX") = [d("-1), d(”—2), ,d{n — M)}T (6)

U(w) = [x(n),x(w), <i(ra-2),/7-.

또한 식 ⑶의 계수들을 벡터로 표현하면 식 (8), (9)와

같으며 이들은 다시 식 (10)처럼 간단히 나타낼 수 있다.

Wi(M)= [«o(w). «!(»).■•■. «L(w)]r (8)

嚥”) = 0(”)，6回)，•••，物(期' (9)

W.n) = laQ(n), a^n), aL(n), b^n), b2(.n),—,如(分】7'

(10) 

따라서 식 오차 방식 IIR 필터의 필터 출력 %(”)을 위에서 

정의한 입력과 필터의 계수 벡터를 이용하여 나타내면

yeM =XT(n)Wx(.n) + DT(n)Wli(n)
(11)

=UT(n)爪”)=Win) U3)

와 같다.
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2.2 식 오차 방식 LMS 알고리듬

그림. 1과 위 식들에서 알 수 있듯이 식 오차 방식 HR 

필터는 두 개의 FIR 필터가 결합된 형태로 생각할 수 있다. 

따라서 식 오차 방식 LMS 알고리듬의 필터 계수 갱신식 

은 기존의 FIR LMS 알고리듬과 같은 방식으로 갱신시킬 

수 있다.

LMS 알고리듬은 비용 함수(cost function) 를 최소화 하는 

빙향으로 필터의 계수를 매 순간 갱신한다. 식 오차 방식 

LMS 알고리듬의 비용 함수와 계수 갱신식은 다음과 같다.

j(w) = e2(w) (12)

!K»+1)= W{n) + Me(n) U(n) (13)

M= ，队，…,皿』 (14)

2.3 식 오차 방식 VS-LMS 알고리듬

VS-LMS 알고리듬은 LMS의 경우와 거의 유사하나 

VS-LMS 알고리듬은 스텝 크기를 추정 오차에 따라 매 

시간 갱신한다. 식 오차 방식 VS-LMS 알고리듬의 계수 

강신식과 이때의 스텝 크기는 다음과 같다.

17(m+D= W{n) + M{n)e[n) U(ri) (15)

Af(n) = d泊成/知(fi), ("),

(16)

M(，z)은 0값에 의해 매 시간 갱신되며 이는 가변 스텝 

크기의 적응을 제어하는 또 다른 수렴 상수이다. 고정된 

스텝 크기를 갖는 LMS 알고리듬과 비교할 때 VS-LMS 

일고리듬이 연산량에서 약 1.5배 많으나 비교적 적은 연 

산량으로 빠른 수렴 속도를 기대할 수 있다. 스텝 크기의 

강신식을 경사 추정법(stochastic gradient)0,] 따라 유도하 

면 다음과 같다.

= “(D-■救-戚討.和G-1) (17)

=p(n— 1) — pe(n)e(n— l)Xr(n— 1)X( n)

以耸)=i。?一 1) — pe(n)e(.n— l)DT(n—l)D(.n) (18)

M(n) = — — pe(.n)e(n — l') UT(. n — 1) 17( n) (19)

III. 식 오차 방식 알고리듬의 수렴 특성 해석

이 장에서는 앞서 정의되었던 식들을 이용하여 식 오차 

빙식 LMS와 VS-LMS 알고리듬의 수렴 특성에 관해 알 

아보도록 하겠다. 앞서 설명한 것처럼 식 오차 방식 IIR 

필터는 두 개의 FIR 필터가 결합된 형태와 같으므로 식 

오차 방식을 이용한 LMS 와 VS-LMS 알고리듬의 수렴 

특성을 해석하는 방법은 FIR 구조에서의 수렴 특성 해석 

방법과 매우 유사하다.

그러나 식 (11)에서 볼 수 있듯이 식 오차 방식 IIR 필터 

에서 필터 출력은 입력 신호 벡터 X(”)과 지연된 이상 응답 

신호 벡터 Z)(耸)으로 이루어져 있는데 이때의 X(”)이 

백색 가우시안 신호라 하더라도 ZX 如)은 유색 신호가 된다. 

따라서 X(") 의 자기 상관 행렬 (autocorrelation matrix) 은 

대각 행렬만 존재하지만 ZX")의 자기 상관 행렬과 ZX")과 

X(”) 의 상호 상관 행렬 (cro典scorrelation matirx) 은 서로 

밀접한 상관값을 가지게 된다.

이러한 상관 행렬을 식 (20), (21)에 각각 정의하였으며 

이를 식 (22)처럼 간단하게 나타내었다.

7?xx = £[X(m)Xt(W)], Rm= E[D(n)DT{n)} (20)

R"=瓦X3辺气湖，瓦ZX如)X，(湖 (21)

I?=EiU(.n)UT(.n)] (22)

3.1 식 오차 방식 LMS 알고리듬의 수렴 특성 해석

식 오차 방식 LMS 알고리듬은 이상 응답 신호가 필 

터입력에 관여하기 때문에 수렴 특성 해석에 앞서 보다 

용이한 수학적 분석을 하기 위해 먼저 다음과 같은 가정 

을 하였다.[8][9][10]

1. X(n)과 ZX”)은 평균이 0이고, wide-sense stat- 

ionary(WSS)이며, jointly Gaussian process이다.

2. 측정 잡음(measurement noise) £点(“)은 평균이。이 

고 WSS이며, X(")과 ZX")에 대해 독립적이다.

일반적으로 적응 필터에 사용되는 알고리듬의 수렴 특성 

해석은 필터의 최소 자승 오차(mean square error : MSE)와 

필터 계수값, 그리고 필터 계수의 오조정(misalign皿ent) 

벡터에 대한 이론적 평균값이 실험값과 일치하는지를 보 

는 것이다. 이 값들은 다음과 같이 정의할 수 있다.

먼저 필터 계수의 오조정 벡터, U("과 V(e)의 자기 

상관 행렬 K(n)은

7(m) = W{n)~ 俨=[，烫] (23)
L VM J

K(”) =瓦四勿尸(耸)]=[夕以 負矽21 (24)

와 같이 정의 하였다.

또한 시스템 인지 모드에서 측정 잡음 Cmin(界)과 오 

차 식은 아래와 같다.

emM = d(n)~ UTM W* (25)



26 韓國音響學會誌第18卷第7號(1999)

e(M)= emin(w)- UT(n) V{n) (26)

식 (25)의 I矿은 필터의 최적 계수를 나타내며 이를 

Wiener-Hopf 관계식에 따라 다음과 같이 구할 수 있다.

(27)

이제 LMS 알고리듬의 평균 특성을 해석하자. 먼저 필터 

계수의 평균 특성을 구하기 위한 계수 오조정 벡터의 평 

균값은 다음과 같다.

E[V(n+l)] = E[V(n)]-ME[e(n)U(n)] (28)

위 식의 두 번째 항의 e(”)에 식 (26)을 대입하고 위 

가정을 적용하면 다음과 같이 된다.

瓦卩3+l)] = {7+MR}E[TS)] (29)

따라서 LMS 알고리듬의 필터 계수값은 다음과 같다.

E[秋”+1)] = {/+松}瓦秋湖+矿坦， (30)

이제 LMS 알고리듬의 평균 자승 추정 오차 算)의 

평균치를 구해보자. 먼저 식 (12)에 주어진 비용 함수에 

앙상블(ensemble) 평균을 취하면 다음과 같다.

J(n) = E[e2(n)] (31)

여기에 식 (26)을 대입하여 전개한 값에 각각의 앙상 

블 평균을 취하면

An) = + E[ VT(n) U(n)UT(n) V(n)] (32)
-2E[Vr(n)U(n)emia(n)]

와 같이 나타낼 수 있으며 첫 번째항은 다음과 같이 

정의 할 수 있다.

= (33)

따라서 위 식을 식 (32)에 대입하고 가정을 적용하여 

다시 쓰면 LMS 알고리듬의 최소 평균 자승 오차는 다음 

과 같다.

犬”)=汀&+ tr[K(”)R] (34)

위 식에서 K(”)은 식 (24)에 정의되었고 切[及沥7?]은 

의 trace 값을 나타낸다. 

마지막으로 식 오차 방식 LMS 알고리듬의 동작 특성에 

대한 분석을 완성하기 위해 필터 계수의 오조정 벡터의 

자기 상관 행렬 K(耸)에 대한 관계식을 유도해보자. 식 

(24)와 (28)에 정의된 식에 따라 전개하면 그 결과는 다 

음과 같이 나타낼 수 있다.

K(n+l) = K(n) + ME[e(n)V(n)Xr(n)]
+ ME[e(n)X(n)X7'(n)] (35)
+ M2E[e2(n)X(n)Xr(n)]

위 식의 e(如)에 식 (26)을 대입하여 다시 전개하고 여기 

에 다시 위의 가정을 이용하면 다음과 같이 나타낼 수 있다.

K(n+l) = K(n) -MEUS) n) U(n)UT(«)]
+ A/2£1 £7(«)UT{n) V{n)VT{n) (36) 

U(n)UT(n)] + M2JminR

여기서 E[U(n)UT{n) V(n)VT(n)U{n) 1尸(如)]은 위의 

가정 아래에서 다음의 가우시안 분해법을 이용하면 간단 

한 표현식으로 분해할 수 있다.

E[XiX2X3XJ = E [XiXJ研X3XJ +
瓦 XiX3]E[X2Xd+ (37)
瓦 KX4MIX2X3]

그러면 위 식을 이용하여 식 (36)의 우변중 세 번째 

항을 분해 해보도록 흐卜자. 먼저 jE[ • ]을 빼고 생각하면

[a n) UtMV( n) VT (”)顼 &) t/T (耸)]# = (38)

孕项m)UTMV{n)VT{n}]Mn)UT{fi)}肉

로 나타낼 수 있다. 그리고 [顼，分“气/义小/气")：]*  

을 다시 분해하면

[U( ”) UT{ n) V{n) VT(n)] a= (39)

以 U(、n)UT{n)},7[ V{W)yr(»)]ft

와 같이 나타낼 수 있는데 이를 식 (38)에 대입하여 

다시 정리하면 아래와 같다.

[U(n)UT(n) V(n) VT(.n)U(n)Ur(n)]u

=9U{n)UT{n)V{n) VT(n)]a[lKn)UT{»)]标

= 莎成"(”)]"[t")国)〕夜[顼"(”)扁

= Ui( n) Ul (n) % n) l負 n) 미、n) Uj (n)

(40)

이 식을 식 (37)에 정의된 가우시안 분해법을 이용하 

여 전개한 뒤 앙상블 평균을 취하면
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M U(n)UT(n) V{n)VT{n)U{n)t/T(n)J

= MME】 미、n)Ut(n) Uk(尊)饥(，讥E[ 以n) Vk(»)]

=Mg：{瓦 Ui(n)Ut(n)]El【瓜n)U^n)]

+ £[t/,(W)t/*(n)]£[ 以”)",(”)]

+ £[ t/.( n) Uj («)]£[ t/X w) t/4 («) ] )- 
瓦 W”)K(”)〕

= '耳萃 1이萄+RhRh+RijRWQi)

(41)

와 같이 나타낼 수 있으며 이를 다시 정리하여 쓰면 

아래와 같이 나타낼 수 있다.

说”(”)UT{ n) V( n) VTM U{ n)t/r(w)]= “⑵
RK{n)R+ RKr(n)R+R tr[K7?J ' 丿

따라서 이식을 식 (36)에 대입하여 정리하면 필터 계 

수의 오조정 벡터에 대한 자기 상관 행렬은 다음과 같이 

구해진다.

K(n+l) = K(n) -MK(n)R-MRK{n) +M2JminR
+ M2(RK(n)R+ RKT(n)R (43) 
+ /?tr[^K(»)])

3.2 식 오차 방식 VS-LMS 알고리듬의 수렴 특성 해석 

여기에서는 식 오차 방식 LMS 알고리듬과 똑같은 가 

정하에서 VS-LMS 알고리듬의 수렴 특성을 알아본다. 

VS-LMS 알고리듬의 수렴 특성에 대한 관계식은 LMS의 

경우와 거의 유사하나 VS-LMS 알고리듬은 스텝 크기를 

추정 오차에 따라 매 시간 갱신하므로 VS-LMS 알고리듬 

의 수렴 특성 해석을 위해서는 가변 스텝 크기에 대한 

통계적 평균치를 구해야 한다. 따라서 VS-LMS 알고리듬 

으 수렴 특성 해석은 LMS 알고리듬의 M이 狈”)으로 

뀌며 이 값의 평균치를 구하는 것을 제외하고 모두 같 

匸’고 할 수 있다.

먼저 필터 계수의 통계적 평균치는 아래와 같다. 

[5][6][7]

E[ W(如 +1)]=瓦 W(如)]+ 瓦M(如)e(n) U(«)] (45)

위 식의 우변의 두 번째 항 E[M(s)e(>?)U(”)l에서 

以(如)은 e(%)과 项”)에 의해 갱신되는 값이기 때문에 

이 값들과 독립적이지 않다. 그러나 이러한 경우 알고리 

듬의 수렴 특성을 해석하는 것이 훨씬 복잡해지므로 보 

다 쉬운 해석을 위해 다음과 같은 가정을 하도록 하자. 

민저 (。값을 작게 설정한다면 M(幼은。(儿)과 C73)의 

변화에 따라 아주 천천히 변하게 된다. 따라서 4/(如)은 

以沥과 "(耸)에 대해 근사적으로 독립되어 있다고 가정 

할 수 있다. 이는 엄밀히 말하면 틀린 가정이 되나, 알고 

리듬의 수렴 특성 해석을 수학적으로 보다 쉽게 해석하 

기 위해 설정한 것이며 이렇게 유도된 결과를 실험값과 

비교해 볼 때 대체적으로 잘 들어 맞음을 볼 수 있었다. 

따라서 위 식은 아래와 같이 표현할 수 있다.[5][6]

瓦 WX«+1)] = £[ WXw)] + £[M«)]£[e(n)t/(M)] (46)

위의 가정을 통해 필터계수의 평균값과 평균 자승값, 

그리고 평균 자승 오차를 유도하면 스텝 크기가 시간에 

대한 함수로 바뀌고 나머지는 모두 LMS 알고리듬의 경 

우와 일치함을 볼 수 있다. 따라서 유도된 결과식만 순서 

대로 요약하면 다음과 같다.

£[W(m+1)] = (Z-Mm)7?)£[W<m)] + 7?_1P (47)

』&) = /min+tr[K(”)R (48)

K(n+l) = K(n) -M(n)K(n)R-M(n)RK(n)
+ M2( n)JminR+ JI/2(n) (RK( n)R (49)
+ RKT(n')l?+l?tr[RK(n)])

이제는 가변 스텝 크기 心(”)의 통계적 평균값을 구해보 

도록 흐]자■. 먼저 식 (19)에 앙상블 평균을 취하면 다음과 

같다.

瓦 M(")]=瓦1)]— p£[e(n)e(M— l)C7r(n—1)67(«)] 

(50)

위 식에서 두 번째 항의 평균치를 구하면 心(”)의 통 

계적 평균치를 구할 수 있다. 이를 위해 먼저 다음과 같 

은 상관 행렬에 대한 정의를 하자

厶 = 现。3)况("-1)】 = [曾나5”찌 (51)
L KAdx KAdd\

B=£[U»-l)t/T(n)] = [ 普* ” 끼 (52)
L KBdx i<Bdd\

위와 같은 정의를 사용한 이유는 식 (%)의 두 번째 

항을 통해 알 수 있듯이 心(沥을 갱신하는데 顼如)과 

"(匆一l)이 사용되기 때문이다. 식 (51)과 (52)에서 각각 

의 상관행렬은 다음과 같이 정의할 수 있다.

Rm=E[X(”)X「(，z-1)], RAM=EiD(n)DT{n-V)}

R腿=E[X(”)Z負"-1)], l?Adx=ElD(n)XT(n-l)]

(53)

7?fte=£[X(n-l)Xr(W)], 瓦 ZX"-1)Z)气”)]

瓦 X(— 1 辺气 ”)],Rg = — 1)X’( ”)]

(54) 

狈耸)을 구하기 위해 필요한 상관 행렬에 대한 정의 
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를 하였으므로 식 (50)의 두 번째 항 瓦 e("e(〃一1) 

("一 1)LS)]을 구해보자. 여기에 식 (26)을 대입하 

여 전개한 후 가정을 적용하면 다음과 같다.

E[e (w)e(» — 1)UT{n—l)U(.n)]

=E[UT{n)V(n-l)VT(.n-r)U{n-l)UT(n-l)U(n)'i

-E[M«- 1)]E[ UT(n)U(n-l)UT(n-1)
■ VT w — 1) VT(«—l)t7(»—1) UT( n—

-4顽现M(-1)]瓦須3) U(，Z -1)成(” -1)项湖 

(55)

식 (55)에 표현된 세 개의 항들을 식 (37)에 정의된 가 

우시안 분해법을 이용하여 간단한 관계식으로 분해해 보 

자. 먼저 세 번째 항은 비교적 간단하게 나타낼 수 있다.

[UT(n) U{n-Y)UT{n-V)U{n)]
=UT( n)[U(.n-l)UT(n-1)]；, U( n) (56)
=SS Uj{ 〃)[ m ”一 1)"气”一 i)]y,- c/,( n)
=*  * g( ”)s 3 -1)” 一 1)",( ”)

따라서 위 식의 앙상블 평균은

[〃,•(”泓(” -1)u( “ -1)叫(”)]

=岑甲瓦 g(” -1) 切(" -1)]
''+瓦 ％(”)S(”T)]瓦以")火”-1)]

+ 瓦 W，財/,•(”)]瓦，S-1)U(”-D] )

=羊羊{ 4/A ■>++ (57)

= Z】&tr[A]+ tr[AB]+ tr[RR]

이 된다. 그 다음은 첫 번째 항을 보도록 흐卜자. 위와 

같은 방법으로 첫 번째 항을 분해하면

[Z7t(m)X«-1) Vr(n-l)a«-l)i7r(n-l)a«)]

= UT{n)[V(n-^VT{n-\)U{n-\}UT(n-V)]iilKn)
=g甲如")[”3 -1)叩” T) 53 T)况("7)»，⑶)

(58)

여기에서 [ /(，z- 1) 尸(耸一 1) ” 一 1)疽(，z — 1)L,을 

다시 쓰면

[汽如 一 1)丫，( “ 一 1)tz(如 一 1)"气 ％ -1)»

=^I v(w-i)yr(w-i)]yi[U»-i)t7r(w-i)]fe
= *Mm (”-i)s(，zT)"z—i)

(59)

이 되므로 이식을 식 (58)에 대입하여 앙상블 평균을 

취하면

瓦况(枇S-DI/'S-l)顼”-1)决'(”-])顼如)]

=SS^£[ S(勿匕•(” _ 1) % ” _ 1)
'' Wn-l)i7,(n-l)W»)]

=gg写瓦如")W"-D
'' C/,( n -1) C/,( n)] £[ » -1) Vt( w -1)]

(60)

이 되며 이를 다시 분해하면

Uj(n) U、，z — 1) 一 1)饥(湖
'' 四匕3-1)*( ”-1)]

=¥岑睜现“知)％” -1)坷 X，Z T) ",•(”)] 
'[瓦”")",.(”一 1)顶"》(，z -1) ",•(")]

+现")",与)]研如一1)"一])]}

• £[ VjM VM]

(61)

와 같이 나타낼 수 있는데 이를 정리하면 다음과 같이 

간단하게 나타낼 수 있다.

[UT(n) V(n-1) VT(n-l) U(n-l)UT(n-l)U(n)]

=• tA AK( n-l)] + HB/f(n-l)B]
' +tr[RK(n-l)R]

(62)

마지막으로 식 (55)의 두 번째 항을 유도해 보도록 하 

자. 위와 같은 유도 방법을 사용하면 아래와 같다.

£[ UT( n)U(n-l)UT(.n-l)V(n-l')VT(n-l')
U(n-l)UT(.n-l)U(n)]

=%甲羊羊现，(") t7,(«-l) Wn-1)以*-  1)
'' V^n-DU^n-DUjCn-DU^n)]

= SS^ EtUMU^n-1) [/^n-DU^n-l)
'' U^n-DUiin)} • EfVXw-DViCn-l)]

(63)

위 식에서 보듯이 세 번째 항은 유도하기가 매우 복잡 

함으로 이 식을 위와 같은 방법으로 유도하였을 때 매우 

복잡한 관계식이 유도될 것임을 직감적으로 알 수 있다. 

따라서 이 항은 결과식만 유도하였다. 유도된 결과식은 

아래와 같다.

E[ UT(n) U(n- l)UT(n- 1) V(.n- l)VT(n-1) 
Uin-DU^n-DUn)]

=- tAA] + Z財,；{ tr [RE — 1)B]
' '+tr[AK(”-l而} (64.

+ 2£B,厂 tr[AK(n-l)R] 、,

+ 2 fr [ AK( n - 1)成]+ 3 tr [ AK( n - 1)7?X] 

+ 2tr[RK(”-l)RR] + tr[RK(n-l)BB] 
+ tr[AA] • tr[RK(n-l)]
+ tr[7?7?] • tr[RK(z-l)]

따라서 그 동안 유도된 세 개의 항을 종합하여 정리하면
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E[e(n)e(n — l)UT(n— 1) £/(«)]
= 식(64) —瓦• 식(62)— 人心瓦• 식(57)

(65)

와 같이 표현할 수 있으며 이를 종합하여 하나의 완성 

된 수식으로 표현하면

식 오차 방식 LMS 알고리듬에 대한 이론 및 실험적 

추정 오차 평균 자승값과 필터 계수의 평균 자승값, 그리고 

각 필터 계수의 평균값을 그림. 2부터 그림. 4에 각각 도 

시하였다. 특히 필터 계수의 평균값은 이론치와 실험치가 

거의 일치함을 보여준다.

.E[Mw)] = — 1)] + p£[e(M)e(»— 1)
[/、("-1)项湖

(66)
= ELM(”—l)] + p・ {식(64) —瓦M(，z—1)]

• 시62)-4血瓦• 식(57)}

와 같이 쓸 수 있다.

IV. 모의실험 및 고찰

본 연구를 위한 모의실험은 다음 세 가지로 구분되어 

수행되었다.

• 식 오차 방식 LMS 알고리듬의 수렴 특성 관계식에 

관한 실험적 검증

• 식 오차 방식 VS-LMS 알고리듬의 수렴 특성 관계식 

에 관한 실험적 검증

• 시스템인지 모드에서 식 오차 방식 LMS와 VS-LMS 

알고리듬의 성능 평가

식 오차 방식 LMS 알고리듬의 수렴 특성 관계식에 

대하 실험적 검증

앞에서 유도했던 식 오차 방식 LMS 알고리듬에 대해 

。•론적으로 유도된 평균 및 평균 자승 수렴 특성에 관한 

곤계식들의 타당성을 알아 보기 위해 모의 실험을 수행 

흥-였다. 실험 환경으로는 그림. 1의 시스템인지 모드를 

슨.택하였고, 50회의 독립적인 실험에 의한 앙상블 평균을 

〒하여, 이를 이론치와 비교하였다.

• 실험 환경

• 입력 x(耸) : 백색 가우시안 잡음, 분산 =1.0

• 측정 잡음 emin(耸): 백색 가우시안, 분산 = 0.001

• 고유치 분포율 : 120

• 미지의 시스템 : 영점이 2차, 극점이 3차인 ARMA 

시스템

富 믄

흐

M

1000 2000 3000

iteration

4000

-30

5000

그림 2 식오차 방식 LMS 알고리듬의 step size에 따른 MSE 
값의 이론치와 실험치의 비교

디g. 2. Comparison between theoretical and empirical MSE 
according to step size of LMS.
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그림 3. 식오차 방식 LMS 알고리듬의 필터계수 평균자승값에

대한 이론치와 실험치의 비교(M = 0.05)
Fig. 3. Comparison between theoretical and empirical data of 

filter coefficiect mean-square value of LMS.

(67)

• 샘플수 : 5000

• 독립 실험 횟수 : 50

1000 2000 3000 4000

Iteration

위의 조건에 따라 실험적으로 얻은 결과와 이론적으로 

유도된 결과, 특히 추정 오차의 평균 자승값과 각 필터 

기수의 평균값을 그림으로 나타내어 비교하였다.

그림 4. 식오차 방식 LMS 알고리듬의 필터계수 평균값에 대한 

이론치와 실험치의 비교(M = 0.02)
Fig. 4. Comparison between theoretical and empirical data of 

filter coefficient mean values of LMS.
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그림에서 보듯이, 이론적 관계식이 유도될 때 몇 가지 

가정을 사용되었음에도 불구하고 모두 이론치와 실험치 

가 잘 들어 맞음을 알 수 있다. 따라서 유도된 관계식이 

타당하다고 할 수 있으며, 이 결과를 바탕으로 앞으로 알 

고리듬에 대한 이해도를 높이고 변형된 새로운 알고리듬 

을 개발하는데 유용하게 사용되리라 여겨진다.

식 오차 방식 VS-LMS 알고리듬의 수렴 특성 관계식 

에 대한 실험적 검증

이번에는, 위와 같은 실험적 상황에서 식 오차 방식 

VS-LMS 알고리듬의 수렴 특성에 대한 실험적인 검증을 

시도해 보았다. 실험 결과의 비교 방법은 아래와 같다.

• 비교 방법

• P값 크게 고정

- 스텝 크기 초기값에 따른 Kn), 硏反(耸+1)], 

£[ 0(如)]값 비교

• p값 작게 고정

- 스텝 크기 초기값에 따른 人，z),

£[ 0(“)]값 비 교

• 스텝 크기 초기값 고정 : 5000 샘플

- 现狈”)]값 비교

식 오차 방식 VS-LMS 알고리듬은 추정 오차와 입력 

벡터의 크기에 따라서 매 시간 스텝 크기를 조정하는 방 

법이므로 그 성능이 p값의 크기에 따라 민감하게 반응한다. 

그림. 5와 6은 p값에 따른 평균 자승 오차의 수렴 특성 

을 보여주는 그림이다. 여기서 알 수 있듯이 VS-LMS 알 

고리듬은 스텝 크기의 초기값이 작더라도 p값을 크게 하 

여 수렴 속도를 향상시킬 수 있어 정상 상태에서 매우 

안정한 특성을 보인다

Iteration

그림 6. 식오차 방식 VS-LMS 알고리듬의 MSE 곡선의 이론치 

와 실험치 비교 (1:M(O) = 0.05, p =0.00001, 2: 
M(0) = 0.001, p =0.00001)

Fig. 6. Comparison between theoretical and empirical MSE 
curves of VS-LMS.

그림. 7, 8, 9는 비슷한 상황에서의 필터 계수 평균 자 

승값과 필터 계수 평균값을 비교한 것이다. 여기에서도 

실험치와 이론치가 잘 들어 맞음을 알 수 있었다.

p

으

M

o 1000 2000 3000 4000 5000

Iteration

그림 7. 식오차 방식 VS-LMS 알고리듬의 필터계수 평균자승값에 

대한 이론치와 실험치의 비교 (M(0) = 0.01, p =0.001)
Fig. 7. Comparison between theoretical and empirical tr[K(n)] 

values of VS-LMS.

1000 2000 3000 4000 5000

Iteration

-40

그림 5. 식오차 방식 VS-LMS 알고리듬의 MSE 곡선의 이론치 

와 실험치 비교 (M(0) = 0.001, p -0.001)
Fig. 5. Comparison between theoretic이 and empirical MSE 

curves of VS-LMS.

0 1000 2000 3000 4000 5000

fteration

그림 8. 시오차 방식 VS-LMS 알고리듬의 필터계수 평균자승값에 

대한 이론치와 실험치의 비교 (M(0) = 0.01, p =0.0001)
Fig. 8. Comparison between theoretical and empirical tr[K(n)] 

values of VS-LMS.
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1000 2000 300D 4000 5000

ttentton
二림 9. 필터계수의 평균값에 대한 이론치와 실험치의 비교 

(M(0) = 0.005, p =0.001)
F g. 9. Comparison between theoretical and empirical EpV(n)] 

values of VS-LMS.

- 고유치 분포율 : 324.5

- 미지의 시스템

成1끈麗그 (69)

• 샘플수 : 5000

- 독립 실험 횟수 : 50

그림. 11과 12에서 보여지듯이 VS-LMS 알고리듬은 

스텝 크기의 초기값이 작은 경우에도 p값을 크게 하면 

LMS 알고리듬 보다 수렴 속도를 크게 향상시킬 수 있음 

을 볼 수 있다.

二림 W. M(0)값에 따른 step size의 변화에 따른 이론값과 실 

험값의 비교 (M(0) = 0.1, p =0.001)
F g. 10. Comparison between theoretical and empirical 

tracking of step size acceding to Af(O).

【°p

】삥1
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그림 11. LMS 알고리듬과 VS-LMS 알고리듬의 MSE 곡선 비교 

(M(0) = 0.005, p =0.0001)
Fig. 11. MSE curves of LMS and VS-LMS.

그림. 10는 스텝 크기의 변화를 나타낸 그림이다. 이 

二L림들은 스텝 크기의 초기값이 0.05인데, 그림에서 볼 수 

있듯이 초기에는 추정 오차가 크므로 스텝 크기가 증가 

하다가 점점 감소하는 것을 볼 수 있었다. 여러 결과를 

통해서 알 수 있듯이 VS-LMS 알고리듬에서 수렴 속도는 

스텝 크기의 초기값 뿐만 아니라 0값에 크게 영향받는다 

는 것을 알 수 있다.

시스템이지 모드에서 식 오차 방식 LMS와 VS-LMS

【
흠

】뻥

w

0 1000 2000 3000 4000 5000

Iteration알고리듬의 성능 평가

여기에서는 식 오차 방식 LMS와 VS-LMS 알고리듬의 

성능 평가를 통해 스텝 크기의 초기값과 。값에 따라 

VS-LMS 알고리듬이 LMS 알고리듬의 수렴 속도보다 얼 

다나 향상되는지 알아보았다. 실험 환경은 아래와 같다.

• 실험 환경

• 입력 X(«) : 유색 신호 음성

c(2)= i-o'L-1
• 측정 잡음 emin(M): 백색 가우시안 잡음, 분산 = 1-0 

(68)

-30

그림 12. LMS 알고리듬과 VS-LMS 알고리듬의 MSE 곡선 비교 

(M(0) = 0.0005, p =0.001)
Fig. 12. MSE curves of LMS and VS-LMS.

V. 결 론

적응 디지털 신호 처리 분야에서 적응 필터를 효율적 

으로 사용하기 위한 예로 원거리 회의 시스템과 같이 음성 

신호를 다루는 상황에서는 신호의 실시간 처리가 가능해 

야 하고, 이에 따라 긴 임펄스 응답에 대응하는 빠른 수렴 
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특성과 추적 능력을 갖는 알고리듬의 개발이 필수적이다. 

따라서 본 논문에서는 기존의 FIR 필터 대신 IIR 필터를 

사용하여 이러한 문제를 해결하고 원거리 회의 시스템에 

적합한 식 오차 방식 IIR 필터 구조와 알고리듬을 제안 

하였으며 알고리듬의 수렴 특성 해석을 통해 IIR 식 오 

차 방식 VS-LMS 알고리듬이 원거리 회의 시스템에 효과 

적으로 적용될 수 있음을 이론적으로 증명하였다.

여기에서는 이론적으로 유도한 통계적인 관계식과 실험적 

인 결과가 대체적으로 일치함을 볼 수 있었다. 따라서 본 

논문에서 제안한 IIR 필터의 고속 적응 알고리듬은 수렴 

특성을 위해 유도된 결과를 바탕으로 앞으로 알고리듬에 

대한 이해도를 높이고 변형된 새로운 알고리듬을 개발하 

는데 유용할 것이다. 또한 실제 응용 분야에서도 오디오 

원거리 회의 시스템의 성능 향상은 물론 ARMA 모델의 

시스템 인식, 음성 신호 처리, 채널 등화기, 잡음 제거기, 

반향 제거기 등에 널리 이용될 수 있어 이러한 적응 시 

스템의 성능 향상에 기여할 수 있으리라 기대된다.
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