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1. 서 론
1)

최근에 안정문제는 실제 구조물에 대하여 임계하중

의 결정뿐만 아니라 비선형 하중-처짐곡선을 작성하는 
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것을 포함하고 있다. 현재, 다수의 연구에서 이러한 

비선형 하중-변위곡선을 작성하기 위한 유한요소법의 

수행절차를 제시하고 있다(Connor et al., 1968; 

Powell, 1969; Wen and Rahimzadeh, 1983).2)
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Abstract

The purpose of this study is to propose the nonlinear analysis method which combines the 

nonlinear incremental method with the layered method to solve the problems due to the 

geometric and the material nonlinearities. As numerical analysis models, the reinforced 

concrete simple beam and the steel arch frame are used to verify the algorithm of the 

proposed nonlinear method. The results are gotten from the computation procedures. 

According to the results of this study, the fracture pattern of the beam according to the ratio 

of tensile steel and the strength of the concrete and the steel can be estimated by the 

proposed method. Therefore, the load-deflection curve of structure can be, exactly, depicted 

by the proposed method. Also,  the rupture load, the site and the depth of crack of the beam 

can analytically be checked by the proposed method. In this respect, the proposed method 

contributes for the solving the stability problem of the actual structure.
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그러나 이들 방법의 상대적인 복잡성과 수행방법에 

따른 편차가 존재함으로 인하여 기존의 연구 자료를 

가지고 근본적으로 명확한 곡선을 구하는 것은 극히 

어렵다. 이러한 문제점을 극복하고 기하학적 비선형 

문제에 대한 하중-처짐 곡선을 작성하기 위하여 유한

요소법을 사용한 선형 증분법, 비선형 증분법, 직접법

의 세 가지 방법(Chajes and Churchill, 1987)이 

개발되어 적용되고 있으며, 구조재료의 비선형성 문제

에 대한 하중-변위 곡선을 작성하기 위해서는 층분할

법(강 진, 1983; 이차돈 외, 1995; 한재익 외, 

2001)이 개발되어 적용되고 있다. 층분할법은 부재의 

단면을 분할하여 단면의 위치에 따라 응력-변형률 모

델의 재료의 비성형 특성을 부여하는 방법으로서, 응

력-변형률 모델의 접선탄성계수를 사용하는 방법(강

진, 1983)과 할선탄성계수를 사용하는 방법(이차돈 

외, 1995, 한재익 외, 2001)이 사용되고 있다.

기하학적 비선형 문제는 때때로 대변형문제로 취급

되지만 이러한 문제는 대변형이 일어나기 때문만이 아

니라 오히려 구조물의 강성에 중요한 향을 미치는 

축의 직각방향으로의 변위로 인한 축방향 응력이 발생

하기 때문에 선형 또는 소변형 문제와도 무관하지 않

다. 선형문제에서는 계의 강성행렬을 구성하는 항이 

일정하나, 기하학적 비선형문제에서는 강성행렬의 항

은 구조물의 변위에 관한 함수를 포함하고 있다. 다시 

말하자면, 방정식 [K]{D} = {F}에서 힘 {F}와 변

위 {D}의 관계인 강성행렬 [K]가 기하학적 비선형 

문제에서는 미리 알 수 없는 변형된 형상에 대하여 표

현되어야만 한다. 이 방정식을 설정하고 해를 구함으

로써 기하학적 비선형 문제에 대한 하중-변위 곡선을 

작성할 수 있다(Chajes and Churchill, 1987). 구

조물이 변형을 일으킬 때 선형 문제 및 기하학적 비선

형 문제에 있어서 임의의 단면에 대한 계의 강성행렬

은 구성재료 특성 및 위치에 관계없이 일정하나, 구조

재료의 비선형 문제에 있어서는 임의의 단면에 변형이 

발생하면 단면을 구성하는 재료의 특성 및 위치에 따

라 응력-변형률 곡선이 다르게 나타나므로 또한 강성

행렬도 달라진다. 따라서 강성행렬의 항에 단면을 구

성하는 재료의 특성 및 위치에 대한 비선형을 반 함

으로서 구조재료의 비선형 문제에 대한 하중-변위 곡

선을 작성할 수 있다. 이때 강성행렬의 항은 각 층의 

응력-변형률 곡선으로부터 할선탄성계수를 구함으로서 

수행된다(한재익 외, 2001). 접선탄성계수는 응력-변

형률 곡선의 접선이 음의 값을 갖는 경우에는 재료의 

특성을 반 할 수 없는 반면에 할선탄성계수를 사용할 

경우에는 재료의 특성을 반 할 수 있다는 장점을 가

지고 있다. 따라서 본 연구는 기하학적 비선형 문제가 구

조재료의 특성 및 위치에 따른 비선형을 고려하지 못하

고, 구조재료의 비선형 문제가 기하학적 형상에 따른 비

선형을 고려하지 못한다는 상호간의 단점을 해결하기 위

하여, 두 방법을 결합함으로서 기하학적 비선형 문제뿐만 

아니라 구조재료의 비선형 문제를 동시에 고려할 수 있

는 비선형 해석 방법을 제시하고자 한다.

2. 해석이론

보의 강성행렬을 구하기 위하여 Fig. 1과 같이 임

의의 요소에 대하여 길이를 L, i  번째 layer의 단면

적, 단면2차모멘트, 탄성계수를 각각 Ai, I i, Ei  라

고 가정하고, 그리고 6개의 절점 변위 벡터 {d }와 힘 

벡터 {f }가 정의되었다고 하자(T.Y. Yang, 1996; 

Harold C. Martin, 1996, 少堀爲雄, 1980).

보-기둥 요소에 대한 변형률-변위 관계식은 다음과 같다.

εa( x,y)=
du
dx
+
1
2 (
dv
dx )

2

-y
d 2v

dx 2
      (1)

여기서 εa( x,y)는 변형률의 변화량이고, u와 v는 

그에 대응하는 변위의 변화량이다.

요소의 변형 증가량과 그에 대응하는 힘의 증가량 

사이에 관계식을 얻기 위하여 부재의 임의 점 x  및 

y에서의 증분단계의 시작점에서 축방향 변형률을 

ε0( x,y)라 하고, 단계가 진행되는 중의 추가적인 변형

률을 εa( x,y)  라고 하면 단계에 대한 변형에너지의 변

화량은 식(1)을 사용하고, n개의 층으로 분할된 단면

에 대하여 적분하면 다음 식과 같이 쓸 수 있다
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U =P⌠⌡

L

0 [
du
dx
+
1
2 (
dv
dx )

2

]dx

+
1
2
⌠
⌡

L

0 [∑
n

1
EiA i( dudx )

2

+∑
n

1
E iI i( d

2v

dx 2 )
2

+∑
n

1
E iA i

du
dx (

dv
dx )

2

+∑
n

1

EiA i
4 ( dvdx )

4

]dx
 

                                               (2)

여기서,

P=⌠⌡A
Eiε0( x,y)dA로서 증분단계의 시작점에서 

부재의 축방향력이다.

그리고 형상함수를 사용하고 가상일의 원리를 적용

하면 다음 식을 이끌어 낼 수 있다.

{Δf }= [k]{Δd }        (3)

식(3)에서 [k]는 증분 강성행렬로 부재의 증분 힘 

{Δf }와 그에 대응하는 증분 변위량 {Δd }와 관계를 

갖으며, 다음 식과 같이 4개의 서로 다른 강성행렬의 

합으로 정의된다.

[k]= [k 0 ]+[kp]+[k 1 ]+[k 2 ]        (4)

또한, Fig. 1에서 보는 바와 같이 요소좌표 x는 기준좌

표 x'와 비교할 때 각 α만큼 회전하고 있으므로 요소좌

표계는 전체좌표계로 변환되어야 한다. 따라서, 변환행렬 

[T]를 사용하면 식(3)은 다음과 같이 쓸 수 있다.

{ΔF }= [T ]T[k ][T ]{ΔD }= [Ke]{ΔD }   (5)

식(5)에서 [Ke]는 기하학적 비선형성을 포함하는 

절점 변위 ui, v i, θ i  및 uj, v j, θ j와 구조재료의 비

선형성을 포함하는 할선탄성계수 Ei가 포함되어 있

다. 절점변위 ui, vi, θ i  및 uj, v j, θ j는 비선형 증

분법을 사용하여 반복계산으로 구할 수 있고, 할선탄

성계수 Ei는 재료의 응력-변형률 모델로부터 각각의 

layer에 대하여 반복계산에 의하여 수렴하는 값이다.

3. 해석방법

본 연구의 해석방법은 기하학적 비선형 문제를 포함

하는 비선형 증분법과 구조재료의 비선형 문제를 포함

하는 층분할법을 조합한 비선형 해석법으로 식(4)의 

증분 강성행렬을 사용하여 구조해석을 수행하는데, 증

분 강성행렬에는 기하학적 비선형을 고려하기 위하여 

해석시 계산되는 부재의 축방향력 및 절점 변위를 포

함하고, 그리고 각 단면의 구조재료의 특성을 고려하

기 위한 단면의 특성이 포함된다.

따라서 증분 강성행렬 [k]의 모든 항은 층(layer)

의 응력 및 변형률에 의하여 계산되는 할선탄성계수의 

함수이고, 더불어 [kp]는 부재에 발생하는 축방향력, 

[k 1 ]과 [k 2 ]의 항은 하중 단계에서 발생하는 증분

변위를 추가적으로 포함하는 함수이다. 

b) 단면의 형상

Fig. 1 구조해석 모델
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그리고 하중 단계의 시작에서는 이들 증분변위 및 

각 층의 응력-변형률을 알 수 없기 때문에 반복과정을 

통하여 해를 얻게 된다. 주어진 하중단계에 대한 증분

변위를 구하는데 증분 강성행렬 [k]= [k 0 ]+[kp]

이 사용되지만 반복과정을 통하여 [k 1 ]과 [k 2 ]항이 

앞 과정의 증분변위량을 사용하여 수렴될 때까지 계산

되므로 증분 강성행렬 [k]는 계속 더 나은 값으로 수정

된다. 이때 단면의 중립축의 위치 및 탄성계수는 힘의 

평형방정식 및 응력-변형률 모델에 의하여 수정된다.

또한 좌표변환 행렬 [T]는 반복과정 중에는 일정

하지만 하중단계에 따라 새로운 값으로 수정된다.

즉, 수행과정은 Fig. 2의 하중-변위 곡선에서 하중

증분 {ΔF }에 대응하는 증분변위 {ΔD }를 결정하기 

위한 과정이다. 초기 단계에서 점A에서 계산된 증분 

강성행렬 [k] 0를 사용한 방정식 [k] 0 {ΔD } 1= {ΔF }

에 의하여 {ΔD } 1을 결정하고, {ΔD } 1에 의하여 수정된 

강성행렬 [k] 1을 사용한 방정식 [k] 1 {ΔD } 1 = {ΔF }

-{ΔF } 1에 의하여 불평형 힘 {ΔF } 1을 계산한다. 그

리고 반복적으로 방정식 [k] 1 {ΔD } 2 = {ΔF } 1에 의하

여 {ΔD } 2를 계산하고, 다시 {ΔD } 2에 의하여 수정된 강

성행렬 [k] 2을 사용한 방정식 [k] 2 {ΔD } 2 = {ΔF }

-{ΔF } 2을 사용하여 새로운 불평형 힘 {ΔF } 2을 

계산한다. 이것을 식으로 나타내면 다음과 같다. 

[k] i-1{ΔD } i={ΔF } i-1       (6)

[k] i {ΔD } i={ΔF }-{ΔF } i                (7)

식(6) 및 식(7)에 의하여 불평형 힘 {ΔF } j가 아

주 적은 값을 가질 때까지 반복 계산함으로서 증분변

위 {ΔD }는 다음 식으로 계산할 수 있다.

{ΔD }= {ΔD } 1+{ΔD } 2+ … +{ΔD } i    (8)

3.1 해석절차

해석절차를 흐름도로 나타내면 Fig. 3과 같다.

3.2 증분강성행렬

식(4)의 임의의 부재에 대한 증분 강성행렬은 대칭행

렬로서 상삼각요소의 0이 아닌 각 항은 다음과 같다.

k 0( 1,1)=-k 0( 1,4)=k 0( 4,4)=∑
n

1

EiAi
L

      (9)

k 0( 2,2)=-k 0( 2,5)=k 0( 5,5)=∑
n

1

12EiI i

L 3
   (10)

k 0( 2,3)=k 0( 2,6)=-k 0( 3,5)=k 0( 5,6)=∑
n

1

6EiI i

L 2
 (11)

k 0( 3,3)=k 0( 6,6)=2k 0( 3,6)=∑
n

1

4EiI i
L

     (12)

kp( 2,2)=-kp( 2,5)=kp( 5,5)=
6P
5L
          (13)

kp( 2,3)=kp( 2,6)=-kp( 3,5)=-kp( 5,6)=
P
10
(14)

kp( 3,3)=kp( 6,6)=-4kp( 3,6)=
2PL
15

     (15)
Fig. 2 비선형 증분법의 반복과정

∆ F
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Fig. 3 수치해석의 수행 순서도
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Ei old-Ei new < tolerance

Break load

End

Yes

No

Determine neutral axis

Re-divide cross section 
with several layers

Calculate cross sectional 
properity of each layer

i=i+1

Let {∆F}0={∆F}

Yes

No

Ei old =Ei new

Yes

No

No

Yes

Force is on state of equilibrium
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k 1( 1, 2)=k 1( 4, 5)=-k 1( 2, 4)=-k 1( 1, 5)

=∑
n

1

3EiA i

5L
2 (v 2-v 1)-∑

n

1

EiA i
20L

(θ 1+θ2)

  (16)

k 1( 1,3) =-k 1( 3,4)=∑
n

1

EiAi
20L

(v 2-v 1)

+∑
n

1

EiAi
60

(θ2-4θ1)

   (17)

k 1( 1,6) =-k 1( 4,6)=∑
n

1

EiAi
20L

(v 2-v 1)

+∑
n

1

EiAi
60

(θ1-4θ2)

   (18)

k 1( 2,2)=k 1( 3,5)=-k 1( 2,5)=∑
n

1

3EiAi

5L
2 (u 2-u 1)(19)

k 1( 3,3)=k 1( 6,6)=-4k 1( 3,6)=∑
n

1

EiAi
15
(u 2-u 1)(20)

k1( 3,5)=k 1( 5,6)=-k 1( 2,3)=-k 1( 2,6)

=-∑
n

1

EiAi
20L

(u 2-u1)

     (21)

k 2( 2, 2)=k 2( 5, 5)=-k 2( 2,5)=∑
n

1

EiA i
420 [

18
L (θ

2
1

+θ
2
2)+

432

L
3 (v 2-v 1)

2
-
108

L
2 (v 2-v 1)(θ 1+θ2)]

 

                                           (22)

k 2( 2,3)=-k 2( 3, 5)=∑
n

1

E iA i
840 [-3θ

2
1+3θ

2
2

+6θ1θ2+
108

L 2
(v 2-v 1)

2-
72
L
(v 2-v 1)θ 1]

                                           (23)

k 2( 2,6)=-k 2( 5, 6)=∑
n

1

E iA i
840 [3θ

2
1-3θ

2
2

+6θ1θ2+
108

L 2
(v 2-v 1)

2-
72
L
(v 2-v 1)θ 2]

  

                                             (24)

k 2( 3,3)=∑
n

1

EiAi
420 [12Lθ

2
1+Lθ

2
2-3Lθ1θ2

+
18
L
(v 2-v 1)

2+3(v 2-v 1)(θ1-θ2)]
                                           (25)

k 2( 3,6)=∑
n

1

EiAi
840 [-3Lθ

2
1-3Lθ

2
2

+3Lθ1θ2-6(v 2-v 1)(θ1+θ2)]

     (26)

 k 2( 6,6)=∑
n

1

EiAi
420 [Lθ

2
1+12Lθ

2
2-3Lθ1θ2

+
18
L
(v 2-v 1)

2+3(v 2-v 1)(θ2-θ1)]
                                           (27)

4. 수치해석

4.1 수치해석모델

기하 비선형과 재료비선형을 고려한 비선형 해석방

법에 대한 알고리즘을 검증하기 위하여 수치해석 모델

로 두 가지 모델을 사용하 다. 먼저 기하학적 비선형

성을 검증하기 위하여 前田辛雄(1974)의 연구를 참고

하여 Fig. 4와 같은 평면 아치프레임의 각 절점에 하

중이 작용하도록 하고, 단면은 층으로 분할하여 각 층

에 대하여 강재의 재료적 특성을 부여하 다.

그리고 재료적 비선형을 검증하기 위하여 두 점에 

수직하중에 의한 휨을 받는 철근콘크리트 단순보를 신

성우(1996)의 연구를 참고하여 Fig. 5와 같이 2점 

가력을 하도록 하 으며, 단면의 분할층에 Table 1과 

같이 철근콘크리트 및 철근의 재료적 특성을 달리하여 

부여한 4개의 보를 선택하여 해석을 수행하 다.

Fig. 5 철근콘크리트 단순보(모델 2)
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Fig. 4 2힌지 아치(모델 1)
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4.2 응력-변형률 모델

본 연구의 비선형 해석방법에 있어서 재료적 비선형

을 고려하기 위한 알고리즘을 검증하기 위하여 수치해

석에 적용된 콘크리트의 응력-변형률 모델은 사용된 

각각의 재료에 대하여 작성하 다. 콘크리트의 압축에 

대한 응력-변형률 모델은 신성우(1996)의 실험모델이 

고강도 콘크리트를 사용한 점을 감안하여 문헌의 실험 

결과를 Fig. 6(a)와 같이 모델화하여 적용하 고, 콘

크리트의 인장에 대한 응력-변형률 모델은 CEB-FIP 

MODEL CODE를 참조하여 Fig. 6(b)와 같이 작성

하여 적용하 다(Comite Euro-International Du 

Beton, 1993). 그리고 철근의 응력-변형률 곡선은 

시방서를 참조하여 Fig. 6(c)와 같이 작성하여 적용

하 다(건설교통부, 1996).

4.3 수치해석 결과

수치해석을 수행한 결과, 모델1의 2힌지 아치의 중

앙점에 대한 하중-처짐곡선을 Fig. 7에 나타내었다. 

Fig. 7에서 본 연구의 해석은 구조물의 기하비선형 및 

재료비선형을 잘 반 하고 있음을 알 수 있었다.

또한 철근콘크리트의 각 실험모델에 대하여 보의 중

앙점의 거동을 파악한 결과, 균열하중 및 인장철근의 

항복시 작용하중, 철근의 응력과 변형률, 균열깊이, 그

리고 압축콘크리트의 항복시 작용하중, 압축연단의 응

력과 변형률, 균열깊이를 계산한 결과는 Table 2에 

나타내었고, 하중-처짐 곡선, 압축콘크리트 및 인장철

근의 응력-변형률 곡선, 압축콘크리트 및 인장철근의

Table 1 모델1의 압축강도 및 인장철근비

구분 

콘크리트

압축강도

f ck(MPa)

철근

항복강도

f y(MPa)

평형

철근비

ρ b

인장

철근비

ρ

N1
19.62

294.30
0.021

0.0124

N2 343.35 0.0195

M1
51.01

343.35
0.044

0.0306

M2 392.40 0.0441

콘크리트의

파괴변형률
0.0035 ※ 구성재료 중 파괴변형률에 먼저 

도달되어 최종적으로 구조물의 

파괴를 지배하는 구성재료를 알

아보기 위하여 가정한 값임.
철근의

파괴변형률
0.004

Fig. 6 응력-변형률 모델

(a) 콘크리트의 압축
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하중-변형률 곡선 그리고 하중과 균열깊이와의 관계

를 Fig. 8∼Fig. 11에 각각 도시하 다.

Fig. 8에서 비선형 증분법은 하중-처짐곡선이 비례

관계로 나타내고 있는데, 이것은 비선형 증분법이 처

짐이 미소하게 발생하여 기하강성의 변화가 미소한 경

우에는 선형해석법과 차이가 없어 신성우(1996)의 실

험치와 상당한 차이를 보 다. 그리고 층분할법과 본 

연구의 해석방법은 기하강성의 변화가 미소하여 두 방

법에 의한 결과치는 거의 일치하고 있으며, 신성우

(1996)의 실험치와 비교적 근사하여 재료비선형을 잘 

반 하고 있음을 알 수 있었다.

Fig. 9의 응력-변형률 곡선은 콘크리트의 압축강도 

및 철근의 항복강도에 따른 중앙단면의 응력-변형률 

곡선이 Fig. 6의 응력-변형률 모델과 일치하면서 거동

하고 있음을 보여주며, 인장철근비에 따라 파괴시의 

콘크리트 및 철근의 응력과 변형률의 크기를 파악할 

수 있었다. 그리고 Fig. 10은 파괴하중에 이를 때까

지의 콘크리트와 인장철근의 변형률을 인장철근비에 

따라 나타낸 것으로써, 해석모델 N1 및 M1은 인장철

근이 본 해석에서 가정한 값인 파괴변형률 0.004에 

도달하여 인장철근의 파괴에 의하여 보가 파괴되었고, 

N2 및 M2는 압축콘크리트가 본 연구에서 가정한 값

인 파괴변형률 0.0035에 도달하여 압축콘크리트의 파

괴에 의하여 보가 파괴되었음을 알 수 있었다.

Fig. 11는 하중의 증가에 따른 균열깊이를 나타낸 

것으로써, 인장철근비에 따른 균열깊이의 양상을 파악

할 수 있음을 나타내주며, 본 실험모델의 경우에는 평

형철근비인 N2 및 M2는 균열깊이가 보의 높이의 

1/2에서 파괴되었음을 알 수 있다.

이상의 결과로 볼 때, 본 연구의 비선형 해석 방법

을 사용하면 서로 다른 재료로 구성된 단면의 비선형 

특성을 잘 파악할 수 있음을 알 수 있었다.

Table 2 보의 중앙단면에 대한 해석결과

구분
균열하중

(KN)

인장철근의 항복 압축콘크리트의 항복

하중

(KN)

응력

(MPa)

변형율

(x10-3)

균열깊이

(m)

하중

(KN)

응력

(MPa)

변형율

(x10-3)

균열깊이

(m)

N1 17.11 77.31 294.3 1.4732 0.14276 127.70 18.926 1.8587 0.24813

N2 19.01 132.51 343.4 1.7167 0.12411 125.91 18.980 1.9660 0.12411

M1 29.61 199.21 343.4 1.7172 0.13471 313.60 48.422 2.3742 0.24907

M2 33.51 323.51 392.4 1.9613 0.11893 302.11 48.511 2.4633 0.11893

(b) M의 하중-처짐 곡선

Fig. 8 중앙단면의 하중-처짐 곡선
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5. 결 론

본 연구는 기하비선형과 재료비선형을 동시에 고려

할 수 있는 비선형 해석방법을 제안하 다. 제안된 해

석방법의 알고리즘을 검증하기 위하여 2힌지아치와 철

근콘크리트 단순보를 각각 수치해석 모델로 하여 수치

해석을 수행한 결과, 2힌지아치의 경우에서 기하비선

형이 잘 반 되고 있음을 알 수 있었으며, 철근콘크리

트 단순보의 처짐 및 응력, 변형율 등에서 철근 및 콘

크리트의 재료비선형을 잘 반 하고 있음을 알 수 있

었다.

따라서 본 연구의 해석방법은 축방향력 및 휨을 받

(a) 압축콘크리트의 응력-변형률 곡선
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는 부재의 비선형 하중-처짐곡선 및 응력-변형률 곡선 

등 구조물의 비선형 거동을 비교적 정확하게 파악할 

수 있을 뿐만 아니라 부재의 단면에 대한 균열하중, 

그리고 균열의 발생부위 및 균열 깊이의 발전양상을 

해석적으로 손쉽게 구할 수 있고, 인장철근의 비 및 

철근 및 콘크리트의 강도에 따른 보의 파괴양상을 파

악할 수 있어서 실제 구조물의 안정문제를 해결하는데 

기여할 것으로 판단된다.
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