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ABSTRACT
This paper presents a new geometric morphing algorithm for polygons based on a simple geometric 

structure called direction map, which is mainly composed of a circular list of direction vectors defined 
by two neighboring vertices of a polygon, lb generate a sequence of intermediate morphing shapes, first 
we merge direction maps of given control shapes based on a certain ordering rule of direction vectors, 
and scale the length of each direction vectors using Bezier or blossom controls. We show that the pro
posed algorithm is an improvement of the previous methods based on Minkowski sum (or convolution) 
in th aspects of computational efficiency and geometric properties.
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1.서 론

기하 도형의 모핑은 주어진 두 제어도형의 모양을 

보간하는 중간도형들을 생성하는 특별한 기하연산이 

다E. 일반적으로 모핑 연산의 결과는 모양이 연속적 

으로 변화하는 일련의 중간 도형들이다. 모핑의 대상 

이 되는 것은 점, 선분, 곡면 등의 기하학적인 특성과 

색상 등의 이미지 정보가 있는데, 본 논문에서는 특히 

2차원 다각형의 기하학적인 모양의 변화를 대상으로 

한다.

일반적으로 모핑의 계산 방법은 두 단계로 구성되 

어 있다. 첫 번째 단계에서는 주어진 도형들 간에 대 

응되는 특징의 쌍을 찾는다. 이를 특징쌍 대응단계로 

부른다. 두 번째 단계에서는 사용자가 선택한 보간법 

을 사용하여 대응되는 한 특징을 다른 특징으로 변환 

시킨다. 이를 특징 보간 단계라고 부른다. 첫 단계에 

서는 명시적으로 정의된 기하학적 (또는 수학적) 규칙 

을 이용하여 대응 되는 모든 특징쌍을 자동적으로 찾 

을 수도 있고, 사용자 상호작용을 통해 사용자가 직접 

대응관계를 기술할 수 있다. 두 방법을 함께 사용하는 

방법도 가능할 것이다. 두 번째 단계에서는 대응되는 

특징쌍을 보간하는 중간특징을 생성하는 것인데, 그 

결과는 대응관계가 올바르게 찾아 졌는지 에 먼저 영 

향을 받으며, 구체적인 보간 방법의 선택에 따라 생성 

된 중간 도형의 모양이 결정된다.

본 논문에서 새롭게 제시하는 기하도형의 모핑 방 

법은 대응관계 설정과 보간 방법에 있어서 이전 연 

구〔羽에서 제시한 민코프스키 덧셈 또는 콘볼루션에 

근거한 기하 도형의 모핑 방법과 많은 유사점을 갖는 

다. 특히, 민코스키 덧셈 기반의 모핑의 효과를 정확 

히 재현함과 동시에 그 계산방법의 효율성과 기하학 

적인 특성 면에서 많은 개선을 이루었다.

본 논문에서는 방향지도 (direction map)라는 간단한 

기하학적인 자료 구조를 이용한다. 방향지도는 방향 

벡터라고 하는 벡터의 원형 배열로 이루어져 있다. 방 

향지도는 도형을 표현할 수 있는 편리한 방법이며 다 

양한 연산을 정의하고 그 연산의 결합을 수학적으로 

표현 할 수 있다는 점에서 유용하다.

주어진 기하도형의 경계선이 다각형이라고 가정할 

때, 먼저 도형의 경계선으로부터 방향지도를 추출하 

여, 두 방향지도를 병합(merge)하게 된다. 방향지도 

를 병합하는 것은 서로 다른 기하도형으로부터의 두 

243



244 이주행, 김 현,김형선

방향벡터의 기하학적인 관계를 고려하여 그 순서를 

재배열하는 것인데, 이는 특징상 대응 단계에 해당한 

다. 본 논문에서는 사용자가 선택하거나 명시할 수 

있는 기하학적 규칙으로 특징쌍을 대응시키고자 하 

였다.

두 번째 단계에서는 방향벡터의 길이를 재조절하여 

새로운 경계선을 만들어 낸다. 생성된 새로운 경계선 

은 모핑에 의한 중간도형을 표현한다. 방향벡터의 길 

이를 재조절하는 것은 경계선에서 나타나는 특징형상 

의 크기 또는 정도를 조절하는 것이다. 특히, 다중 제 

어도형을 사용할 수 있도록 하여 베지어 곡선이나 블 

러섬(blossom)에서처 럼 사용자 상호작용성을 높였다.

방향지도 기반 모핑 방법의 중요한 특징은 첫 번째 

단계에서 특징쌍의 대응관계가 결정되면 그 결과를 

두 번째 단계에서 재사용할 수 있다는 점이다. 이점은 

기존의 민코프스키 덧셈 기반의 모핑 방법에서 고려 

하지 못한 주요한 성능 향상 요소이다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 본 논문 

에서 개선하고자 하는 민코프스키 덧셈 기반의 기하 

도형 모핑의 방법을 설명하고 문제점을 제시한다. 3 
장에서는 본 논문에서 제시하는 방법의 기본이 되는 

방향지도와 이와 관련된 연산들을 정의하고 설명한 

다. 4장에서는 주어진 기하도형을 보간하는 구체적인 

방법을 설명하며, 다중 제어 도형의 적용방법도 함께 

설명한다. 마지막에서 결론에서 논문을 정리하고 추 

후 연구방향을 제시한다.

2. 관련 연구

2.1 민코프스키 덧셈과 콘볼루션

민코프스키 덧셈은 $ 로 표기하며, 두 기하도형 Ao 
와 &에 대해서 다음과 같이 정의되어 새로운 기하도 

형 A를 생성한다.

= {aQ + a^ajS. A；} = A (1)

위식에서 a,는 기하도형 내부의 점을 나타내는 벡 

터이다. 민코프스키 덧셈 연산은 로봇의 충돌 없는 동 

작 경로의 생성이나 기하 도형의 모양의 변형을 위해 

서 사용될 수 있는 매우 유용한 연산이다阿 하지만, 

두 도형의 대응 가능한 모든 점들의 쌍에 대한 벡터 

덧셈으로 정의 되어 있어서 그 계산은 매우 복잡한 

편이다W

이에 비해 콘볼루션은 도형의 내부가 아닌 경계선 

상의 점에 대해서 정의가 되고 연산의 결과로 새로운 

곡선 C를 생성한다.:

*泓 1 {% + 知％e &&T(a0)/7T(aI),

<T(a0), T(a1))>0} = C. (2)

泓，. 는 도형 A,의 경계선을,〈〉연산은 벡터의 내 

적을, T(a，)는 a에서의 접선벡터를 의미한다"1. 콘볼루 

션에서 벡터의 덧셈은 접선벡터의 방향이 같은 두 점 

들에 대해서만 이루어진다. 이 조건을 콘볼루션의 접 

선일치조건이라고 한다. 콘볼루션 연산의 결과인 곡 

선 C는 의 형태적 특성에 따라, 자기 교차를 갖

게 될 수도 있다.

민코프스키 덧셈 연산과 콘볼루션 연산은 다음과 

같은 관계가 있음이 잘 알려져 있다毕

TRIM(dAQ *泓  I) = 3(4° 041) (3)

TRIM 연산은 곡선에 대한 트리밍을 의미한다. 즉, 

콘볼루션 연산의 결과에 대해서 트리 밍 연산을 통해 

자기 교차를 제거하고 외각 경계선만 추출하면, 그 결 

과는 민코프스키 덧셈의 결과에 해당하는 기하 도형 

의 경계선과 동일하다. 실제로 이 관계를 이용하여 민 

코프스키 덧셈 연산을 계산하는 방법이 제시되었다性 

민코프스키 덧셈 연산에서 피연산자 기하도형이 오 

목한 모양인 경우 다음의 비선형적인 특성이 있다〔지.

aA0 + pA0^{a + P)AO. (4)

a와 /?는 임의의 실수이다. (피연산자가 모두 볼록 

한 기하도형이라면 선형성을 갖는다.) 이 성질에 의해 

민코프스키 덧셈 기반 모핑의 계산식은 매우 복잡해 

진다. 이는 다음절에서 언급하기로 한다.

2.2 민코프스키 덧셈 기 반의 모핑

민코프스키 덧셈 기반 모핑의 가장 간단한 방법은 

다음과 같은 선형 보간 방법이다:

A0) = (1-少％由 (5)

A。)는 실수 인수 /에 대해서 두 도형 &와 &을 보 

간하는 중간 기하 도형을 나타낸다. 위 식이 두 실수 

또는 두 벡터의 선형 보간법과 다른 점은 대수적인 덧 

셈 연산 대신 민코프스키 덧셈 연산을 적용했다는 점 

이다. 이 방법을 민코프스키 덧셈에 의한 선형보간 

(LIMS, linear interpolation by Minkowski sum)이라 

고 한다〔지.

여기서 한 가지 주목할 점은 LIMS에서 대응 특징 

쌍의 결정방법이다. 앞 절에서 식 (3)의 민코프스키 덧 

셈과 콘볼루션의 관계에 의해, 민코프스키 덧셈의 경 

계선은 접선벡터의 방향이 같은 두 점들 사이의 대응 
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으로 결정된다는 것을 알 수 있다. 이 대등관계는 매 

우 간단하며 모든 대응관계를 사용자의 개입이 없이 

찾을 수 있다. 하지만, 모양의 특징을 점 단위로 판단 

하는데 한계가 있다는 점에서 문제가 있다. LIMS의 

중간 도형이 특징을 잃고 뚱뚱해지는 현상은 이와 관 

계가 있다.

베지어나 블러섬 곡선에서의 벡터 덧셈 연산을 민 

코프스키 덧셈 연산으로 교체할 수 있다. 이 방법은 

LIMS와 유사하게 주어진 두 기하도형을 보간할 뿐만 

아니라 복수개의 제어도형으로 중간 도형의 모양을 좀 

더 정밀하고 유연하게 제어할 수 있도록 해 준다지.

예를 들어 베지어 곡선 방식에 민코프스키 덧셈을 

적용하면, 먼저 재귀적인 표현 방법에 의해 다음과 같 

이 표현된다.

A；(Z) = (l-/)<1(f)®?C!«- (6)

위식에서 는 초기 제어도형 A,이며, r=l, ... 
n, i = 0, (n-r)일 때, &(f) 는 재귀식의 최종단 

계로 보간 인수 /에서의 중간도형을 의미한다.

일반적으로 재귀식에 바탕을 둔 알고리즘의 계산 

수행의 비효율성을 극복하기 위해 명시적인 형태로 

전개된 등가식을 대신 사용한다. 예를 들어 위의 재귀 

식을 ” = 3에 대해서 전개를 하면 다음과 같다.

Ag(t) = (1t)3&)釦(1_疣((，幻牝\)庄>&)

© ?(1 - t)((A2®A2)®A2) © ?A3 (7)

위 식에서 주목할 점은 더 이상 간단한 식으로 전 

개가 불가능하다는 점 이다. 즉, 민코프스키 덧셈의 비 

선형성에 의해 (& ®AX 가 항상 3A［으로 간략 

화 될 수 없기 때문이다.

일반적으로 베지어 제어에서는 (?)개의 A가 민코 

프스키 덧셈으로 더해진다闵. 제어豈诺이 복잡한 오목 

다각형일 경우 이것은 상당한 계산량을 필요로 한다 

는 것을 의미한다.*  전체 제어 도형의 개수가 많다면 

더 큰 부담이 될 수 있다. 그런데, 여기서 중요한 문 

제는 반복해서 같은 제어도형을 더했을 때, 그 계산의 

복잡도에 비해 발생하는 효과가 크지 않는다는 것이 

다. 반복적으로 더하는 것은 NURBS 곡선에서 knot 
을 삽입하는 것과 같이 제어 도형의 비중을 높이거나 

그 제어도형으로의 수렴 속도를 빨리 할 수 있다. 하 

지만, 한 오목 다각형을 연속적으로 더하게 되면 경계

*4개의 제어도형이면 모핑을 표현하기에 가장 적합하 
다. 하지만, 제어도형이 모두 오목하다면 계산량이 매 

우 커서 펜티엄4 2GHz급 PC에서 실시간 수행을 기대 
하기 어렵다.

Fig. 1. 6각별 A에 대해서 ?( ©,"=1A).

선이 매우 복잡해지고 기하학적 특징이 사라지는 현 

상이 발생한다. 이는 콘볼루션에 의한 대응조건의 특 

성상 불가피한 현상이다. Fig. 1은 6각 별을 반복적으 

로 민코프스키 덧셈한 경우 이 현상이 발생하는 예를 

보여 준다.

만약, 주어진 제어도형이 모두 볼록 다각형이라면 

선형성이 성립하기 때문에 간단한 표현이 가능하다.

A(0= ®- = 05"m

=A0(f)ffiA](r)ffi...
(8)

위식에서 는 f번째 儿차 번슈타인 다항식이고,

4,(0 는 인수 /에서 번슈타인 다항식으로 크기조절을 한 

f번째 제어도형이다.

하지만 선형성의 성립이후에도 계산상의 부담은 사 

라지지 않는다. 즉, 서로 다른 값의 Z에 대해서 여전히 

민코프스키 덧셈을 반복해야 한다는 것이다. 크기조 

절 연산은 매우 간단한 연산이므로 서로 다른 값의 t 
에 대해서 반복되어도 큰 계산량이 아니지만, 민코스 

키 덧셈을 t 값에 따라 계속 반복해야 한다는 것은 계 

산 부담이 상대적으로 크다.

블러섬은 베지어 제어의 일반적인 형태로 복수개의 

보간인수가 사용되어 자유도가 높다I句. 앞에서 설명한 

문제는 블러섬에 대해서도 유사하게 적용된다. 즉, (1) 
특징쌍 대응이 점 대응에 의존하므로 중간도형이 뚱 

뚱해 지는 현상, (2) 제어도형의 반복적인 덧셈의 효 

과가 상대적으로 적거나 오히려 좋지 않을 수 있다는 

점, 및 (3) 계산량이 상대적으로 큰 민코프스키 덧셈 

연산을 반복해서 계산해야한다는 것이다. 다음절에서 

이러한 문제를 극복할 수 있는 방향지도 기반 기하도 

형 모핑 방법을 제시한다.

3. 방향지도

3.1 정의
방향지도(direction map)는 벡터들의 원형 배열

한국CAD/CAM학회 논문집 제 8 권 제 4 호 2003년 12월



246 이주행, 김 현,김형선

(circular list)이다. (일반 벡터와의 구별을 위해 방향지 

도의 벡터를 방향벡터라고 부른다.) 어떤 다각형 &에 

대해서 방향지도 £＞을 추출하는 것을 방향지도 연산 

DM을 사용하여 다음과 같이 표기한다.

Dt = DM(dAi). (9)

다각형의 경우, 인접한 두 꼭짓점 以와 Ps는 하나 

의 방향벡터 处 =(々+]-々) 을 정의하며 경계선의 

방위를 따라 순차적으로 원형 배열에 저장된다.

Fig. 2는 세 가지 도형(오각형, 15각 타원, 별)과 각 

방향지도를 보여준다. 숫자는 선분의 시계방향 방위 

를 따른 순서와 그에 해당하는 방향벡터의 순서를 의 

미한다. 별의 방향지도에서 방향벡터의 실제 순서는 

시계 방향을 따라 배열된 순서와 일치하지 않는다. 이 

는 오목한 특징형상 때문이다.

방향지도 D의 모든 방향벡터의 길이를 1로 하는 연 

산을 단위방향지도연산이라고 하고 N(D)으로 표기한 

다. 4절에서는 방향지도기반 모핑으로 생성된 중간도 

형의 단위방향지도의 불변에 대해서 설명한다.

방향벡터는 방향지도의 병합과 그룹단위 크기조절 

을 위해 그룹 식별자가 값을 갖는다. (이는 3.5절에서 

보충 설명하기로 한다.) 그룹 식별자 값은 초기에 방 

향지도의 식별자 값으로 설정된다. 즉, Z),의 방향벡터 

力의 그룹식별자 값은 Z로 설정된다• 특별한 경우에는 

방향지도의 식별자와 다른 값을 설정해야 하는데, 예 

를 들어, Q의 모든 방향벡터에 戸라는 그룹 식별자를 

설정하는 경우를 0,라고 표기한다. 특별한 언급이 없 

다면 £＞의 그룹 식별자는 /이다.

3.2 방향지도의 역연산

방향벡터 D가 다각형으로부터 정의되었다면, 방향 

지도로부터 원래의 다각형을 다시 생성하는 것은 쉽 

다. 즉, 방향벡터가 다각형의 경 계선의 방위와 순서를 

따라 생성된 것을 고려하여, 순차적으로 다각형의 꼭 

짓점을 생성할 수 있다.

Po = Pin it，

Pk+i= Pk + dk. (10)

위식에서 p는 다각형의 꼭짓점이고, 加,은 첫 꼭짓 

점의 실제 좌표로서 방향지도에 저장되는 추가적인 

정보이다. p心이 설정되지 않았을 때는 임의의 값을 

사용할 수 있지만, 이 때는 다각형의 모양은 원래와 

같이 복원되지만 그 절대위치가 달라진다. 이는 방향 

지도가 상대적인 위치를 표현하는 일련의 벡터로 구 

성되어 있기 때문이다.

위와 같이 방향지도로부터 다각형을 재구성하는 것 

을 방향지도의 역연산이라고 하고 다음과 같이 표기 

한다.

DM~'(D) = DAT\DM(dA)) = dA. (11)

이때 방향지도 D는 다각형 A을 나타낸다고 말한다.

방향지도의 역연산에 의해서 생성되는 경계선에 동 

일직선상의 선분이 연결되는 것을 방지하기 위해, 이 

웃한 동일방향의 방향벡터들을 모두 더해 하나의 벡 

터로 대체할 필요가 있다. 이 연산을 공선(共線, 

collinearity)제거라고 하고 CCS. 표기한다. 다음에서 

A의 경계선에는 인접한 선분들이 동일직선상에 놓이 

는 경우가 없다.

DAT\CC(D)) = dA. (12)

3.3 방향지도의 병합

두 방향지도 £＞0立成(泓0)와 D]=Z가4(泓1)의 

방향벡터들을 어떤 규칙에 따라 혼합하고 재배열하여 

얻는 방향지도 D는 새로운 도형을 표현할 수 있다. 

이것을 방향지도의 병합이라고 하고, 3로 표기한다.

Z)M(oW0) W DM{dA^ = D0^D{=D. (13)

병합된 방향지도의 역연산 결과에 트리밍을 통해 

자기교차를 제거하면 새로운 도형 A의 경 계선을 얻게 

된다.*

*본 논문에서 제시하는 병합방법중 최소볼록집합 병 

합은 트리밍이 필요하지 않다.

TRIM(DM~\CC(D))) = dA. (14)

이처럼 방향지도 병합은 새로운 도형을 만들 수 있 

는 중요한 방향지도 연산이다. 방향지도 연산과 3.5절 

의 그룹단위 크기조절 연산을 결합하여 4절에서는 방 
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향지도 기반의 모핑 알고리즘을 제시할 것이다.

방향지도 병합에서 가장 중요한 것은 두 방향지도 

로부터의 방향벡터를 혼합하고 재정 렬 하는 방법이다. 

다양한 방법이 가능한데, 다음절에서는 콘볼루션 병 

합과 최소볼록집합(convex hull) 병합방법을 소개한다.

3.3.1 콘볼루션 병합

콘볼루션 병합은 다음과 같은 결과를 유도하기 위 

한 특수한 병합방법 이다.

DM^\DM(dA0) W £以(泓］))

=DM~\D0^i Dl) = dA0*dA l (15)

다른 병합방법과 구별하기 위해 콘볼루션 병합을 

(±1* 로 표기한다.

서로 다른 방향지도로부터의 방향벡터들이 혼합되 

어 재정렬 될 때, 다각형에 대한 콘볼루션의 접선일치 

조건을 만족시키도록 한다. 다각형에서의 접선은 단 

일 벡터 대신 두 벡터에 의해 정의된다. 즉, 다각형 

A,의 k번째 꼭짓점 Pi^\ 정의하는 두 방향벡터 d,k 

=와 虫*+ 1 =1 ~Pi,k)에 의한 접 

선구간으로 정의한다.

또한, 접선구간은 4/에서 勿間로의 방위를 갖게 된 

다. 방위를 나타내는 식은 dNds로 결정한다. 본 논 

문에서 도형의 경계선이 (구멍을 나타내지 않을 때) 

시계방향이라고 가정하며, p盘가 국소적으로 볼록한 

특징을 나타내는 경계상의 점일 때 접선구간의 방위 

는 0보다 작으며 , 반대의 경우는 0보다 크다.

d財에서의 접선구간을 간단히 匕吟盘)라고 표기한 

다. 3风)와 3(?璀)의 방위가 같고 사잇각이 겹칠 

때, P。”와 灼“는 콘볼루션의 접선일치조건을 만족시킨 

다고 한다. Fig. 3에서 두 접선구간의 콘볼루션 접선 

일치에 의해 병합된 방향지도에서 방향벡터는 다음의

Fig. 3. 콘볼루션 병 합의 적 용 방법.

순서를 갖는다. (＜如, di」。dO j+l, ＜妃5)

Fig. 4는 Fig. 2의 도형들에 대해서 (a) 오각형과 

타원의 방향지도를 콘볼루션 병합하여 얻은 (b) 새로 

운 도형이다. ©와 (d)는 타원과 별에 대해서이다. 콘 

볼루션의 특성상 오목한 특징과의 접선일치조건은 한 

개 이상 발생할 수 있으므로, 한 방향벡터가 중복해서 

삽입될 수도 있다. 이 때문에 (d)에서는 복잡한 자기 

교차가 발생한다.

콘볼루션 병합을 방향지도 기반 모핑에 사용하면, 

식 (3)과 (15)로부터 다음과 같이 민코프스키 덧셈을 

계산할 수 있다.

TRIM(DNT\D0^tD^ = TRIM^dA^dA^

=ffi AI). (16)

3.3.2 최소볼록집합 병합

콘볼루션 병합을 사용하면 기존의 LIMS가 갖는 문 

제점이 그대로 발생한다. 즉, 비선형성에 의한 계산의 

복잡함과 중간도형 이 다소 뚱뚱해 지는 현상이다. 또 

한 트리밍이 필요하게 된다. 이 문제를 상당히 해결할 

수 있는 간단한 방법은 여기서 소개하는 최소볼록집 

합 병합방법을 사용하는 것이다.

방향지도 D = DM(dA) 에 대한 최소볼록집합 연 

산은 다음과 같이 정의 된다.

H(D) = H(DM(dA)) = DM(dH{A)). (17)

표기상 편의를 위해 연산 H는 다형성(polymorphism) 
을 갖는다. 즉, 다각형에 대해서도 최소볼록집합을 나 

타낸다. 단, 방향지도에 대해서 연산을 적용한 후에는 

기존의 방향벡터에 대한 정보를 잃지 않고 다음과 같 

이 역연산이 가능하도록 한다.

H「'(H(D)) = D = DM (SA). (18)

만약 최소볼록집합을 적용한 방향지도들을 병합한 

경우에는 다양하게 역연산을 정의할 수 있다. Fig. 7 
은 역연산에 따라 생성되는 도형의 모습이 달라짐을 

보여 준다.

이러한 특성을 갖는 방향지도의 병합을 최소볼록집 

합 병합이라고 하고 다음과 같이 정의 한다.
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(e)

Fig. 5. 최소볼록집합 병합의 적용 방법.

D0WAD] =/T1(//(P0)WtH(D1))- (19)

특히, 자기병합(self-merge)에서 선형성이 유지되는 

성질은 다음과 같이 표현할 수 있다.

CC(a0D ... = (a0 + ... +an)D. (20)

Fig. 5에서 (a)와 (b)는 굵은 선으로 표현된 오목한 

부분을 특징으로 갖고 있다. (c)와 (d)는 각각의 방향지 

도를 나타낸다. 방향지도에 대한 최소볼록집합 연산은 

다각형의 최소볼록집합의 선분에 해당하는 방향벡터 

를 만들어 낸다. 예를 들어, (c)에서 원래방향벡터 如 

와 爲川 대신 두 벡터의 합에 해당하는 doj 가 생성 

된다. (d)에서도 유사하다.(C)와 (d)의 최소볼록집합 방 

향벡터들을 병합할 때는 (e)에서처럼 콘볼루션 병합을 

수행 하고, 최 소볼록집 합의 역 연산에서 최 소볼록집 합 

으로 생성된 방향벡터를 원래 방향벡터들로 치환한다.

Fig. 6은 Fig. 2의 도형들에 대해서 (a) 오각형과 

타원의 방향지도를 최소볼록집합 병합하여 얻은 (b) 
새로운 도형이다. (c)와 (d)는 타원과 별에 대해서이 

다. 특히 , (d)에서처 럼 오목한 제어도형 에 대해서도 자 

기교차가 발생하지 않기 때문에 트리밍이 필요 없다. 

그럼에도 불구하도 두 도형의 특징이 모두 살아 있다.

Fig. 6. 최 소볼록집 합 병 합의 예 .

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

Fig. 7. 최 소볼록집 합 병 합의 예 .

Fig. 7은 두 도형 (a)와 (b)에 대한 병합의 결과를 

보여준다. (c)는 콘볼루션 병합의 결과이므로 민코프 

스키 덧셈의 결과와도 같다. 중간 도형의 경계선이 이 

상하게 뚱뚱해짐을 볼 수 있다. (d)-(f)는 최소볼록집 

합 병합의 예로, 최소볼록집합 병합의 결과에 대한 역 

연산을 사용자가 다양하게 명시할 수 있음을 보여주 

며, 또한 주어진 두 도형의 특징형상이 잘 살아 있음 

을 볼 수 있다. (d)-(f)에서의 오각형 실선은 최소볼록 

집합을 의미한다.

최소볼록집합 병합은 혼합되는 특징형상이 콘볼루 

션 병합에서보다 명확하게 나타나는 점과 선형성을 

유지할 수 있는 장점이 있지만, 역시 점 단위 대응 관 

계를 벗어날 수 없다는 한계가 있다.

3.4 그룹단위 크기조절

본 논문에서 제시하는 모핑 알고리즘에 주요하게 

사용되는 연산으로 병합연산과 더불어 그룹단위 크기 

조절 (group scaling)연산이 있다. 그룹단위 크기조절 

은 GS로 표기하며, 병합된 방향지도와 일련의 스칼라 

값을 인수로 하여 다음과 같이 정의된다.

GS(噂° D*  {七払)=GS( (SjD*j),  {1 払)

=町方铲七). (21)

위식에서 邮 =°D*j  는 그룹 식별자 j을 갖는 방향 

지도들을 병합한 것이고, 수열 电)；=0={%.... 弱 

은 크기조절을 위한 스칼라 값이다. 筋는 Z如에 곱해 

져서 그룹 식별자가 丿인 방향벡터의 길이를 조절한다.)

4절에서 제시하는 알고리즘에서 사용하기 위해 그 

룹단위 크기조절 연산의 간단한 성질을 정리한다. 이 

는 식 (20)을 통해 쉽게 증명할 수 있다.

정리 3.4.1 (방향지도의 선형성) 볼록 다각형에 

대한 콘볼루션 병합이나 임의 다각형에 대한 최 

소볼록집합 병합을 사용하는 경우 다음의 등식이 

성립한다.

cc(G5(w;：0p.,.,{5；}；=0))= I f 5,.k.

위 정리에 따르면, 선형성이 성립하는 경우의 "번 
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의 자기병합과 뒤이은 공선제거는 자기병합을 거치지 

않고 크기를 〃배로 하는 것과 같다.

4. 방향지도기반 모핑

4.1 방향지도에의한선형제어
방향지도 기반의 가장 간단한 모핑 방법으로, 3절 

에서 설명한 방향지도와 관련 연산들을 이용하여 방 

향지도에 의한 선형보간(LIDM, linear interpolation 

by direction map) 알고리즘을 설명한다.

알고리즘 4.1.1 (LIDM) 두 제어 도형 &)와 A 
와 보간 인수 /에 대해서, 다음과 같은 단계로 중 

간 도형 A(t)을 계산할 수 있다:

1. 각 제어 도형의 방향지도 계산:

Dj = DM(dAj)
2. 특정 병합 방법을 사용하여 두 방향지도를 병 

합: D = D0W

3M게 초기값 설정

4. 그룹단위 크기조절을 통해 인수화된 방향지도 

를 계산: 5(?) = GS(£>,{1-(?,?)})

5. 공선제거 : D(f) = CC(D(0)
6. 방향지도의 역연산을 수행하여 경계선 생성: 

以(f) = Z>M-1(P(r))

7. 자기교차가 발생한 경우 트리밍을 수행: 

泓⑺=TRIM (疝⑴)

8. 또 다른 중간도형 생성을 위해서 새로운 t 값 

에 대해서 4단계(그룹단위 크기조절)부터 반복

위 알고리즘에서 4단계에서의 그룹단위 크기조절 

연산의 중요한 역할은 병합과 크기조절을 분리한 것 

이다. 즉, 인수 /에 영향을 받지 않는 병합연산을 미리 

계산하고 그 결과에 크기조절을 수행했다. 이 방법을 

사용하면 모핑 중간도형을 여러 개 생성할 때 LIMS 
보다 계산이 효율적이다. 그 이유는 계산량이 상대적 

으로 큰 병합단계를 초기에 한번 계산하고, 그 결과를 

상대적으로 계산량이 적은 크기조절 단계에서 반복하 

여 재사용할 수 있기 때문이다. 하지만 LIMS에서는 

병합과 크기조절이 분리되지 않아 반복해야할 계산량 

이 더 크다.

식 (5)와 (16)을 이용하여 LIMS를 방향지도로 표현 

하면 다음과 같다.

顷=£>"(( DM),

dA(t) = 5((1 -Z)A0® zA[)
=TRIM((\-t)dA0*tdA x)
=TRIM(DM~\D0(t) D](f))) (22)

위 식에 따르면 LIMS에서는 인수 t 값에 따라 크기 

가 달라진 도형 에 대해서 방향지도 £>")의 병합 

연산을 (원하는 중간도형의 개수만큼) 반복해야 한다.

하지만, 병합의 기준이 되는 벡터의 방향은 크기조 

절에 의해서 바뀌지 않는다는 사실을 이용하여 알고 

리즘 4丄1에서는 (생성하는 중간도형의 개수에 상관 

없이) 다음과 같이 한 번의 병합만을 필요로 한다.

泓。)=TRIM(DM~\gS(Dq W £>]),( 1 -z, 0))
= 7R成 (Z가厂'(GS(D,{1-(")}))) (23)

위 식에서 병합 과정은 인수 r와 독립적으로 이루어 

진다. (식 (22)와 (23)에서 CC 연산을 생략하였으나 

설명하는데는 영향을 주지 않는다.) 따라서, 알고리즘 

4丄1의 LIDM은 LIMS에 비해 그 효율이 우수하다고 

할수있다.

Fig. 8은 3각형과 8각형에 대한 LIDM 모핑의 결과 

를 보여준다. (a)는 위 알고리즘의 6단계 수행으로 얻 

은 일련의 모핑 중간도형들이고, (b)는 5단계에서 얻 

은 실제 방향지도이고, (c)는 (b)에 대한 단위방향벡터 

이다. (b)에서 볼 수 있듯이 , 각 도형의 방향벡터는 그 

룹단위 크기조절 연산에 의해 크기가 조절됨을 볼 수 

있다. 즉, 어떤 제어 도형 쪽으로 가까울수록 그 제어 

도형에서 나온 방향벡터들의 길이가 상대적으로 길어 

진다. 하지만 각 방향벡터의 방향은 변하지 않기 때문 

에 (c)에서처럼 단위방향벡터는 불변이다.

Fig. 9는 卍자와 원모양사이의 LIDM 모핑의 결과 

를 보여준다. (a)는 콘볼루션 병합 결과에 트리밍을 적 

용하지 않은 것이고, (b)는 (a)에 트리밍을 적용한 예

Fig. 8. 간단한 LIDM의 예.

Fig. 9. 병 합방법 에 따른 LIDM 결과의 차이.
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*사용자의 인지나 기하학적인 규칙으로 이러한 현상

을 발견하거나 예측하여, 재인수화를 통해 모핑 속도 

를 조절하여 문제를 해결할 수 있지만, 추가적인 계산 

의 부담이 따른다.

Fig. 10. 다양한 LIDM의 적용 예.

이고, (c)는 최소볼록집합 병합을 사용한 예이다. (b) 
는 콘볼루션 병합의 특성상 접선일치가 중복하여 발 

생하여 복잡한 자기교차 생기고 경계선이 뚱뚱해져서 

제어도형의 특징형상이 일찍 사라져 버리는 현상이 

있다.*  하지만, (c)에서는 두 도형의 특징형상이 전체 

과정에서 잘 유지됨을 보인다. (오목한 특징형상 부위 

의 경계선에는 원모양의 특징이 적용되지 않은 것은 

최소볼록집합 병합의 특성이다.)

Fig. 10은 콘볼루션 병합과 최소볼록집합 병합의 차 

이를 잘 보여준다. (a)에 V모양의 특징형상이 최소볼 

록집합 병합으로 보간된 경우 중간 단면에서 V 포켓 

형상이 잘 유지된다. 하지만, (b) 콘볼루션 병합을 한 

경우 V 특징형상 외에 L 형태의 특징형상이 발생한 

다. (c)에서 눈송이가 육각형으로 바뀌는 경우 최소볼 

록집합 병합을 사용한 경우와 (d)에서 콘볼루션 병합 

을 사용하여 특징형상이 너무 빨리 사라진 경우. (e) 
최소볼록집합을 사용한 경우와 (f) 콘볼루션 병합으로 

중간 도형의 경계선이 지나치게 복잡해진 경우. (g) 최 

소볼록집합 사용으로 선형성이 유지된 경우와 (h) 콘 

볼루션 병합으로 선형성이 성립하지 않는 경우. ① H 
자가 회전한 경우로 이 경우의 회전에 대한 rigid 
body motion으로 가장 최적의 중간도형을 만들 수 있 

겠지만, 병합의 방법으로는 불가능하다. 최소볼록집합 

병합을 수행한 경우 특징간의 간섭이 발생하여 자기 

교차제거에 의해 두개 이상의 도형이 발생할 수 있 

다. 이런 문제는 점 대응 방법의 한계이다. 이러한 문 

제의 해결을 위해서는 특징형상 단위 대응이 고려되 

어야 한다. (j) 콘볼루션 병합에서는 중간도형의 모양 

이 이상해지더라도 이런 현상은 발생하지 않는다.

4.2 방향지도에 의한 베지어 제어

Q+1)개의 제어도형에 대해서 베지어 곡선의 재귀 

적 정의(de Casteljau 알고리즘)와 유사하게 LIDM 알 

고리즘을 일반화할 수 있다.

알고리즘 4.2.1 베지어 LIDM) ("+ 1)개의 제어 

도형 A와 보간 인수 /에 대해서 중간 도형 A(f) 
을 다음과 같은 단계로 계산할 수 있다:

1. 각 제어 도형의 방향지도 계산:

D； = DM(dAt)
2. ，에 초기값 설정

3. 재귀적으로 D(t) = Dg(t) 을 계산:

D将) = (1-”尸⑺眄*洛)

위식에서 £>?*«)  = £>, 이고 r= 1, ... "이고 

7 = 0, (兀-r)이다.

4. 알고리즘 4丄1의 5-8단계를 수행.

위 알고리즘 3단계의 재귀적 수행의 비효율성을 개 

선하기 위해 다음과 같이 명시적인 방법으로 표현할 

수 있다.

알고리즘 4.2.2 (베지어 LIDM의 빠른 계산) 알 

고리즘 4.2.1 의 재귀적 3단계를 다음의 단계로 대 

체하면 빠른 계산이 가능하다.

1. 특정 병합 방법을 사용하여 자기병합:

Di = W^i % m;=(；)

2. 자기 병합한 방향지도를 다시 병합:

D=虬，功

3. 그룹단위 크기조절을 통해 인수화된 방향지도 

를 계산: 5(f) = GS(万, {/(1T广'};=o)

위 알고리즘에서 2단계의 병합된 방향지도는 3단계 

에서 재사용이 가능하다는 점에서 알고리즘 4.2.1 에 

비해 수행성능이 개선되었다고 할 수 있다. 1단계에 

서 자기 병합되는 방향벡터들은 모두 같은 그룹 식별
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자를 갖게 된다. 이 그룹 식별자는 2단계 병합 후에도 

유지가 되며, 이 그룹 식별자 값에 따라 3단계에서 크 

기 조절인수가 결정된다.

정리 3.4.1 이 성립하는 경우에는 선형성을 이용하여 

크기조절 인수에 번슈타인 다항식을 사용할 수 있다. 

이 경우 알고리즘 4.2.2의 첫 번째 단계와 같은 자기 

병합을 하지 않아도 되므로 수행성능이 더욱 향상된다.

알고리즘 4.2.3 (베지어 LIDM의 더 빠른 계산) 

정리 3.4.1 이 성립하는 경우 알고리즘 4.2.1 의 재 

귀적 3단계를 다음의 단계로 대체하면 더 빠른 

계산이 가능하다.

1. 정리 341이 성립하는 병합방법을 사용하여 병 

합: D=
2. 번슈타인 다항식을 이용하여 그룹단위 크기조 

절: D(f) = GS(n{B；="}：=o)
Fig. 12. Fig. 11의 단위 방향지도.

제어도형 및 병합방법의 특성에 따라 알고리즘 

4.2.2과 4.2.3을 선택하여 일련의 모핑 중간도형 생성 

하면 민코프스키 덧셈 기반 방법(LIMS)에 비해 수행 

성능이 우수하다.

Fig. 11은 4개의 제어도형에 대해서 3차 베지어 

LIDM을 적용한 결과이다. 모든 경우에 최소볼록 집 

합 병합을 사용하였다. 따라서 단 한번의 트리 밍 연산 

도 없이 계산할 수 있었다. Fig. 12는 Fig. 11의 각 

도형의 단위방향지도를 보여준다. 단 하나의 병합된 

방향지도를 재사용하여 방향벡터의 크기만 조절하였 

다. 그러므로 모든 단위방향지도는 불변이다. 단, 크기 

조절 인수가 0인 경우의 방향벡터는 표현되지 않는다.

Fig. 11. 베지어 LIDM의 적용 예.

4.3 방향지도에 의한 겹선형 제어

LIDM의 확장으로 겹선형(bilinear) 제어가 가능하 

다. 겹선형 제어는 두 독립인수 s, z에 대해서 다음과 

같이 정의 된다.

0(5,?) = (1-0((1-5)£>0W^i)

Wr((l-5)D2W5D3)
=(l-t)(l-s)Dol±) (l-t)sDj 

U/(1-5)£)2WZ5£>3

=W i = o (%(s, t)D[) = GS(D, { %(s, f)}; = 0, 

£> = Z)0 Z)2 ">3

위 식을 베지어 LIDM과 유사하게 알고리듬에 적용

♦W •••
箏箏畢 ■•••

一 •••

¥¥¥¥4내—
Fig. 13. 겹선형 LIDM의 적용 예.
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Fig. 14. Fig. 13의 단위 방향지도.

할수있다.

Fig. 13은 Fig. 11과 같은 제어도형에 대해서 겹선 

형 제어를 수행한 결과이다. 베지어 제어로는 표현할 

수 없는 도형도 표현이 가능함을 알 수 있다. 겹선형 

LIDM에서도 방향지도를 재사용하기 때문에 Fig. 14 
에서처럼 단위방향지도는 불변이다. 더욱이 Fig. 13은 

Fig. 11의 병합된 방향지도를 재사용할 수 있다. 즉, 

베지어 또는 겹선형 등의 특정 보간 방법에 상관없이 

방향지도 병합에 의한 특징쌍 대응의 결과는 재사용 

될 수 있다.

4.4 방향지도에 의한 블러섬 제어

블러섬(blossom)은 베지어 제어의 일반화된 형태로 

3 + 1)개의 제어점에 대해서 〃개의 독립변수를 이용 

하는 다중선형 (multia伍ne) 제어방법이다的. 이전 연구

A[0,0.8]

A[O,t]=A[t.O]

侦[t,t"A依）

一시 0,0.3]

* A[0.3,0.8]=A[0.8103]

W，O3]

::j

\ * yA[1,t]=A[tt1]

A[1,0.8]

Ao

Fig. 15. 블러섬 LIDM의 적용 예. 

에서 블러섬 제어를 민코프스키 덧셈에 적용 가능함 

을 보였다〔지. 베지어나 겹선형 LIDM처럼 블러섬 

LIDM 제어 방법도 유사하다. (구체적인 방법은 지면 

관계상 생략하기로 한다.) 방향지도의 특성상 블러섬 

LIDM는 블러섬 LIMS보다 계산이 효율적 이다.

Fig. 15는 블러섬 LIDM의 대칭성(symmetry)을 보 

여준다. 더불어, 2차 베지어 LIDM으로는 표현이 불 

가능한 A[0.3, 0.8] 도형 이 가능함을 보여준다.

5.결  론

본 논문에서는 이전 연구에서 제시한 민코프스키 

덧셈 또는 콘볼루션에 기반을 둔 기하도형의 모핑 방 

법을 개선한 방향지도 기반의 기하도형 모핑 방법을 

제시하였다.

일반적으로 모핑 방법은 특징쌍 대응과 특징 보간 

에 의한 중간도형 생성으로 구성되어 있다. 기존의 방 

법에서는 이 두 단계가 섞여 있어서 수행성능에 문제 

가 되었다. 본 논문에서는 계산량이 상대적으로 큰 특 

징쌍 대응 단계를 방향지도 병합으로 계산하였고, 그 

결과를 크기조절 시에 반복적으로 재사용할 수 있도 

록 함으로써 수행성능 문제를 해결하였다.

또한, 민코프스키 덧셈 기반 모핑은 콘볼루션 접선 

일치조건에 의한 점 대응관계 설정으로 인해 중간도 

형이 다소 뚱뚱해지고, 오목한 특징형상이 있는 제어 

도형의 반복적인 덧셈에서 선형성이 보장되지 않는 

단점이 있다. 본 논문에서 제시한 콘볼루션 병합 방법 

은 민코프스키 덧셈에 의한 기존의 방법과 같은 효과 

를 낼 수 있으며 그 계산은 더 효율적이다. 최소볼록 

집합 병합은 중간도형의 특징이 잘 유지되고 선형성 

이 보장되도록 하여 콘볼루션 병합이나 민코프스키 

덧셈 기반 방법의 문제점을 개선할 수 있다. 그 외에 

도, 병합 단계의 방향벡터 정렬 규칙을 사용자가 다양 

하게 명시할 수 있도록 함으로써 사용자 상호작용성 

을 높이고 다양한 모핑 효과를 기대할 수 있다.

추후 연구로 방향지도를 3차원 다면체 및 2차원 곡 

선에 적용할 계획이다. 또한, 점 대응 기반의 특징쌍 

대응을 특징형상 기반으로 확장할 필요가 있다.
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