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In mixed-model production systems, various models of products are produced alternately on the same 
production line. When the total number of models or the total production quantity is large, it takes a long time to 
determine the production sequence of the products. In this paper, we will show that in case of product rate 
variation problem (PRV) problem with nonidentical symmetric convex discrepancy function, an optimum 
sequence can be obtained by repeating an optimum sequence in a reduced subproblem.
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1.  서  론

혼류 생산시스템에서는 생산시스템의 유연성 제고와 재고감

축을 위하여 동일 생산라인 상에서 여러 종류의 제품들을 번

갈아 가며 생산하고 있다. 이 경우 제품생산량 또는 부품소요
량의 변동을 줄이기 위하여 평준화된 생산순서를 작성하는 것

이 중요한 연구과제이다.
Kubiak(1993)은 생산의 평준화 문제를 PRV(Product Rate 

Variation) 문제와 ORV(Output Rate Variation) 문제로 구분하였
다.  PRV 문제는 제품생산량의 변동을 최소화하는 문제이며, 
ORV 문제는 부품소요량의 변동을 최소화하는 문제를 말한다. 

PRV 문제는 Miltenburg(1989)에 의하여 제시되었다. Miltenburg 
(1989)는 PRV 문제를 비선형 정수계획법 문제로 정형화하고 발견
적 해법을 제안하였다. 그 이후에 Miltenburg et al.(1990)은 동적 계
획법 기반의 최적해를 구하는 해법을 제시하였으며, Sumichrast and 
Russell(1990)는 여러 발견적 해법들의 성능을 수치실험을 통하여 
비교하였다. 한편 ORV 문제는 도요타 자동차회사에서 사용한 목
표추적법(Goal Chasing Method)을 Monden (1983)이 정형화하여 
최초로 소개하였다. Miltenburg and Sinnamon(1989), Miltenburg 

and Goldstein(1991)과 Steiner and Yeomans(1996)은 다단계 조립
시스템의 ORV 문제를 다루었다. Bautista et al.(1996)과 Duplaga 
and Bragg(1998)은 ORV 문제의 여러 기법들을 수치실험을 통하
여 비교하였다.  Jin and Wu(2002)는 Monden의 모델을 기회비용
의 개념을 이용하여 개선된 발견적 해법을 제시하였다. Hyun et 
al.(1998)과 Ponnambalam et al.(2003)은 ORV 문제를 다목적 문제
로 정형화하여 유전자 알고리듬을 적용하였다. 또한 Aigbedo 
(2004)는 배치로 부품이 공급되는 JIT 공급사슬에서의 ORV 문
제를 정의하고 발견적 기법을 제시하였다.
일반적으로 생산대상 모델의 수가 많거나 총 생산수량이 

많은 경우에는 최적의 평준화 생산순서를 결정하는 데에 많

은 시간이 소요된다. 최적생산순서를 구하는 데에 소요되는 
시간을 단축하기 위하여 많은 연구가 진행되어 왔는데, 주기
적 생산순서(cyclic sequence) 방식도 그 중 하나이다. 주기적 
생산순서라는 것은 생산대상 모델의 생산량이 양의 정수 m으
로 나누어진다면 각 모델의 생산량의 1/m로 구성된 작은 문제
에 대하여 최적 생산순서를 결정한 후, 이를 m회 반복하여 얻
어지는 생산순서를 말한다. 예를 들어 3가지 제품 A, B, C의 생
산계획량이 각각 2개, 2개, 4개인 경우 A, B, C 생산량의 최대
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공약수가 2가 되고 주기적 순서로 {A, B, C, C}의 4개로 구성
된 생산량에 대하여 최적순서를 구하고 이 순서를 2번 반복하
는 것을 말한다.

“과연 주기적 생산순서는 원문제에 대하여 최적의 생산순서
인가?”하는 문제는 Miltenburg(1989)에 의하여 제기되었고, 
Kubiak(1993)은 이를 미해결문제(open question)라고 분류하였
다. 그 후에 Steiner and Yeomans(1996)은 PRV 문제의 min-max
형 목적함수에 대하여 주기적 생산순서의 최적성을 보였고, 
최근에 Bautista et al.(2000)은 PRV 문제의 특수 경우에 대하여 
주기적 생산순서의 최적성을 보였다. 본 논문에서는 지금까지 
연구를 확장하여 보다 일반적인 PRV 문제에 대하여 주기적 생
산순서가 최적임을 증명하여 보도록 한다.
본 논문의 구성은 다음과 같다. 1장에서 연구의 배경과 의의
에 대하여 서술하고, 2장에서 본 논문에서 다루는 문제를 수리
적으로 정형화한다. 3장에서 이 정형화된 문제에 대하여 주기
적 생산순서의 최적성을 증명하며, 4장에서는 추후 연구과제
에 대하여 제시한다.

2.  문제의 정의

기호를 다음과 같이 정의한다.

n: 제품의 종류

di: 제품 i의 생산량, i = 1, 2, …, n

DT = ∑
n

i=1
d i  총 생산량

r i =
d i
D T

,   i = 1, 2, …, n

xi,k:  제품 i의 1, 2, …, k기까지의 누적생산량

α i,k = x i, k-r i․ k 제품 i의 k기에서의 목표생산량과의 

              편차

F i(α i, k):  제품 i의 k기에서의 편차로 인한 손실발생량

가정:

F i
은 비음의 볼록함수 (convex function)이고

F i(0)=0이다.

F i
의 전형적인 예는F i(•)=w i(•)

2 

또는 F i(•)=w i
|•| 등이 있다.

그러면 본 논문에서는 다음과 같은 생산순서 결정문제(PRV)
를 대상으로 한다.

“모든 i = 1, 2, …, n, k = 1, 2, …, DT에 대해

∑
D T

k=1
∑
n

i=1
F i(α i,k ) 를 최소화하는 xi,k을 구한다.” 

여기에서, xi,k는 정의에 의하여 다음을 만족하여야 한다:

∑
n

i=1
x i, k=k, k=1,2,…,D T

0≤x i, k-x i,k-1≤1, i=1,2,…,n

          k=1,2,…,D T

x i,k는비음의정수, i=1,2,…,n, k=1,2,…,D T

Bautista et al.(2000)는 모든F i
가 동일한 모양 (F)의 강볼록

함수(strictly convex function)인 경우에 주기적 생산순서로 최적 
생산순서를 구할 수 있음을 보였다. Steiner and Yeomans (1996)
은 PRV 문제의 min-max형 목적함수인 min maxi,k { |α i, k|}에 

대하여 주기적 생산순서의 최적성을 보였는데, Bautista et al.은 
그들의 모델이 Steiner and Yeomans의 모델을 확장한 것임을 보
였다. 본 논문에서는 Bautista et al.보다도 더 일반적인 경우, 다
시 말해, F i

가 상이한 모양인 경우에 주기적 생산순서로 최적 

생산순서를 구할 수 있음을 보이도록 하겠다. 제품 간의 판매금
액 또는 주요자원의 사용량 등에 차이가 나는 경우F i

를 모두 

동일한 모양으로 가정하는 것보다는 가중치에 차등을 주어 제

품 간에 상이한 모양의F i
를 인정하는 것이 더 현실적일 수 있

다(Monden, 1983). 그런데 Bautista et al.(2000)의 증명은 모든 

F i
가 동일하지 않은 경우에는 성립되지 않아, 본 논문에서 다

루고자 하는 문제에는 새로운 접근법이 필요하다.

3.  주기적 생산순서의 최적성

본 장에서는 F i
가 상이한 모양인 경우에 주기적 생산순서로 

최적 생산순서를 구할 수 있음을 보이도록 하겠다. Kubiak and 
Sethi(1991)는 다음과 같이 제품의 생산순서 결정문제가 할당
문제(assignment problem)로 변환될 수 있음을 보였다.

Z i, j를 제품 i의 j번째 단위(copy)의 이상적인 생산시점이라

고 하면 Z i, j=⌈R i, j⌉이다. 이 때에 R i, j
는 다음 등식을 

만족시키는 유일해를 말한다. 여기에서 ⌈y⌉는 y보다 크지 
않은 최대의 정수를 의미한다.

F i( j-R i, j∙r i)=F i ( j-1-R i, j∙r i).
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C i, j,k
를 제품 i의 j번째 단위를 k기에 생산할 때의 비용이

라고 하면 C i, j,k
은 다음과 같이 구한다. 

C i, j, k=

ꀊ

ꀖ

ꀈ

︳︳

︳︳

∑
Z i, j-1

l= k
Ψ i, j, l if k <Z i, j

0 if k= Z i, j

∑
k- 1

l= Z i, j
Ψ i, j, l if k > Z i, j

여기에서 

Ψ i, j, l= |F i( j- lr i)-F i ( j-1- lr i)|.

x i, j, k를 다음과 같이 정의하자. 

x i, j, k= { 1
제품i의 j번째 단위를 k기에 생산하면

0 아니면
그러면 제품의 생산순서 결정문제와 동등한 할당문제는 다

음과 같다(Kubiak and Sethi(1991)).

Minimize ∑
D r

k=1
∑
( i, j )
C i, j, k x i, j, k

s.t.

∑
( i, j)
x i, j, k=1, k=1,2,...,D T

∑
D r

k=1
x i, j, k=1, i=1,...,n, j=1,...d i

x i, j, k=0,1

앞으로 이 문제를 (문제 P)라고 표기하도록 하자.

그러면 이후F i
가 대칭인 경우에 주기적 순서에 최적해가 

존재한다는 것을 보이도록 하겠다. (그러나 F i
가 비대칭인 

경우에는 주기적 순서 중에 최적해가 전혀 존재하지 않을 수

도 있음을 반증례를 통하여 보이도록 하겠다.)  

가정:

F i
은 비음의 대칭형 (symmetric) 볼록함수이고 F i(0)= 0이다.

본 연구에서는 F i
가 위와 같은 가정을 따를 때에 (C i, j, k)

가 특별한 성질이 있음을 살펴보고 이러한 성질들을 이용하여 

주기적 순서의 최적성을 보이도록 할 것이다.

Kubiak and Sethi(1991)는 R i, j
과 Z i, j의 값이 다음과 같음

을 보였다.

성질 1:

R i, j= ( j- 1
2 )

1
r i
, Z i, j=⌈ ( j- 1

2 )
1
r i ⌉.

그러면 우선Ψ 의 성질에 대하여 알아보자.

성질 2:
i, j가 고정되어 있을 때에

k <Z i, j인경우 Ψ i, j,k-1≥Ψ i, j,k

k≥Z i, j인경우 Ψ i, j,k≤Ψ i, j,k+1.

증명)
정의에 의하여.

Ψ i, j,k= |F i( j-kr i)-F i ( j-1-kr i)|.

우선 k≥Z i, j인 경우를 살펴보자. 이 경우 

Ψ i, j,k=F i ( j-1-kr i)-F i ( j-kr i)이다.

그러면

Ψ i, j, k+1-Ψ i, j,k

=F i ( j-1-(k+1)r i)-F i ( j-(k+1)r i)

    -F i ( j-1-kr i)+F i ( j-kr i)

그런데 F i
가 볼록함수라는 가정에 의하여 

(1- r i)∙F i( j-1-(k+1)r i)

+r i∙F i( j-(k+1)r i)≥F i( (1-r i)( j-1-(k+1)r i)

+ r i ( j-(k+1)r i))

=F i ( j-1-(k+1)r i).

따라서

F i( j-1-(k+1)r i)-F i ( j-(k+1)r i) 

≥
F i( j-1-kr i)-F i ( j-(k+1)r i)

1-r i
이 성립한다.

마찬가지로 

F i( j-1-kr i)-F i ( j-(k+1)r i)

1- r i
 

≥F i( j-1-kr i)-F i ( j-kr i)

임을 보일 수 있다.

따라서

F i( j-1-(k+1)r i)-F i ( j-(k+1)r i) 

-F i ( j-1-kr i)+F i ( j-kr i)≥0.

⇒ (문제 P)
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결국 Ψ i, j,k+1-Ψ i, j,k≥0이다.

K<Z i, j
인 경우도 마찬가지로 증명할 수 있다.

성질 2는 이상적 투입시점을 벗어나서 투입될수록 손실이 
큼을 의미한다.

성질 3:
i, j가 고정되어 있을 때에 모든 l=0, 1, …에 대하여

Ψ i, j,Z i, j-l-2≥Ψ i, j,Z i, j+l
.

증명)

j-1- {Z i, j- l-2}r i< j- {Z i, j- l-2}r i

<0< j-1- {Z i, j+ l}r i < j- {Z i, j+ l}r i

F i
가 F i(0)= 0인 비음의 볼록함수임과 Ψ의 정의에 의

하여,

Ψ i, j,Z i, j- l-2=F i ( j-{Z i, j- l-2}r i).

   -F i ( j-1-{Z i, j- l-2}r i), 

Ψ i, j,Z i, j+ l=-F i ( j-{Z i, j+ l}r i)

                       +F i ( j-1-{Z i, j+ l}r i).

그런데

+{ j-{Z i, j- l-2}r i}+{ j-1-{Z i, j+ l}r i} 

=2j-1-2 (Z i, j-1)r i

=2 { ( j- 1
2 )-(Z i, j-1)r i} > 0이므로

-{ j-{Z i, j- l-2}r i} < j-1- {Z i, j+ l}r i이다.

F i
가 F i(0)= 0인 비음의 대칭형 볼록함수이므로, 결국 

모든 l=0, 1, …에 대하여

Ψ i, j,Z i, j-l-2
≥Ψ i, j,Z i, j+l

.

성질 4:
  i, j가 고정되어 있을 때에 (C i, j,k)는

C i, j,k-1≥C i, j, k if k <Z i, j ,

C i, j,k≤C i, j,k+1 if k≥Z i, j .

증명)

(C i, j,k)의 정의로부터 다음을 알 수 있다.

C i, j, k= {
C i, j, k+1+Ψ i, j,k if k <Z i, j

0

C i, j,k-1+Ψ i, j, k-1

if k= Z i, j

if k >Z i, j

따라서

    C i, j,k-C i, j, k+1=Ψ i, j, k if k <Z i, j ,

C i, j,k=0 if k= Z i, j ,

C i, j, k-C i, j,k-1=Ψ i, j, k-1 if k >Z i, j .

그런데 성질 2에 의하여

Ψ i, j,k-1≥ Ψ i, j,k if k <Z i, j ,

Ψ i, j,k≤ Ψ i, j,k+1 if k≥Z i, j .

따라서

C i, j, k-1≥C i, j, k if k < Z i, j ,

C i, j,k≤C i, j, k+1 if k≥Z i, j .

성질 4는 이상적 투입시점을 벗어나서 투입될수록 할당비
용이 더 커짐을 의미한다.

성질 5:  
i, j가 고정되어 있을 때에 모든 q = 1, 2, …와 k = 1, 2, …에 대하여,

C i, j,Z i, j-q-k≥C i, j,Z i, j+q ,

C i, j,Z i, j-q≤C i, j,Z i, j+q+k .

증명)
정의에 의하여 

   C i, j,Z i, j-q-k= ∑
q+ k

l=1
Ψ i, j,Z i, j- l ,

   C i, j,Z i, j+q= ∑
q- 1

l=0
Ψ i, j,Z i, j+1.

그런데

C i, j,Z i, j-q-k= ∑
q+ k

l=1
Ψ i, j,Z i, j- l ≥ ∑

q+ 1

l=1
Ψ i, j,Z i, j-l

 

               ≥ ∑
q- 1

l=0
Ψ i, j,Z i, j-l-2≥ ∑

q- 1

l=0
Ψ i, j,Z i, j+ l

          =C i, j,Z i, j+q .

앞에서 첫 번째 부등식은Ψ i, j,Z i, j-l≥0이라는 성질에 의하

여, 두 번째 부등식은 성질 2에 의하여, 세 번째 부등식은 성
질 2와 3에 의하여 성립한다.
나머지 경우도 마찬가지로 증명할 수 있다.

우선 모든 di, i=1, 2,…, n가 짝수인 경우를 생각하여 보자. 이
를 위하여 먼저 제품 i와 관련된 C i, j,k

의 속성에 살펴보도록 
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k
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

j

i=A
0.3 0.1 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 6.4 8.1 10 12.1 14.4 16.9 19.6 22.5 25.6 28.91
1.3 1.1 0.9 0.7 0.5 0.3 0.1 0.1 0.3 0.5 0.9 1.6 2.5 3.6 4.9 6.4 8.1 10 12.1 14.42
2.3 2.1 1.9 1.7 1.5 1.3 1.1 0.9 0.7 0.5 0.4 0.1 0 0.1 0.4 0.9 1.6 2.5 3.6 4.93
3.3 3.1 2.9 2.7 2.5 2.3 2.1 1.9 1.7 1.5 4.9 3.6 2.5 1.6 0.9 0.4 0.1 0 0.1 0.44

j

i=B
0.2 0.6 1.4 2.2 3 3.8 4.6 5.4 6.2 7 7.8 8.6 9.4 10.2 11 11.8 12.6 13.4 14.2 151
2.2 1.4 0.6 0.2 1 1.8 2.6 3.4 4.2 5 5.8 6.6 7.4 8.2 9 9.8 10.6 11.4 12.2 132
4.2 3.4 2.6 1.8 1 0.2 0.6 1.4 2.2 3 3.8 4.6 5.4 6.2 7 7.8 8.6 9.4 10.2 113
6.2 5.4 4.6 3.8 3 2.2 1.4 0.6 0.2 1 1.8 2.6 3.4 4.2 5 5.8 6.6 7.4 8.2 94
8.2 7.4 6.6 5.8 5 4.2 3.4 2.6 1.8 1 0.2 0.6 1.4 2.2 3 3.8 4.6 5.4 6.2 75

6 10.2 9.4 8.6 7.8 7 6.2 5.4 4.6 3.8 3 2.2 1.4 0.6 0.2 1 1.8 2.6 3.4 4.2 5
7 12.2 11.4 10.6 9.8 9 8.2 7.4 6.6 5.8 5 4.2 3.4 2.6 1.8 1 0.2 0.6 1.4 2.2 3
8 14.2 13.4 12.6 11.8 11 10.2 9.4 8.6 7.8 7 6.2 5.4 4.6 3.8 3 2.2 1.4 0.6 0.2 1

j

i=C
0.2 0.6 1.4 2.2 3 3.8 4.6 5.4 6.2 7 7.8 8.6 9.4 10.2 11 11.8 12.6 13.4 14.2 151
2.2 1.4 0.6 0.2 1 1.8 2.6 3.4 4.2 5 5.8 6.6 7.4 8.2 9 9.8 10.6 11.4 12.2 132
4.2 3.4 2.6 1.8 1 0.2 0.6 1.4 2.2 3 3.8 4.6 5.4 6.2 7 7.8 8.6 9.4 10.2 113
6.2 5.4 4.6 3.8 3 2.2 1.4 0.6 0.2 1 1.8 2.6 3.4 4.2 5 5.8 6.6 7.4 8.2 94
8.2 7.4 6.6 5.8 5 4.2 3.4 2.6 1.8 1 0.2 0.6 1.4 2.2 3 3.8 4.6 5.4 6.2 75

6 10.2 9.4 8.6 7.8 7 6.2 5.4 4.6 3.8 3 2.2 1.4 0.6 0.2 1 1.8 2.6 3.4 4.2 5
7 12.2 11.4 10.6 9.8 9 8.2 7.4 6.6 5.8 5 4.2 3.4 2.6 1.8 1 0.2 0.6 1.4 2.2 3
8 14.2 13.4 12.6 11.8 11 10.2 9.4 8.6 7.8 7 6.2 5.4 4.6 3.8 3 2.2 1.4 0.6 0.2 1

한다. 고정된 i에 대하여, 행렬 (C i, j, k)의 영역을 <Figure1>과 

같이 4부분으로 나눌 수 있다.

Ι i= { ( j,k)| 1≤j≤
d i
2
, 1≤k≤

D T

2  }

  Π i= { ( j,k)| 1≤j≤
d i
2
,
D T

2
< k≤D T}

ΙΙΙ i= { ( j,k)|
d i
2
< j≤d i, 1≤k≤

D T

2  }

   ΙV i= { ( j,k)|
d i
2
< j ≤d i,

D T

2
< k≤D T}

   기
단위

1 2 DT/2
DT/2
 +1

DT/2
 +2

DT

1
2

di/2
di/2+1
di/2+2

di

Figure 1.  Assignment cost matrix of product i

(제품 i의 할당비용 행렬).

예를 들어 설명해 보자. 세 종류의 제품 A, B, C의 생산량이 
다음과 같다.

d A=4, d B=8, d C=8.

즉, D T=d A+d B+d C=20. 

그리고 

F A(y)=
1
2
y
2
, F B(y)= y

2
, F C(y)= y

2라고 하자.

그러면 

A1 A2 A3 A4
Ri,j 2.5 7.5 12.5 17.5
Zi,j 3 8 13 18

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8
Ri,j 1.25 3.75 6.25 8.75 11.25 13.75 16.25 18.75
Zi,j 2 4 7 9 12 14 17 19

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8
Ri,j 1.25 3.75 6.25 8.75 11.25 13.75 16.25 18.75
Zi,j 2 4 7 9 12 14 17 19

<Figure 2>와 <Figure 3>에 이 경우의 (Ψ i, j,k)와 (C i, j, k)

를 각각 구하여 나타내었다. 

<Figure 3>의 예에서 보면 i = A의 경우 j = 4인 행은 j = 1인 행
을 반대로 늘어놓은 것과 동일하다. 일반적으로 행렬 (C i, j, k) 

에는 다음과 같은 대칭성이 있다.

Ii IIi

ΙΙΙ i ΙV i

Figure 2.  An example of cost matrix (Ψ i, j, k) (비용 행렬 (Ψ i, j,k)의 예)
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k
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

j

i=A
1 0.4 0.1 0 0.1 0.4 0.9 1.6 2.5 3.6 4.9 6.4 8.1 10 12.1 14.4 16.9 19.6 22.5 25.6 28.9
2 4.9 3.6 2.5 1.6 0.9 0.4 0.1 0 0.1 0.4 0.9 1.6 2.5 3.6 4.9 6.4 8.1 10 12.1 14.4
3 14.4 12.1 10 8.1 6.4 4.9 3.6 2.5 1.6 0.9 0.4 0.1 0 0.1 0.4 0.9 1.6 2.5 3.6 4.9
4 28.9 25.6 22.5 19.6 16.9 14.4 12.1 10 8.1 6.4 4.9 3.6 2.5 1.6 0.9 0.4 0.1 0 0.1 0.4

j

i=B
1 0.2 0 0.6 2 4.2 7.2 11 15.6 21 27.2 34.2 42 50.6 60 70.2 81.2 93 105.6 119 133.2
2 4.2 2 0.6 0 0.2 1.2 3 5.6 9 13.2 18.2 24 30.6 38 46.2 55.2 65 75.6 87 99.2
3 13.2 9 5.6 3 1.2 0.2 0 0.6 2 4.2 7.2 11 15.6 21 27.2 34.2 42 50.6 60 70.2
4 27.2 21 15.6 11 7.2 4.2 2 0.6 0 0.2 1.2 3 5.6 9 13.2 18.2 24 30.6 38 46.2
5 46.2 38 30.6 24 18.2 13.2 9 5.6 3 1.2 0.2 0 0.6 2 4.2 7.2 11 15.6 21 27.2
6 70.2 60 50.6 42 34.2 27.2 21 15.6 11 7.2 4.2 2 0.6 0 0.2 1.2 3 5.6 9 13.2
7 99.2 87 75.6 65 55.2 46.2 38 30.6 24 18.2 13.2 9 5.6 3 1.2 0.2 0 0.6 2 4.2
8 133.2 119 105.6 93 81.2 70.2 60 50.6 42 34.2 27.2 21 15.6 11 7.2 4.2 2 0.6 0 0.2

j

i=C
1 0.2 0 0.6 2 4.2 7.2 11 15.6 21 27.2 34.2 42 50.6 60 70.2 81.2 93 105.6 119 133.2
2 4.2 2 0.6 0 0.2 1.2 3 5.6 9 13.2 18.2 24 30.6 38 46.2 55.2 65 75.6 87 99.2
3 13.2 9 5.6 3 1.2 0.2 0 0.6 2 4.2 7.2 11 15.6 21 27.2 34.2 42 50.6 60 70.2
4 27.2 21 15.6 11 7.2 4.2 2 0.6 0 0.2 1.2 3 5.6 9 13.2 18.2 24 30.6 38 46.2
5 46.2 38 30.6 24 18.2 13.2 9 5.6 3 1.2 0.2 0 0.6 2 4.2 7.2 11 15.6 21 27.2
6 70.2 60 50.6 42 34.2 27.2 21 15.6 11 7.2 4.2 2 0.6 0 0.2 1.2 3 5.6 9 13.2
7 99.2 87 75.6 65 55.2 46.2 38 30.6 24 18.2 13.2 9 5.6 3 1.2 0.2 0 0.6 2 4.2
8 133.2 119 105.6 93 81.2 70.2 60 50.6 42 34.2 27.2 21 15.6 11 7.2 4.2 2 0.6 0 0.2

성질 6:
모든

i=1,2,... ,n , j= 1,2,...,d i , k=1,2,...,D T
 

에 대하여C i, j, k=C i,d i+1- j , D T+1-k .

증명)

C i, j, k={
∑
Z i, j-1

l= k
Ψ i, j, l if k < Z i, j

0 if k= Z ij

∑
k- 1

l= Z i, j
Ψ i, j, l if k >Z i, j

그런데

Z i,d i+1-j=⌈ (d i+1-j- 1
2 )

1
r i ⌉

=⌈D T-( j- 1
2 )

1
r i ⌉=D T+⌈-( j- 1

2 )
1
r i

=

ꀊ

ꀖ

ꀈ

︳︳︳

︳︳︳

D T+1-⌈ ( j- 1
2 )

1
r i ⌉=D T+1-Z i, j ,

( j- 1
2 )

1
r i

가 정수가 아닌 경우,
D T-⌈ ( j- 1

2 )
1
r i ⌉=D T-Z i, j ,

( j- 1
2 )

1
r i

가 정수인 경우.

우선 k<Z i, j
인 경우에 대하여 살펴보자. 이 경우, 정의에 의

하여 C i, j,k= ∑
Z i, j-1

l= k
Ψ i, j, l

이다.  

그런데 k<Z i, j
이면D T+1-k>Z i,d i+1- j이다. 따라서 

정의에 의하여

C i, d i+1- j,D T+1-k
= ∑

D r-k

l= Z i, d i+1- j

Ψ i, d i+1- j, l

                            = ∑
D r-k-Z i, d i+1- j

p=0
Ψ i, d i+1- j,Z i, d i+1- j+p

이다.

1) ( j- 1
2 )

1
r i
가 정수가 아닌 경우를 보자. 

     이 경우, Z i,d i+1-j=D T+1-Z i, j이다.

그런데 

Ψ i,d i+1-j,Z i,d i+1- j+p
= Ψ i,d i+1- j,D T+1-Z i, j+p

= |F i (d i+1-j-{D T+1-Z i, j+p}r i)

   -F i (d i-j-{D T+1-Z i, j+p}r i)|

= |F i (1- j-{+1-Z i, j+p}r i)

    -F i (- j-{+1-Z i, j+p}r i)|

= |F i ( j-{Z i, j-1-p}r i)

정의에 의하여

Figure 3.  An example of assignment cost matrix (C i, j, k)  (할당비용 행렬 (C i, j, k)의 예).
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    -F i ( j-1-{Z i, j-1-p}r i)|

=Ψ i, j,Z i, j-1-p
.

결국 

C i,d i+1-j,D T+1-k= ∑
D T-k-Z i,d i+1- j

p=0
Ψ i,d i+1- j,Z i,d i+1- j+p

                                   = ∑
DT-k-Z i,di+1- j

p=0
Ψ i, j,Z i, j-1-p

                                   = ∑
Z i, j-1

q= k
Ψ i, j,q

                                =C i, j,k

2) ( j- 1
2 )

1
r i
가 정수인 경우를 보자. 

     이 Z i,d i+1-j=D T-Z i, j 경우이다. 또한 이 경우에는 

Ψ와 F의 정의로부터 Ψ i, j,Z i, j=0임을 알 수 있다. 

     그리고 

Ψ i,d i+1- j,Z i,d i+1- j+p
= Ψ i,d i+1- j,D T-Z i, j+p

= |F i (d i+1- j-{D T-Z i, j+p}r i)

    -F i (d i-j-{D T-Z i, j+p}r i)|

= |F i (1- j-{-Z i, j+p}r i)

   -F i (- j-{-Z i, j+p}r i)|

= |F i ( j-{Z i, j-p}r i)-F i ( j-1-{Z i, j-p}r i)|

=Ψ i, j,Z i, j-p.

결국 

C i,d i+1-j,D T+1-k= ∑
D T-k-Z i,d i+1- j

p=0
Ψ i,d i+1- j,Z i,d i+1- j+p

                                   = ∑
D T-k-Z i,d i+1- j

p=0
Ψ i, j,Z i, j-p

                                   = ∑
Z i, j

q=k
Ψ i, j,q

                                   =C i, j,k .

k=Z i, j
인 경우와 k>Z i, j

인 경우도 유사한 방식으로 증

명할 수 있다.
또한 성질 6으로부터 다음 대칭성의 성질은 자명함을 알 수 
있다.

성질 7:

1≤j≤
d i
2
와 1≤k≤

D T

2
인 정수 j, k에 대하여

C
i,- j+1+

d i
2
,- k+1+

D T

2

= C
i, j+

d i
2
,k+

D T

2

,

C
i, j+

d i
2
,- k+1+

D T

2

= C
i,- j+1+

d i
2
,k+

D T

2

.

 

성질 7이 의미하는 바는 C i, j,k
에서 (

d i
2
,
D T

2 )를 중심
으로 서로 마주보는 두 칸의 비용값은 같다는 것이다. <Figure 
4>에 성질 7의 대칭성을 도식적으로 나타내었다. <Figure 4>에
서 Ι i와 ΙV i

에 속한 상호 대칭인 두 칸과 Π i
와 ΙΙΙ i에 속한 

상호 대칭인 두 칸은 각각 할당비용값이 같다.

                                                 D T/2

         I i                                                                                  II i
 

d i/2

         III i                                                                             IV i

Figure 4.  Concept of symmetry in (C i, j, k) ( (C i, j, k)의 

대칭성의 개념).

성질 8:

1≤j≤
d i
2
와 1≤k≤

D T

2
인 정수 j, k에 대하여

C
i,- j+1+

d i
2
,- k+1+

D T

2

≤ C
i, j+

d i
2
,-k+1+

D T

2

,

C
i, j+

d i
2
,k+

D T

2

≤ C
i,- j+1+

d i
2
,k+

D T

2

.

증명) 성질 7로부터 

C
i, j+

d i
2
,-k+1+

D T

2

= C
i,- j+1+

d i
2
,k+

D T

2

.

그런데 Z
i,- j+1+

d i
2

≤
D T

2
이므로 성질 5로부터 다음이 

성립한다.

C
i,- j+ 1+

d i
2
,- k+1+

D T

2

≤C
i,- j+ 1+

d i
2
,k+

D T

2

.

따라서 

C
i,- j+1+

d i
2
,-k+1+

D T

2

≤C
i, j+

d i
2
,- k+1+

D T

2

임을 알 수 있다.
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나머지 경우도 마찬가지로 증명할 수 있다. 

참고로 성질 7과 8에서

(- j+1+
d i
2
,-k+1+

D T

2 )∈ I i

( j+
d i
2
,k+

D T

2 )∈ IV i
 이고 , 

( j+
d i
2
,-k+1+

D T

2 )∈ III i ,

(- j+1+
d i
2
,k+

D T

2 )∈ II i이다. 

성질 9:

1≤j≤
d i
2
와 1≤k≤

D T

2
인 정수 j, k에 대하여

C i, j, k=C
i, j+

d i
2
,k+

D T

2

.

증명) 정수 j, k 가 1≤j≤
d i
2
와 1≤k≤

D T

2
라고 하자.

F i
가 대칭형 함수라는 가정과 d i의 정의로부터 

Ψ i, j, k=Ψ
i, j+

d i
2
,k+

D T

2

임을 알 수 있다. 

그리고

Z
i, j+

d i
2

=Z i, j=⌈ ( j- 1
2 )

1
r i ⌉이고

Z
i, j+

d i
2

=Z i, j=⌈ ( j+
d i
2
-
1
2 )

1
r i ⌉

                             =⌈
D T

2
+( j- 1

2 )
1
r i ⌉

                             =
D T

2
+⌈ ( j- 1

2 )
1
r i ⌉

                             =
D T

2
+Z i, j이다.

따라서C 의 정의에 의하여 

C i, j,k=C
i, j+

d i
2
,k+

D T

2

이다.

성질 10:
(문제 P)의 모든 실행 가능해 (x i, j, k)에 대하여

∑
i
∑

( j, k )∈II i
x i, j, k=∑

i
∑

( j, k )∈III i
x i, j, k

증명) 
(문제 P)의 정의로부터

∑
i
∑

( j, k )∈I i
x i, j, k+∑

i
∑

( j, k )∈II i
x i, j, k=

D T

2
이고

∑
i
∑

( j, k )∈I i
x i, j, k+∑

i
∑

( j, k )∈III i
x i, j, k=

D T

2
임을 보일 

수 있다.

따라서

∑
i
∑

( j, k )∈II i
x i, j, k=∑

i
∑

( j, k )∈III i
x i, j, k이다.

정의 (위반정도):

1
2 ∑

n

i= 1( ∑
( j, k )∈II i

x i, j, k+ ∑
( j, k )∈III i

x i, j, k)를 위반정도라
고 부르도록 하자. 

앞으로 주기적 생산순서 중에 (문제 P)의 최적해가 존재함
을 보이도록 하겠다. 우선 모든 di, i = 1, 2, …, n이 짝수인 경우
에 주기적 생산순서 중에서 최적해가 있음을 밝혀보기로 하

자. 이를 위하여 다음의 보조정리를 먼저 보이도록 한다.

보조정리 1:
모든 di, i = 1, 2, …, n 가 짝수인 경우에, (문제 P)의 최적 제품생
산순서 중에는 위반정도가 0인 생산순서가 하나이상 존재한다.

증명)
헝거리 법(Hungarian method)은 할당문제의 최적해를 구하
는 방법 중 하나이다(Papadimitriou and Steiglitz, 1982). 헝거
리 법에 의하여 (문제 P)의 최적해를 구하여 보자.

단계 1: 각 열에 대하여 기회비용표를 작성한다.
             (기회비용 = 각 칸의 비용과 그 열의 가장 작은 비용   
              과의 차이)
단계 2: 기회비용의 값이 0인 칸을 모두 지울 수 있는 직선의  

                 최소 개수와 열의 개수 (=D T)를 비교하여 그 수   

                    가 같으면 단계4로 간다.
단계 3: 직선의 개수가 열의 개수 (=D T)보다 작으면 기    

                  회비용표를 수정한다. 직선으로 지워지지 않은 칸    
                    들의 값 중 최소값을 찾아 직선이 통과하지 않는 칸  
                    에는 그 값을 빼주고, 직선의 교차점에는 그 값을 
더                     해준 다음 단계 2로 돌아간다. 

단계 4: 최적할당을 다음과 같이 한다. 하나의 0을 포함하는  
                  행(열)이 있으면 그 칸에 우선적으로 배정하고, 나머  
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                  지 행(열)에 대해서는 두 칸이 동시에 배정되지 않도  
                  록 할당한다.

단계 1에서 각 열의 최소값을 갖는 칸은 성질 8에 의하여 

I i와 IV i
 에 위치한다. 또한 성질 7에 의하여

(- j+1+
d i
2
,-k+1+

D T

2 )∈ I i 이 

-k+1+
D T

2
의 열에서 최소값을 갖는 칸이라면 

( j+
d i
2
,k+

D T

2 )∈ IV i
도 k+

D T

2
의 열에서 최소

값을 갖는 칸이다.  그리고 단계 2에서 기회비용의 값이 0인 
칸을 지우는 직선을 선택할 때에 성질 7의 대칭성의 성질을 

이용하여 만약- j+1+
d i
2
의 행을 선택하면 j+

d i
2
의 

행도 선택하고,-k+1+
D T

2
의 열을 선택하면

k+
D T

2
의 열도 선택한다. 그러면 단계 3에서 선택되는 

최소값을 갖는 칸은 성질 7과 성질 8에 의하여 I i와 IV i
에 

위치할 수밖에 없다. 결국 단계 4에서 최적할당을 할 시점에
서 0의 값을 갖는 칸은 I i와 IV i

에만 위치하게 된다. 따라

서 이렇게 결정된 최적해에서는 모든 (j,k) ∈II i∪III i에 

대하여 x i, j, k=0이다. 

정리 1: 
모든 di, i = 1, 2, …, n 가 짝수라고 하자. 
제품 i의 생산량 di, i = 1, 2, …, n에 대한 1, 2, …, DT기 동안의 

최적 제품생산순서는 제품 i의 생산량 d i
2
에 대한 1, 2, …, 

D T

2
기 동안의 최적 제품생산순서를 두 번 반복함으로써 

구할 수 있다.

증명)  
보조정리 1에 의하여 (1, 2, …, DT) 기간의 최적 생산순서 중
에는 위반정도가 0인 것이 있다. 이러한 최적 생산순서의 경우 
목적함수 값은

∑
n

i= 1
∑

( j, k )∈I i
C i, j, k x i, j, k+ ∑

n

i= 1
∑

( j, k )∈IV i

C i, j, k x i, j, k이다. 

그리고 이러한 최적 생산순서의 경우

∑
n

i=1
∑

( j, k )∈I i
C i, j, k x i, j, k= ∑

n

i=1
∑

( j, k )∈IV i

C i, j, k x i, j, k.

(만약 

∑
n

i=1
∑

( j, k )∈I i
C i, j,k x i, j, k＜ ∑

n

i=1
∑

( j, k )∈IV i

C i, j, k x i, j, k이

라면 이 최적 생산순서의 (1, 2, …, D T

2
) 기간의 생산순서를 2

번 반복하여 구한 생산순서는 실행 가능하고 또한 성질 9에 의

하여 목적함수값이 2 ∑
n

i=1
∑

( j, k )∈I i
C i, j, k x i, j, k

(＜ ∑
n

i=1
∑

( j, k )∈I i
C i, j, k x i, j, k+ ∑

n

i=1
∑

( j, k )∈IV i

C i, j, k x i, j, k)

이 되어 원래 구한 생산순서가 최적이라는 것과 모순이 된다. 

∑
n

i=1
∑

( j, k )∈I i
C i, j, k x i, j, k＞ ∑

n

i=1
∑

( j, k )∈IV i

C i, j, k x i, j, k인 경

우도 마찬가지이다).

따라서 (1, 2, …, D T

2
)기간의 최적 생산순서를 두 번 반복

하면 (1, 2, …, DT)기간의 최적 생산순서가 된다. 

정리 2: 
모든 di, i = 1, 2, …, n 의 최대공약수가 m이라고 하자. 
제품 i의 생산량 di, i = 1, 2, …, n에 대한 1, 2, …, DT기 동안의 

최적 제품생산순서는 제품 i의 생산량 d i
m

, i = 1, 2,…, n에 대

한 1, 2,…, D T

m
기 동안의 최적 제품생산순서를 m번 반복함

으로써 구할 수 있다. 

증명) 

제품 i의 생산량 ρ
d i
m

, i = 1, 2,…, n에 대한 1, 2,…, ρ
D T

m
  

기 동안의 최적 제품생산순서는 제품i의 생산량 d i
m

, i = 1, 2, 

…, n에 대한 1, 2, …, D T

m
 기 동안의 최적 제품생산순서를 ρ

번 반복함으로써 구할 수 있음을 수학적 귀납법을 적용하여 

증명한다. 정리 1에 의하여 이미 ρ=2인 경우를 증명하였다. 

ρ＞2인 경우 이미 위 정리가ρ= 2,3,..., q-1(＜m)까

지 성립한다고 가정하자. 그러면 위 정리가 ρ= q의 경우에
도 성립함을 보이도록 한다. 

II i(q)= { ( j,k)｜1≤j≤(q-1)
d i
m
,

                    (q-1)
D T

m
＜k≤q

D T

m }와

III i(q)= { ( j,k)｜(q-1)
d i
m
< j≤q

d i
m
,

                   1≤k≤(q-1)
D T

m }라고 정의하면 
ρ= q의 경우 ( j,k)∈II i(q)∪III i(q)에 대하여 
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A B C

w pi M 2M ε

w
N
i ε ε ε

x i, j, k = 0인 최적해가 존재함을 헝거리 법을 적용하여 보일 

수 있다. 그러면 성질 9와 비슷하게 

C i, j,k=C
i, j+ρ

d i
m
,k+ρ

D T

m

이 성립하므로, 정리 1에서 적용

한 동일한 논리에 따라, 제품 i의 생산량 q
d i
m

, i = 1, 2, …, n에 대

한  1, 2, …, q
D T

m
 기 동안의 최적 제품생산순서는 제품 i의 생산

량 
d i
m

, i = 1, 2, …, n에 대한 1, 2, …, D T

m
기 동안의 최적 제품생

산순서를 q번 반복함으로써 구할 수 있다.

이로써F i
가 대칭인 볼록함수인 경우에는 주기적 순서 중

에 최적해가 존재함을 보였다. 그러나, F i
가 비대칭인 경우에

는 주기적 순서 중에 최적해가 전혀 존재하지 않을 수도 있다. 
그 반증 예로 다음의 경우를 보도록 한다. 3가지 제품 A, B, C의 
생산계획량이 각각 2개, 2개, 4개이고, F i

이 다음과 같이 정의

되어 있다.

F i=w
p
i (α k, i)

++ w Ni (α k, i)
-  

여기에서 (y) + = max {y,0} , (y) - = max {- y,0}  
M은 큰 수, ε은 비음의 아주 작은 수를 의미한다.

이 경우, (C, C, C, B, A, C, A, B)가 {A, B, C, C}의 어떠한 순서
를 두 번 반복한 주기적 순서보다도 목적함수 값이 작다. 

4.  결  론

본 논문은 혼류 생산시스템에서 제품생산량의 변동을 줄이기 

위한 평준화 생산순서를 작성하는 방법으로서 사용되는 주기

적 생산순서의 최적성에 대하여 알아보았다. 본 연구에서 제
품 i의 목적함수 F i

가 대칭인 볼록함수인 경우에는 주기적 순

서 중에 최적해가 존재함을 보였다. 본 논문 이전의 연구로서 
Bautista et al.(2000)는 모든F i

가 동일한 모양( F)의 강볼록함

수(strictly convex function)인 경우에 주기적 생산순서로 최적 
생산순서를 구할 수 있음을 보였다. 본 논문에서는 Bautista et 
al.보다도 더 일반적인 경우, 다시 말해 F i

가 상이한 모양인 

경우에 주기적 생산순서로 최적 생산순서를 구할 수 있음을 

보였다. 그런데 Bautista et al.(2000)의 증명은 모든 F i
가 동일

하지 않은 경우에는 성립되지 않아, 본 논문에서 다루고자 하
는 문제에는 새로운 접근법이 필요하다. 본 논문에서는 제품 
생산순서 결정문제를 Kubiak and Sethi(1991)의 방식에 따라 할
당문제(assignment problem)로 변환하였고 이 변환된 할당문제
의 비용행렬의 특수한 성질을 새로이 밝혀서 주기적 생산순서

의 최적성을 증명하였다. 또한 본 논문에서는 F i
가 비대칭인 

경우에는 주기적 순서의 최적성을 보장할 수 없음을 반증례를 

통해 보였다.
앞으로의 연구과제는 다음과 같다.

1) F i
가 비대칭인 경우에는 주기적 순서의 최적성이 보장되  

    는 충분조건은 무엇인가에 대한 연구가 필요하겠다. 

2) 본 연구는 PRV 문제의 주기적 순서에 관하여 분석하였는  
     데, ORV 문제의 주기적 순서의 최적성은 아직 미해결문    
     제로 남아 있다. ORV 문제가 PRV 문제보다도 어려운 것   
     은 PRV 문제의 경우 목적함수가 각 제품의 목적함수 기    
     여분 F i

의 합으로 표현되는 소위 분리형 문제 (separable  

     problem)인 데 반하여 ORV 문제는 비분리형 문제이기 때  
     문이다. ORV 문제의 경우에 주기적 순서의 최적성 여부    
     에 대한 연구가 필요하다.

3) 또한 ORV 문제의 경우 과거에 많은 발견적 기법이 제안     
    되었고 현실적 문제의 생산순서 결정 시에 전체 문제를 소  
     규모의 문제로 분해하고 소규모 문제의 생산순서를 구한  
     후에, 이를 반복적으로 적용하는 주기적 생산순서방식을  
     사용하곤 하였다. 그런데 이러한 발견적 기법의 정확도      
   에 대하여 아직 아무런 연구가 진행된 바가 없으니, 이 문     
  제도 연구해 볼 필요가 있다.
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