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Abstract

In this paper, a simple improved 8-node finite element for the finite element analysis of fibrous

composite plates is presented by using the direct modification. We drive explicit expressions of shape

functions for the 8-node element with bilinear element geometry, which is modified so that it can

represent any quadratic fields in Cartesian coordinates. The refined first-order shear deformation theory

is proposed, which results in parabolic through-thickness distribution of the transverse shear strains

and stresses from the formulation based on the third-order shear deformation theory. It eliminates the

need for shear correction factors in the first-order theory. This finite element is further improved by

combined use of assumed strain, modified shape function, and refined first-order theory. To show the

effectiveness of our simple modification on the 8-node finite elements, numerical studies are carried out

the static, buckling and free vibration analysis of fibrous composite plates.

요 지

본 논문에서는 복합적층판의 유한요소해석을 위해 직접수정법으로 간단히 개선된 절점 유한요소를 제안8

하였다 우선 절점 등매개변수 요소와 동일한 조건하에서 이차다항식을 표현할 수 있도록 형상함수를 수정. , 9

하며 이를 외시적 으로 표현하였다 전단보정계수를 갖는 차전단변형이론을 고차전단변형이론에, (explicit) . 1

근거하여 간단히 개선함으로써 두께방향으로 전단응력 및 변형률이 포물선 분포를 가지도록 하였다 더 이상.

의 전단보정계수가 필요하지 않다 따라서 간단한 직접수정법 즉 형상함수의 수정 차전단변형이론의 개선. , , 1

및 가정변형률을 조합함으로써 절점 유한요소의 성능을 개선하였다 제안된 유한요소를 이용하여 복합적층8 .

판의 정적 좌굴 및 자유진동 수치해석을 실시하여 비교검증하였다, .․

Keywords : 8-Node Finite Element, Direct Modification, Refined First-order Theory, Modified Shape

Function, Assumed Strains
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서 론1.

전단변형을 고려하면서 제시된 차전단변형이1 론

은 면내변위는 선형 횡방향 변위는 두께방향으(FSDT) ,

로 일정하다는 가정하에 적절한 전단보정계수를 도입

하였으며 현재 대부분의 유한요소에 폭넓게 적용되고,

있다 그러나 전단응력 및 변형률이 판 쉘의 상하면에. /

서 이 되지 않아 경계조건을 만족할 수 없다 이를0 .

개선하고 차원 탄성해에 보다 근접한 거동을 나타낼3

수 있도록 변위장을 확장식으로 전개한 고차이Taylor

론이 제시되었다.

는 전단응력과 변형률이 판의 상하면에Reddy(1984) ․
서 이 되어야하는 조건을 이용하여 보다 단순화된 고0

차전단변형이론 을 제시하였으며 최근 와(TSDT) , Kant

은 일반화된Swaminathan(2000, 2001, and 2002) Hooke

의 법칙을 이용하여 종방향 수직변형률 응력의 효과와/

종방향 뒤틀림 등을 고려한 차원 고차전단변형이론3

을 제시하였다 또한 천경식등 은 다양한(HSDT) . (2003a)

고차전단변형이론을 이용하여 절점 유한요소를 개발8

하여 각 고차이론에 따른 수치해석결과를 비교분석하․
였다 하지만 고차전단변형이론은 최소한 절점당 개. 7

이상의 자유도를 포함하고 있으므로 보다 많은 계산량

과 시간을 요구한다.

그러므로 고차전단변형이론이 아닌 차전단변형이론1

에 근거한 유한요소등이 꾸준히 개발되다 이들 중. 8

절점 유한요소는 폭넓게 적용되고 있는 유한요소이다.

그러나 평행사변형으로부터 유도된 절점 형상함수에8

의한 단점이 절점 유한요소와 비교되면서 제시되었다9

와 천경식 등 사실 절점(Lee Bathe, 1993; , 2004a). 8

형상함수를 표현하는 등매개변수 다항식은 절점 등매9

개변수 다항식에 비해 완벽하지 못하다.

절점 유한요소의 단점을 극복하고자 과8 MacNeal

는 볼록쌍일차 함수식Harder (1992) (convex bilinear

를 도입하여 형상subparametric shape) 함수를 수정함으

로써 효과적인 거동개선을 보였다 등. Kikuchi (1999)

은 절점의 내부 절점에 대한 형상함수와 선형 구속조9

건 에 의해 남겨진 개(linear constraint condition) 2

의 자유도를 결정함으로써 절점 형상함수를 수정 보8 ,

완하였다 형상함수를 수정하는 대신 와. Donea

은 행렬을 이용하여 대체할 전Lamain(1987) Jacobian

단변형률을 직접적으로 유도함으로써 전단에너지에 대

한 정상적분을 수행하고 요소의 찌그러짐을 보다 잘,

구현할 수 있도록 하였다 그러나 절점 이외에 절점. 4 8

이나 절점은 대체전단변형률 유도방법이 쉽지 않고9

매우 복잡한 식을 이끌어내므로 비효율적이다.

최근에는 추가변형률 과(enhanced assumed strain)

비적합 변위모드 에(incompatible displacement mode)

의해 유한요소의 많은 발전이 이루어졌다 박원태등.

은 추가변형률 유한요소와 직접적분법을 이용(2004b)

하여 곡선패널의 비감쇠 강제진동응답을 규명하였다.

천경식등 은 앞서(2004a) Kikuchi등 이 제안한 수(1999)

정된 형상함수와 접근방법에 근거한 함수EAS Bubble

식으로 변형률을 보강함으로써 개선된 절점 유한요소8

를 제시하였다 또한 천경식등 은 함수. (2004b) Bubble

식을 이용하여 기존의 추가변형률 절점 유한요소의4

성능개선방안을 제시하였다 그러나 요소의 거동을 개.

선하기 위한 추가변형률이나 비적합 변위모드는 요소

내 일정변형률상태에 머물지 않아 방법의 개념Taylor

등 이나 방법 와(Taylor , 1976) CCL (Choi Park, 1999)

을 적용하여야 하는 번거로움이 있다.

따라서 본 연구에서는 추가변형률이나 비적합 변위,

모드를 사용하지 않고 외시적 으로 구한 수(explicit)

정된 절점 형상함수를 직접적으로 가정변형률과 연동8

시키고 의 고차이론으로부터 유도한 개선, Reddy(1984)

된 차전단변형이론 천경식 등 을 적용함으로1 ( , 2003b)

서 간단한 직접수정된 절점 유한요소가 제안되었다8

천경식과 장석윤 개선된 절점 유한요소를( , 2004). 8

이용하여 복합적층판의 정적 좌굴 및 자유진동해석을,

수행하고 그에 따른 결과를 상호비교함으로써 제안된,

요소의 우수성을 입증하고자 한다.

요소의 거동개선2.

개선된 차전단변형이론2.1 1

복합적층판을 해석할 경우 고차전단변형이론을 적용

하면 보다 정확한 거동을 나타내며 전단보정계수를,

필요치 않으나 절점당 많은 자유도를 요구한다 따라, .



서 보다 간단하면서도 적용성이 좋은 차전단변형이론1

의 개선방향을 찾는 것이 우선이라 할 수 있다.

와 는 전단보정계수를 사용하지Rolfes Rohwer(1997)

않고 전단력과 모멘트간의 평형조건에 근거한 전단강

성을 제안하였다 하지만 판의 거동을 원통형 휨모드.

로 가정하였으며 전단강(cylindrical bending mode) ,

성행렬 유도시 면내력은 무시하고 면외력만을 고려하,

여 적용대상모델에 한계가 있다 와. Auricchio

는 차원 평형방정식과 부분혼합된 수식화Sacco(2003) 3

에 근거하여 매우 합리적(partial mixed formulation)

인 결과를 도출하였지만 적용식이 상당히 복잡하고, ,

추후 비선형 해석시 또 다른 추가적인 수식화를 요구

한다.

본 연구에서는 의 고차이론에 근거하여Reddy(1984)

차전단변형이론의 간단하면서도 효율적인 개선방안을1

제시한다 우선 고차전단변형이론의 변위장과 그에. ,

따른 변형률을 나타내면 식 와 같다(1), (2) .
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여기서,

0
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0
,y yvε = ,
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0
,x x xκ φ= , ( )2 2
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,4xz x xh wκ φ= − +

0
,yz y ywε φ= + , ( )0 2

,4yz y yh wκ φ= − + (3)

식 의(2) ε , ε 와 ε 에서 항을 제외한 항

으로도 충분히 면내변형률의 분포경향을 나타낼 수 있

다 즉. , κ , κ 와 κ 을 무시하면 전단변형률을 제

외한 나머지 면내변형률과 휨곡률은 차전단변형이론1

과 동일하다 천경식 등( , 2003b).

2 2( ) (1 4 )z hϖ η = − (4a)

( )( )xz xf w xηγ ϖ η φ= + ∂ ∂ (4b)

( )( )yz yf w yηγ ϖ η φ= + ∂ ∂ (4c)

기존의 차전단변형이론에 의한 전단변형률은1

γ φ , γ φ 이다 여.

기에 앞서 정의된 ϖ함수를 곱해줌으로써 두께방향으
로 포물선 분포를 나타낼 수 있으며 이는 전단응력과,

변형률이 판의 상하면에서 이 되어야하는 경계조건을0․
만족시킨다 즉 전단보정계수는 더 이상 필요하지 않. ,

다 최종적으로 유효전단변형에 의한 에너지와 평균전.

단변형에 의한 에너지와의 비율함수 η를 결정하고,

식 와 같이(4) ϖ와 함께 기존의 전단변형률항에 적
용함으로써 차전단변형이론을 간단히 수정할 수 있1

다.

z,w
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x,u

x

y

hθ

φ
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형상함수의 수정2.2

절점 형상함수는 절점 등매개변수 요소와 동일한8 9

조건하에서 차 변위를 정확히 보간하도록 수정할 수2

있다 즉 요소 중앙점의 변위를 요소 외곽을 이루는. ,

개 절점의 변위에 대한 선형조합으로 구속조건을 설8

정한다.

8

1
i i

i

Nδ δ
=

= ∑
(5a)

(9) (9)
9i i iN N N T= + (5b)

여기서, 는 번째 절점에 대한 절점 형상함9

수이고, 는 구속에 대한 계수를 의미한다 식. (5b)

의 를 기존의 절점 형상함수8 와 계층적 함

수식으로 식 과 같이 표현할 수 있다(6) .

( )(8) (9) (8)
9 (0,0)i i i iN N N T N= + − (6)

구속계수 는 각 절점의 실제 좌표값에 의해 결

정된다 식 은 기존 절점 형상함수. (7) 8 와 절점9

형상함수 의 관계를 나타낸 것이며 식 은 본, (8)

논문에서 적용하고자 하는 수정된 절점 형상함수8

이다 등 천경식 등 천경(Kikuchi , 1999; , 2004a;

식과 장석윤, 2004).

9( , ) ( , ) 1 4 ( , )S
i iM N Nξ η ξ η ξ η= − (7a)

4 4 9( , ) ( , ) 1 2 ( , )S
i iM N Nξ η ξ η ξ η+ += + (7b)

9( , ) ( , ) ( , )
8( )

S i k
i i

i k

D DM M N
D D

ξ η ξ η ξ η−
= +

+ (8)

4 4 9( , ) ( , ) ( , )
4( )

S m i
i i

i k

D DM M N
D D

ξ η ξ η ξ η+ +

−
= +

+

여기서 자연좌표계 에서 각 절, (natural coordinate)

점에 대한 ξ 와 η 는 ξ

와η

이며, 이다. 는 절점 에서의 Jacobian

행렬인 ξ η 의 배와 동일하며 다음과4

같다.

j i m i
i

j i m i

x x x x
D

y y y y
− −

=
− − (9)

(1, 2, 3, 4) (3, 4,1, 2)
( , , , )

(2, 3, 4,1) (4,1, 2, 3)
i j k m any one of ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

과 가 제시한 형상함수와는 달MacNeal Harder(1992)

리 식 에 나타낸 수정된 형상함수는 요소가 찌그러(8)

진 경우 절점 형상함수를 나타내는 기본적인 단항식8

중 ξ η과 ξη 을 정확하게 보간하는 장점을 지닌다.

가정변형률2.3

전단변형률을 수직변위의 미분형태가 아닌 수직변,

위와는 독립적인 보간함수로 전단변형률을 가정한다.

가정된 전단변형률 γ̃ ξζ , γ̃ ηζ은 그림 에 표시한2

보간선택점을 이용하여 보간함수 과 를 이용하

여 보간한다 보간함수. 와 는 참고문헌 천경식(

과 장석윤 에 잘 나타나 있으며 에서, 2004) , Fig. 2

는 보간선택점으로 이다 이때 에서. Fig. 2

표시하였듯이 γ ξζ 와 γ ηζ 는 각각 보간선택점인

와 , 와 에서 평균치를 취하여 적

용한다.

4

, 5 , ,
1

1( , ) ( , ) ( )
2i i RA RB

i

R Rξζ ξζ ξζ ξζγ ξ η γ ξ η γ γ
=

= ⋅ + ⋅ +∑%

4

, 5 , ,
1

1( , ) ( , ) ( )
2i i SA SB

i
S Sηζ ηζ ηζ ηζγ ξ η γ ξ η γ γ

=

= ⋅ + ⋅ +∑%
(10)



변형률은 전단잠김현상과 선택적 감차적분에 의해

발생하는 계급 의 부족 및 그로 인한 가상의 제(rank)

로에너지모드를 제거한다 식 과 같이 보간선택점. (10)

과 그에 따른 가정변형률을 수정하고 앞서 제시한 수,

정된 형상함수인 식 을 가정변형률과 연동시킴으로(8)

써 보다 정확한 거동을 나타낼 수 있다.

결과 분석3.

본 절에서는 간단한 직접수정 방안에 의해 개선된 8

절점 유한요소의 우수성 및 타당성을 규명하고자 다른

연구자들에 의한 해석결과와 비교하였다 적층조건은.

식 에 제시된 직교이방성 성질을 갖는 각(11), (12)

층을 동일한 두께로 설정하고 에 나타낸 바와, Fig. 3

같이 θ θ θ θ 을 아래부터 위로 적층시켰

다 해석모델은 변 단순지지된 적층판이고 정적처. 4 ,

짐 좌굴 및 자유진동을 탄성계수비 폭 두께비 적층, , - ,

수 등의 다양한 조건에 따라 해석을 수행하였다 기본.

적인 요소분할수는 로 설정하였다4×4 .

1 2 12

12 2 13 2 23 2

25 , 0.25
0.5 , 0.2

E E
G E G E G E

ν= =
= = = (11)

1 2 12

12 2 13 2 23 2

, 0.25
0.6 , 0.5

E E variable
G E G E G E

ν= =
= = = (12)

본 연구에서 제안한 직접수정에 의해 개선된 절점8

유한요소는 이라 하고 천경식과 장석윤8-SAP ( , 2004),

그리고 는ELS, TSDT, FSDT, 8QUAD72 8-ANS 정적처짐,

좌굴하중 및 고유진동수를 비교하기 위해 제시된 이

론들이다 는 와. ELS Pagano Hatfield 의 차원(1972) 3

탄성해이며 와 는 각각 차전단변형이론과, FSDT TS- DT 1

의 고차이론을 방법으로 푼 해석해Reddy Navier

이다 유한요소 는 천경(analytical solution) . 8QUAD72

식 등 이 개발한 고차전단변형이론을 갖는 다양(2003a)

한 절점 유한요소중 절점당 개의 자유도를 갖는 요8 9

소이며 는 와 이 행, 8-ANS Donea Lamain(1987) Jacobian

렬을 이용하여 직접적으로 유도한 대체전단변형률을

갖는 절점 유한요소이다 정적 좌굴 및 고유진동수8 . ,

는 무차원화하여 표시하여 식 와 같다(14) .

3 4
2 0Cw w E h a q= (14a)

2 3
2crN N a E h= (14b)

11 2a h Eω ω ρ= (14c)

사인하중 을 받는 적층판의 중(sinusoidal loading)

앙점 점 무차원 처짐을 폭 두께비(C ) - 에 따라 비

교하여 에 나타내었다 식 에 나타낸 직Table 1 . (12) 교

이방성 재료를 으로 적층시켰다(0/90/90/0) . Table

에서 는 로 나누어 표시한 것으로 는1 ( ) ELS , 8-SAP

와 비교하여 정확도가 상당히 개선되었음을 알8-ANS

수 있다 폭 두께비 에서 미만에 머물던 차전단. - 4 90% 1

변형이론을 근거한 와 비교하여 직접수정FSDT, 8-ANS

된 는 이상의 수렴성을 나타내었다8-SAP 90% .

η
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Fig. 는 의 적층판에 표시한 점과 점에4 Fig. 3 A B 서

전단응력 τ 와 τ 의 두께방향분포를 비교하여 나타

낸 것이다 고차전단변형이론에 근거하여 개선한 차. 1

전단변형이론을 갖는 의 전단응력은 의 고8-SAP Reddy

차이론인 와 비교하여 거동이 매우 유사함을 알TSDT

수 있다 는 각 층마다 일정한 응력분포를 보이. 8-ANS

고 있으며 판의 상하면에서 전단응력이 이, 0․ 되지 않

는다 에서 는 전단력과 모멘트의 평형조. Fig. 4 FSDT_3D

건으로 직접적으로 유도한 응력분포이다 평형조건으로.

유도한 응력분포는 해석적인 방법(analytical solution)

으로는 그 적용이 간단하고 이미 에 의해 식Reddy(1997)

에 제시되어 있다 유한요소에서는 응력에. 대한 편미

분으로 인하여 고차의 형상함수가 적용되어야 하는 등의

문제가 있어 적용이 쉽지 않다 이때. 유한차분법 등의

후처리 과정 을 유한요소에 이(post-processor method)

용하면 차원 탄성해와 유사한 분포경향을 보일 수 있3

다 하지만 이와 같은 방법은 말그대로 후처리일뿐 해.

의 정확도를 개선하는 것이 아니다 는 적층수. Table 2
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와 폭 두께비에 따른 무차원 임계좌굴하중을 비교하여-

나타낸 것이다 적용한 재료물성치는 식 이며 탄. (13) ,

성계수비 는 으로 고정한다 요소분할수는40 .

이다 정적처짐의 결과와 마찬가지로 무차원 좌굴8×8 .

하중의 폭 두께비에 따른 분포경향에서 는- 8-ANS FSDT

즉 차전단변형이론에 근접한 반면 는 즉, 1 8-SAP TSDT ,

고차전단변형이론과 유사한 거동을 보임으로써 상당히

개선된 것을 확인할 수 있다.

마지막으로 폭 두께비, - 인 적층판의 탄성

계수비에 따른 무차원 고유진동수를 비교하고자 한다.

적용한 재료물성치는 식 과 같으며 적층조건은(13) ,

이다 요소분할수는 로 설정한다(0/90/90/0) . 8×8 .

에서 보듯이 수정된 형상함수와 전단응력과 전Table 3

단변형률의 분포경향을 간단히 바꿔 개선한 차전단변1

형이론을 갖는 은 동일한 자유도를 갖는 에8-SAP 8-ANS

비해 의 단순화된 고차이론과Reddy(1984) 매우 유사한

거동을 나타내고 있음을 알 수 있다 의 고차. Reddy

이론을 유한요소에 적용하게 되면 절점 개 이상의7

자유도를 요구하는 반면 천경식 등 박원태( , 2003a;

등 본 연구에서 제안한 직접수정법에 의해, 2004a),

절점당 개의 자유도를 가지고도 고차이론과 비교하여5

충분한 수렴성을 보인다.

결 론4.

본 연구에서는 절점 유한요소의 거동개선을 위한8

간단하면서도 직접적인 방법을 제안하였다 절점 등. 9

매개변수 유한요소와 동일한 조건하에서 차 변위를2

정확히 보간하도록 형상함수를 수정하며 판의 상하면, ․
에서 전단변형률과 응력이 경계조건을 만족하도록 차1

전단변형이론을 수정함으로써 전단보정계수를 필요치

않게 되었다.

직접수정된 절점 유한요소 를 이용하여 복합8 (8-SAP)

적층판의 정적 좌굴 및 자유진동 해석을 수행하고 참,

고문헌과 비교하여 우수성을 입증하였다 그 결과 차. 1

전단변형이론으로도 충분히 고차전단변형이론과 유사

한 거동을 보임으로써 해의 정확도가 상당히 개선되었

다 특히 폭 두께비가 작은 경우 즉 판의 두께가 두. - ,

꺼운 경우 정해와 비교하여 미만의 정확도를 갖는90%

와 비교하여 본 연구에서 제시한 는 이8-ANS 8-SAP 90%

상의 정확도를 갖는다 또한 고유진동수와 좌굴하중은.

직접수정법에 의해 충분히 의 고차이론에 의한Reddy

결과와 유사한 거동을 보임으로써 매우 우수함을 알

수 있었다.

추후 본 연구에서 제시한 직접수정법을 비적합변위

모드 또는 추가변형률 요소와 결합함으로써 보다 안정

된 무결점 절점 판요소를 제시할 수 있을 것이다8 .
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