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ABSTRACT

In this study, a nonlinear control by feedback linearization method, one of nonlinear

control schemes based on the nonlinear model, is proposed to suppress the flutter of

a supersonic composite panel using piezoelectric materials. Most of the previous panel

flutter controllers are the LQR(Linear Quadratic Regulator) which is based on the

linear model. A nonlinear feedback linearizing controller proposed in this study

considers the nonlinear characteristics of the system model. We use the actuator

implemented by piezoceramic PZT. Using the principle of virtual displacements and a

finite element discretization with the
1C conforming four-node rectangular element, we

first derive the discretized dynamic equations of motion, which are transformed into a

nonlinear coupled-modal equations of motion of state space form. The effectiveness of

the proposed method is also compared with the LQR based on the linear model

through numerical simulations in the time domain using the Newmark method.

초 록

압전재료를 사용한 복합재료 패널의 플러터 억제 방법으로서 비선형 모델을 기반으로 하

는 비선형 제어기법 중의 하나인 궤환 선형화에 의한 제어방법을 소개하였다. 기존의 패널

플러터 제어기에 대한 대부분의 연구들은 선형모델을 기반으로 설계된 선형2차제어기(LQR:

Linear Quadratic Regulator)였음에 비해, 본 연구에서 제안한 비선형제어기는 시스템이 갖

고 있는 비선형 특성들을 모두 고려해서 설계하였다. 압전 작동기로서는 PZT를 사용하였

다. 가상변위의 원리와 4절점 사각형
1C 요소를 사용하여 이산화된 비선형 운동방정식을 유

도하였으며 제어기 설계를 위해 모달 변환을 통해 상태공간에서의 비선형 연계-모달 방정

식으로 변환하였다. 본 논문에서 제안한 비선형 제어기에 의한 제어 결과와 선형모델을 기

반으로 한 LQR 제어결과를 Newmark 수치적분법을 통해 시간영역에서 비교하였다.

Key Words : Panel flutter(패널 플러터), Feedback linearization(궤환 선형화), Nonlinear

control(비선형제어), Piezoelectric material(압전재료)
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I. 서 론

패널 플러터는 초음속 또는 극초음속 환경 하

에서 어떤 특정의 임계동압 이상에서 스스로 여

기되어 진동하는 공력탄성학적 불안정한 현상으
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로 정의되어진다. 수십 년 동안 패널플러터의 특

성과 제어기법에 대한 많은 연구들이 수행되어져

왔다.

Mei[1] 등은 1999년까지의 비선형 패널플러터

의 해석 및 제어기법의 다양한 접근방식에 대한

폭넓은 정리를 잘 해 주었다. Zhou[2] 등은 유한

요소법과 Runge-Kutta 방법을 사용해 열 하중을

받는 복합재료 패널의 비선형 플러터 해석을 시

간영역에서 수행하였다. Oh[3] 등은 열적으로 좌

굴된 상태의 평판의 변형제어 과정에서 열압전탄

성 스냅-스루가 발생할 수 있음을 수치적으로 뵤

여주었으며, 구[4]는 구조감쇠가 복합적층판의 초

음속 패널 플러터에 미치는 영향에 대한 연구를

수행하였다.

압전재료는 구조물의 진동제어나 음향제어를

위한 센서나 작동기로서 널리 사용되어왔으며,

패널플러터의 제어시스템 분야에서도 이러한 압전

재료는 많이 사용되어 왔다. Scott 와 Weisshaar[5]

는 처음으로 선형 패널플러터의 제어 효과를 얻

기 위해 압전재료의 도입을 시도하였다. Zhou[6]

등은 위의 연구[5]을 비선형 패널 플러터로 확장

하였다. 압전재료를 이용한 패널 플러터의 수동

제어에 대한 연구도 수행되어왔다. Suleman 과

Concalves[7]는 압전재료를 이용하여 선형 패널

플러터의 수동제어에 대한 가능성을 연구하였다.

Moon 과 Kim[8] 은 유한요소법을 사용하여

비선형 패널플러터의 수동제어기법에 대한 연구

를 수행하여 그 결과를 능동제어결과와 비교하였

다. 그들은 수동제어기로서 인덕터와 저항으로

이루어진 션트회로를 사용하였다. 또한 Moon과

Kim[9]은 위의 연구[8]을 확장하여 능동/수동 혼

합제어기를 개발하였다. 직렬로 연결된 인덕터-

저항-전원으로 구성된 제어시스템을 구성하였다.

그러나 패널플러터 제어에 대한 기존의 연구

들은 대부분 선형모델에 근거한 LQR 과 같은

최적제어기설계에 국한되어왔다. 일반적인 구조

물의 진동제어와 마찬가지로, 패널플러터의 제어

문제에서도 주어진 작동기로 플러터를 완전하게

억제할 수 있는 최대 동압 max이 존재한다[1,6].

즉, 이 max 보다 큰 동압에서는 작동기의 포화

(saturation)현상으로 인해 플러터를 완전하게 억

제 할 수 없게 된다. 패널플러터는 비선형 특징

들을 갖고 있는 시스템이기 때문에 비선형 모델

을 기반으로 제어기가 설계되어진다면 시스템이

갖고 있는 비선형 특성들을 모두 고려하기 때문

에 선형 모델을 기초로 하는 기존의 제어기 보다

상대적으로 더 높은 값의 max을 얻을 수 있을

것이라 기대되어진다. 일반적으로 비선형 시스템

은 비선형제어 방법으로 제어하는 것이 성능이

좋으며, 궤환 선형화 기법을 이용한 비선형 제어

에 관한 많은 연구들이 수행되어져왔다[10-12].

본 연구에서는, 시스템의 비선형 특성들을 고

려하여 제어기를 설계함으로써 기존의 선형제어

기에 비해 더 낮은 제어입력을 가지고 더 높은

max을 얻기 위해 궤환 선형화 기법을 토대로

하는 비선형 제어기를 제안하였다. 비선형 제어

기법들 중의 하나로서 널리 사용하고 있는 궤환

선형화 기법은 비선형성을 직접 고려할 수 있는

좋은 제어기법이다. 이전의 선형모델을 기반으로

하는 LQR 제어기와는 달리 비선형 제어기는 비

선형 모델을 있는 그대로 사용한다. 제어 게인값

이 비선형 연계-모달 시스템을 기반으로 계산되

어지므로 억제 가능한 최대 동압 max도 LQR

에 비해 더 큰 값을 얻을 수 있다. 지배방정식은

가상변위의 원리를 이용해 유도하였으며 고전 적

층판 이론과 구조물의 기하학적 비선형성을 고려

하기 위해 von Kármán 의 비선형 판이론을 적

용하였다. 공기력 계산은 피스톤 1차 이론을 바

탕으로 하였다. 유한요소 이산화 과정은 4절점
1C 사각형 요소를 이용해서 수행하였다. 압전작

동기로부터 나오는 전하를 모델링하기 위해
1C

사각형 요소에 전기적 자유도 하나를 추가하였

다. 이산화된 운동방정식은 적당한 모달 좌표계

를 이용해서 비선형 연계-모달 방정식으로 변환

하였으며 그리고 나서 제어기 설계를 위해 상태

방정식의 형태로 변환하였다. Newmark 시간적

분법을 이용해서 초음속 유동장에 놓여있는 복합

재료 패널의 제어효과를 계산하여 그 결과를

LQR 제어효과와 비교하였다.

II. 지배방정식

압전재료가 삽입된 복합재료 패널의 기계-전기

적 반응은 다음과 같은 응력-평형방정식 및

Maxwell 방정식에 의해 결정되어진다.

∇· (1)

∇∙ D = 0 (2)

여기서  는 응력,   는 체적력, 는 밀도,  는

변위, 는 전기밀도를 의미한다.

변분원리에 의해 가상변위  와 가상전기포텐

셜 를 적용하면 위의 식(1)과 식(2)는 다음과

같은 약형(weak form) 으로 다시 쓸 수 있다.
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


∇·  (3)




∇·  (4)  

여기서  와  는 각각 복합재료 패널과 압전

재료를 포함한 전체 체적 및 압전재료만의 체적

을 의미한다.

위의 (4)식에서의 전기 포테셜 는 전기장 벡

터 와 다음과 같은 관계를 갖는다.

 ∇ (5)  
(5)식을 (4)식에 대입하고 발산정리와 부분적분

법을 (3)식과 (4)식에 적용해서 정리하면 다음과

같은 변분형태의 방정식을 얻을 수 있다.



 







 




(6)

  







 (7)  

여기서  는 공기력이 작용하는 패널의 표면 

에서의 표면력을 의미하며 는 압전재료의 표면

에 가해지는 전하를 의미한다.

고전적층판 이론(CLPT, Classical Laminated

Plate Theory)과 진폭이 평판 두께 정도 크기로

제한된 극한사이클 거동을 해석하기 위해서 기하

학적 비선형성이 고려된 von Kármán 의 비선형

변위-변형률 관계식을 사용하여 평면응력 상태에

놓여 있는 압전재료가 삽입된 복합재료 패널의

구성방정식을 유도하였다.

von Kármán 의 비선형 변위-변형률 관계식은

다음과 같이 표현된다.
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


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


 


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


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


(8)

공력가열로 인한 온도변화 △    를 받

고 있는 압전재료가 삽입된 복합재료 패널의 

층에 대한 구성방정식은 적층좌표계    를

사용하여 다음과 같이 표현할 수 있다.

  ∆   (9)  
 ∈  (10)  

여기서 는 탄성강성행렬을 의미하며,  는 열

팽계수를 나타내며, ∊
는 일정한 변형률 상태에

서 압전재료의 유전상수(dielectric constant)를 의

미하며,  는 압전응력계수(piezoelectric stress

coefficient)를 나타낸다. 이 압전응력계수  는 압

전변형률계수 (piezoelectric strain coefficient)

 와   인 관계가 있다.

두께방향으로 분극이 되어 있는 평판형태의

압전세라믹의 경우 xy-평면상에서 횡방향으로는

등방성과 같은 성질을 갖으며, 이와 같은 형태의

압전재료에 대해서는 분극축 방향으로의 전기장

 가 우세하며 xy-평면상에서의  과 는

무시되어진다. 그래서 본 연구에서도 전기 변위는

분극축 방향으로만 검출되어진다고 가정하였다.

평면응력 상태로 가정을 하면 구성방정식 (9)

는 다음과 같이 나타낼 수 있다.
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



















































(11)

여기서  는 변환축약강성행렬 (transformed

reduced stiffness matrix)을 나타낸다. 열팽창계

수와 압전상수는 다음과 같이 표현되어진다.








































cos  sin
sin  cos
cos sin

















































cos  sin
sin  cos
 cos sin











(12)

  

여기서 는 적층각을 의미하며 하첨자 1과 2는

각각 복합재료의 섬유방향과 섬유방향에 수직한

방향을 나타낸다.

III. 공기력 이론

마하수 1.7 이상 그리고 마하수 5 이하의 유동

장에 놓여 있는 패널에 작용하는 공기력은 피스

톤 1차 이론으로 적절하게 표현 할 수 있으며 다

음과 같다[1,2,5,6].
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 ∞
 

∞
 















∞

 

∞
  




∞




 





 (13)

동압 매개변수와 무차원화된 동압 계수와 공력

감쇠계수 그리고 기준진동수(reference frequency)

를 다음과 같이 정의하였다.

 ∞
     

∞
 

 

∞∞
 

  





(14)

여기서 은 복합재료 적층판의 모든 섬유들을

유동방향으로 적층했을 때 굽힙강성행렬의 첫 번

째 행과 열의 값인   의 값으로 정의된다

[2]. 그러면 패널에 작용하는 압력 표현식 (13)은

식 (14)에서 정의한 무차원 계수들을 사용하여

다음과 같이 표현되어진다.

  













  (15)

공기와 평판의 무차원화된 질량비를 다음과

같이 정의한다.



  (16)

∞ ≫ 인 경우에, 식 (14)의 공력감쇠계수는

다음과 같이 근사할 수 있으며, 거의 대부분의

패널 플러터 연구에서는 이러한 근사식을 사용하

여 연구를 수행하고 있다[2].

g a≈ λ
μ
M ∞

(17)

IV. 유한요소이산화

이산화된 유한요소 방정식을 얻기 위해 4절점

사각형   요소를 사용하였으며 각각의 절점에

는 4개의 굽힘 자유도  와 2개

의 면내 자유도   가 존재하며, 압전재료 층

의 경우 한 개의 요소 당 하나의 전기 자유도 

가 존재한다. 즉, 이 전기 포텐셜 는 압전재료

층의 한 요소에서 일정하다고 가정하였으며 각

요소 중심에서 검출되어진다고 가정하였다.

 
  



 
  ⋯



  

(18)

면내변위   및 수직 변위 를 보간하기위

해 Lagrange 선형 보간 함수 와 Hermite 다

항식 을 사용하였다.








       

       




 







          



 


    (19)

식 (8)에서 식 (19)를 운동방정식의 약형 식

(6)과 (7)에 대입하여 정리하고 모든 유한요소에

대해 적분을 수행하면 다음과 같은 전기-기계적

으로 연계된 시스템의 이산화된 유한요소 방정식

이 유도 되어진다.


   ∆      ∆ (20)

 (21)

여기서  과  는 각각 질량행렬 및 공기력에

의한 감쇠 행렬 계수를 의미하며,  는 반대칭

행렬의 특성을 갖는 공기력 유입 행렬을 의미하

며,  는 공력가열로 인해 생겨나는 온도변화

로 인한 기하강성행렬을 의미한다. 이러한  와

 와 같은 강성행렬은 변위와는 무관한 상수

행렬로서 선형행렬이지만  과  는 각각 변위

에 대해 일차와 이차식의 함수를 갖는 비선형 강

성행렬의 특성을 갖는다.  는 전기-탄성 연계

강성 행렬을 의미하며  와  는 각각 패널에

작용하는 열하중과 전기적 전하를 나타낸다.

식 (21)의 를 식 (20)에 대입하면 다음과 같

은 식을 얻게 된다.


∆

 
∆ 

(22)

 

여기서  는 작동기 전압을 나타낸다.

V. 모드 축약과 비선형 모달 방정식

위의 지배방정식 (22)는 제어시스템을 구성하

기에는 자유도가 너무 크므로 효율적인 제어시스

템 구축을 위해서 패널 플러터에 중요한 영향을

미치는 몇 개의 저차 진동 모드를 고려하는 모드

축약 기법을 사용한다[2,6].
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 
 




 



 (23)

여기서  는 모달 변위벡터를 의미하며  는 선

형 자유진동 해석으로부터 얻어지는 고유모드이

다.

길이 방향으로 공기가 흐르고 있는 직사각형

패널에 있어서는 공기 흐름 방향으로의 6개

(m=6)의 저차 모드와 스팬방향으로의 첫번째 모

드를(n=1) 사용하면 비교적 정확한 플러터의 특

성을 모사할 수 있다[2]. 질량에 대하여 정규화된

고유벡터   와 무차원화된 시간

  를 사용하면 패널의 지배 방정식 (22)은

다음과 같은 비선형 모달 방정식으로 표현할 수

있다.

                (24)

여기서 는 단위 전압당 모달 작동력을 나타

내며 나머지 행렬들은 다음과 같다.

     
  ∆  

 
        
∆   ∆      

(25)

식 (24) 의 모달 변위  는 Newmark 법이나

Range-Kutta 법과 같은 수치적분법을 사용해서

구할 수 있으며 본 연구에서는 Newmark 비선형

시분할 적분법[13]을 사용하였다.

VI. 비선형제어법칙

상태공간에서 제어시스템의 설계를 수행하였

다. 상태변수      
∈ × 를 도입하면 2

계 비선형 연계-모달 방정식 (24)는 다음과 같은

1계 상태방정식으로 표현할 수 있다.

      (26)

여기서  ∈ ×는 시스템행렬을 의미하며,

 ∈ ×는 제어입력행렬을 나타내며,  ∈ ×

는 기계하중행렬을 나타낸다.

 



 


 ×  × 

    


 



 × 

 




  




 ×

∆






(27)

식 (24)의 우변을 벡터  라 놓으면 다음과

같은 제어법칙을 적용할 수 있다.

   
   (28)

여기서 상첨자 +는 pseudoinverse를 의미하며


  

  


  그리고    × 

이다.

그러면 식 (26)은 다음과 같이 된다.

 



  × 

∆ 


 ∆









 × 












  ×

 × 


 ∆





(29)

행렬  는 Hurwitz 가 아니므로,  는 식 (27)

의 비선형 항들을 포함시켜 다음과 같이 표현될

수 있다.

  
 

   (30)

여기서  는 나중에 결정되어질 제어 입력이다.

식 (29)는 다음과 같이 표현할 수 있다.

  



 × 












  × 

 × 


 
 ∆ 






(31)

여기서

  



 


 ×   × 

 ×   × 
(32)

마지막으로  는 다음과 같이 선택할 수 있다.

     (33)

여기서      ⋯ ∊  × 
이며

     ⋯  ∊  × 
은 양의 한정행

렬(positive definite matrices)이다. 그러면 식

(31)은 다음과 같이 변형할 수 있다.

 



 × 

 × 


 ∆  (34)

여기서

  



 


 ×   × 

 
(35)

 과   안에 들어가는 설계변수 과
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   ⋯ 들은   ∍ 과   
 

으로 표현할 수 있다.  과   이 양의 한정

행렬(positive definite matrix) 이므로  는

Hurwitz 이다.

  ×  

 이 영이 되면 는 식

(34)으로부터 영의 값으로 점근적 수렴

(asymptotically converge)함을 알 수 있다. 또한

도 영의 값으로 점근적 수렴(asymptotically

converge)하게 된다.

따라서   ×  

 이 영 근처의 값

을 가지게 되면  와  는 더 작아지게 된다.

VII. 수치해석

수치해석을 위해 네 변이 단순지지된 [/

//]으로 적층된 0.3m × 0.3m ×

0.001m의 Graphite/Epoxy 복합재료 평판과 두께

0.0005m를 갖는 PZT를 사용하였다. 복합재료와

압전세라믹의 물성치들을 Table 1에 수록하였다.

공력감쇠계수는 ∞


  로 가정하였으며, 패

널의 온도 분포는  sin 


sin 


 으

로 가정하였다.

Table 1. Material properties of Graphite/ Epoxy
and PZT

Property Gr/Epoxy PZT

Elastic Properties:

11E (GPa) 155 66

22E (GPa) 8.07 66

12G (GPa) 4.55 25.38

12n 0.22 0.31

Piezoeletric :

Strain Coefficient d31 (m/V) -190×10-12

Depolarization Field 5×105

Thermal Expansion Coefficient(10-6/
o
C):

1a -0.07 4

2a 30.1 4

Mass Density (kg/m3) 1550 7800

Fig. 1과 같이 복합재료 평판의 윗면과 아래면

에 대칭으로 압전 PZT를 부착하였으며, 4절점

C 1 사각형 요소를 사용하여 x-방향(바람방향)으

로 10개의 요소와 y-방향으로 6개의 요소를 가지

고 유한요소모델링을 수행하였다. 패널의 앞전

(leading edge)근처에 압전 작동기를 위치시키는

것이 더 효과적이라는 연구 결과[14]에 의해

Fig. 1과 같이 PZT를 부착하였으며 Fig. 1처럼

압전작동기가 부착된 복합재료 평판의 열 좌굴온

도 ΔT cr 는 좌굴해석을 통해 17.5 0C로 계산되

었다.

패널의 최대변위는 x=0.75a and y=0.5b에서

발생하게 되며[2], 본 연구에서도 이 최대변위가

발생하는 위치에서 Newmark 시간 적분법을 이

용해서 변위 계산을 하였다. 비선형 모델을 기반

으로 한 비선형 궤환선형화 제어기의 제어성능

결과를 선형모델을 기반으로 하는 LQR 제어기

의 성능과 비교하였다.

패널 플러터의 경우 동압이 어느 한계보다 커

지게 되면 주어진 작동기의 특성상 제어가 이루

어지지 않는 동압이 존재하게 된다. 본 연구에서

제안한 비선형 제어기의 성능을 알아보기 위해

먼저 열하중이 없는 경우 매우 높은 동압 λ

=1000을 선택하여 해석해보았다. Fig. 2에서처럼

λ=1000에서는 패널은 극한사이클의 특성을 보여

주게 된다. 열하중이 없는 경우 높은 동압에서

극한사이클 거동을 보여주는 해석 결과는 참고문

헌[2]에서도 찾아볼 수 있으며, 변위가 평판두께

의 1~1.5배 정도가 되는 것을 알 수 있다. Fig. 3

은 선형모델을 기반으로 설계된 LQR 에 의한

제어결과를 보여준다. 작동기의 포화(saturation)

현상으로 인해 전혀 제어가 이루어지지 않는 반

면, Fig. 4에서 보는 바와 같이 본 연구에서 제안

한 비선형 궤환선형화 제어기에 의해 어느정도

포화현상이 발생하지만 완전히 제어가 이루어지

는 것을 알 수 있다.

이번에는 비선형 궤환선형화 제어기가 열하중

이 작용하는 환경에서의 성능에 대한 해석을 수

Fig. 1. The shape and the location of PZT
actuator on composite plate

V∞

a=0.3m

b=0.3m
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Fig. 2. Time history of panel motion at
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Fig. 3. Time history of panel motion and control
input with LQR based on the linear model

at 


 and  

0 1 2 3 4 5 6
Nondimensional Time

-3.0
-2.0
-1.0
0.0
1.0
2.0
3.0

w/
h

0 1 2 3 4 5 6
Nondimensional Time

-1.0

0.0

1.0

Co
nt

ro
l v

ol
tag

e (
 V

a )

Fig. 4. Time history of panel motion and control
input with feedback linearization control

at 


 and  

행하였다. 공력가열로 인한 열하중이 구조물에

작용하게 되면 구조물의 강성이 저하되기 때문에

열하중이 없을 경우에 비해 임계동압이 더 떨어

지게 된다. 패널은 높은 온도 하에서 공기력-열

적 후좌굴(post bucklimg) 현상이 발생하게 되며
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Fig. 5. Time history of panel motion at




 and  
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Fig. 6. Time history of panel motion and control
input with LQR based on the linear model

at 
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Fig. 7. Time history of panel motion and control
input with feedback linearization control

at 


 and   

이로 인해 정적 변위의 처짐량이 커지게 된다.

하지만 압전작동기는 가해줄 수 있는 전기장 크

기의 한계를 갖고 있기 때문에 이와 같이 정적

변위의 처짐량이 큰 상태에서 플러터를 완전하게

제어하는 것은 쉽지 않다[6].
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


 와  에서 패널은 Fig. 5에서

처럼 극한 사이클의 특성을 갖게 되며 이 경우

Fig. 6 과 Fig. 7에서 보는 바와 같이 선형제어기

와 비선형제어기 모두에서 완전하게 제어가 이루

어지는 것을 알 수 있다. 하지만 Fig. 6에서 보는

바와 같이 선형제어기 LQR 하에서는 작동기의

포화 현상이 발생함으로써 제어 초기시점에 비교

적 커다란 제어에너지가 필요한 반면, 본 연구에

서 제안한 비선형 제어기법에서는 Fig. 7에서와

같이 제어 초기시점에서도 작동기의 포화현상이

일어나지 않음으로서 선형제어기의 경우 보다 더

적은 제어에너지를 가지고서도 플러터를 완전하

게 억제할 수 있음을 알 수 있다.

VIII. 결 론

패널플러터 제어를 위해 궤환 선형화 기법을

이용한 비선형제어기를 유한요소법을 이용해서

설계하였다. 수치해석을 통해 기존의 선형모델을

기반으로 하는 LQR의 성능과 비교해 보았다. 기

존의 LQR로는 비교적 낮은 동압까지만 제어할

수 있었다는 단점을 갖고 있었지만, 본 연구에

서 제안한 비선형 제어기를 사용하면 기존의

LQR로 제어할 수 없었던 동압에서도 제어가 가

능하다는 것을 확인해주었다.
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