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/lBSTRACT
A new quadrilateral mesh generation technique from an existing triangle mesh is proposed in this 

paper. The proposed method is based on advancing front method and zero-thickness layer. Beginning 
with an initial triangular mesh, boundary triangular elements are removed and quadrilateral elements 
with zero thickness are generated. A quality of quadrilateral elements is improved during a mesh 
smoothing process. Until all initial triangular elements are removed, this procedure is repeated. Sample 
meshes are constructed to demonstrate the mesh generation capability of proposed algorithm.
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1.서  론

사각형 요소는 삼각형 요소에 비해 더 정확한 해석 

결과를 얻을 수 있어 곡면 형상 유한 요소 모델링에 

주로 이용된다. 또한 이를 이용하여 육면체 요소망을 

생성시킬 수 있다. 사각형 요소망 생성 기법은 CAD 
데이터를 이용하여 직접 요소망을 생성시키는 것 

(direct method)旧과 삼각형 요소를 배경으로 이용해 

서 생성시키는 것(indirect method)""이 있다. 전术는 

곡면의 경계에 생성된 절점을 2차원으로 투영시킨 후 

평면에서 요소망을 생성시키고, 다시 원래의 곡뜬:으 

로 요소를 변환시키는 것이다. 주요 방법은 외부에서 

내부로 요소망을 생성해 나가는 전진경계기법*1  과 영 

역을 분할하여 오퍼레이터를 적용시켜 요소망을 생성 

해나가는 영역 분할법"1이 있다. 이 방법들은 3차원 

형상과 투영된 2차원 형상이 유사할 경우에는 양질.의 

요소를 생성시킬 수 있지만 심하게 왜곡될 경우에는 

요소의 품질이 매우 떨어질 수 있다. 후자는 곡면을 

표현호｝는 삼각형 요소를 변환시켜 사각형 요소를 생 

성하는 것으로 입력데이터가 단순하고, 2차원으로 변 

환시킬 필요가 없다. 그러나 요소망 생성이 3차원에 

서 진행되므로 요소 평활화 과정에서 원래의 곡면 형 

상으로 이동된 절점을 투영시키는 것이 추가적으로 

필요하다. 후자는 간접 접근법으로 이는 역공학 

(reverse engineering)을 이용하여 형상의 점 데이터를 

추출하여 얻어진 삼각형 요소를 사각형 요소로 변환 

시키는 방법으로 활용될 수 있다. 또한 CAD데이터가 

삼각형으로 표현되는 STL형식으로 표현될 때 이를 직 

접 사각형 요소로 변환시킬 수 있다.

삼각형 배경 요소를 이용하는 사각형 요소망 생성 

법은 Loa에 의해 처음으로 제안되었으며 이후 많은 

연구가 이루어졌다. 대표적인 방법은 Lee 등团이 제안 

한 SMT(systemic merging technique) 방법, Shimada 
등凹이 제안한 버블패킹 방법과 Owen 등卩기이 제안한 

Q-Morph 방법이 있다. 최근에는 Lee 등皿冋이 SMT 
방법과 Q-Morph 방법을 확장시켜 이방성 요소망 생 

성(anisotropic mesh generation)0!] 이용하였다. 이런 

방법들은 초기에 이용하는 삼각형 요소에 의해 생성 

되는 사각형 요소의 품질 및 밀도가 어느 정도 좌우된 
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다. 본 연구에서는 배경 삼각형 요소의 품질에 관계없 

이 우수한 품질의 사각형 요소를 생성시킬 수 있는 새 

로운 방법을 제시하고자 한다. 이를 위해 무두께 요소 

층(zero thickness layer)"®牛 외부에서 내부로 요소 

망을 생성해 나가는 전진경계법을 이용하였다. 무두 

께 요소층은 Le/句에 의해 제안된 방법으로 경계에 

두께가 0인 사각형 요소층을 생성한 후 평활화에 의 

해 요소 품질을 개선하는 것이다.

2.개 요

삼각형 요소를 배경으로 사각형 요소를 새롭게 생 

성시키기 위해 본 논문에서는 다음과 같은 방법을 이 

용한다. 기본적인 방법은 기존의 연구인 SMT와 Q- 

Morph 방법과 동일하게 경계에서부터 삼각형 요소를 

사각형 요소로 변환시키면서 내부로 요소망 생성이 

진행되는 전진경계 기법이다. 아래 단계에서 평활화 

단계를 제외하고는 생성된 사각형 요소는 작업에 포 

함되지 않는다.

1. 요소 에지의 절점이 경계에 한 개가 존재하도록 

변경한다(Fig. l(a)-Fig. 1(b)). 내부에 있는 요소 

에지 중에서 두 절점이 모두 경계에 있는 경우 

한 절점 만이 경계에 있도록 수정한다.

2. 경계에 한 절점이 존재하는 요소에지를 제거한다 

(Fig. 1(c)). 요소 에지 중에서 경계에 한 절점이 

존재하고, 내부에 한 절점이 존재하는 것을 제거 

한다. 이 경우 내부에 존재하는 절점은 경계로 이 

동되고, 요소 에지의 두 절점을 참조하는 삼각형 

요소는 제거 된다.

3. 전방 에지(fipnt edge)를 업데이트 한다(Fig. 
1(d). 두 절점이 모두 경계에 있는 것은 사각형 

요소망 생성에 이용되는 에지이며, 이를 전방 에 

지로 분류한다. 그리고 전방 에지의 절점에 인접 

한 에지와 이루는 각도를 계산한다.

4. 두께가 0인 사각형 요소층을 생성한다(Fig. 1(e)). 
전방 에지의 절점이 이루는 각도에 따라 타입을 

분류하여 사각형 요소를 생성한다. 사각형 요소 

생성시에는 새로운 절점이 생성되며 이웃한 전방 

에지에서 사각형 요소가 생성된 경우이면 절점을 

새롭게 생성시키는 것이 아니라 이미 생성된 절 

점을 참조하도록 해야 한다.

5. 평활화 작업을 수행한다(Fig. 1(f)). 절점의 주변 

요소 정보를 생성하여 평활화를 수행한다. 삼각형 

요소 보다는 사각형 요소의 품질에 초점을 맞추 

어 평활화가 이루어지도록 해야 한다.

6. 삼각형 요소가 모두 제거될 때까지 1〜5작업을 반 

복 수행한다

작업이 이루어지지 않은 삼각형 요소가 존재하면 

단계 1~5작업을 반복해서 수행한다. 생성된 사각형 요 

소는 단계 1~4에는 적용되지 않으며 평활화 과정에서 

만 이용된다.

(c) Remove element edge on 
boundary

(b) Replace element edge 
on boundary

(d) Front edge classification

(f) Smoothing(l Layer)(e) Create quadrilateral 
elements

J

〜—*
r

(g) 2 Layers (h) Completed

Fig. 1. Progression of a present study.
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3.본  론

3.1 요소 에지 삭제

Fig. 2와 같이 요소 에지 중에서 한 절점은 내부에 

있고 나머지 절점이 경계에 있는 경우 이를 제거한 

다. 요소 에지의 두 절점을 포함하고 있는 삼각형 요 

소는 삭제되며, 이웃한 나머지 요소는 경계에 있는 절 

점을 참조하게 된다. 요소 에지를 제거할 때 에지의 

두 절점이 이전 작업에 이용되었는지를 체크하여 초 

기 형상에서 경계에 인접한 요소 에지만이 제거되도 

록 한다. 또한 에지가 교체 되었을 때 삼각형의 세 절 

점이 모두 경계에 있는 경우가 발생하지 않도록 한 

다. 그리고 한 절점에 세 개 또는 네 개의 삼각형 요 

소가 인접해 있는 경우는 요소 에지 제거 과정에서 중 

복된 요소가 발생할 수 있다. 따라서 요소 에지 제거 

이전에 한 절점 에 세 개의 삼각형 요소가 존재하는 경 

우는 하나의 삼각형으로 변경시키고, 네 개의 삼각형 

요소가 존재하는 경우는 내부 절점을 제거시킨 후 요 

소 에지 작업을 수행한다.

3.2 전방 에지 분류

전방 에지는 사각형 요소망 생성에 이용되며 요소 

에지 제거 작업이 완료되면 요소 에지 중에서 두 절점 

이 모두 경계에 있는 에지를 전방 에지로 분류한다. 

여기서 사각형 요소는 고려되지 않으며 초기의 삭각 

형 요소만을 이용한다. 전방 에지의 절점에는 인접한 

전방 에지와 이루는 각도를 저장한다. 초기 생성시에 

는 생성된 사각형 요소가 없어 인접한 삼각형 요소의 

내각의 합을 이용해서 계산하고(Fig. 3(a)), 두번째 층 

이 생성될 때부터는 인접한 사각형 요소의 합을 이용 

해서 계산한다(Fig. 3(b)). 요소 평활화 과정이 사각형 

중심으로 이루어져 삼각형 요소는 서로 교차할 수가 

있다. 이런 경우 삼각형 요소의 내각의 합은 정확히 

전방 에지가 이루는 각도가 아니다. 이에 반해 사각형 

요소는 서로 교차할 확률이 매우 적다. 만약에 사각형 

요소가 교차할 경우에는/매우 작은 각도를 대입하여 

이 전방에지가 결합되도록 한다.

Fig. 3. Calculation angle on the front edge.

3.3 사각형 요소 생성

전방 경계 에지의 절점에 저장된 각도에 따라 Fig. 
4와 같이 타입을 분류하여 사각형 요소를 생성한다. 

두 절점의 각도가 모두 30。보다 크고 135° 보다 작으 

면 타입 l(type 1)이 적용되고, 두 절점 중 한 절점이 

이 각도를 만족하면 타입 2(type 2)가 적용된다. 그리 

고 두 절점 모두가 135° 보다 크고 215° 보다 작으면 

타입 3(type 3)가 적용되고, 215° 보다 크면 타입 

4(type 4)가 적용된다(식 1).

Type 1: 30° < &, & V 135°
Type 2: 30° < ^ < 135° or 30° < ft < 135°

Type 3: 135° < 0,, ft < 215°
Type 4: 215° < <9)< 360° or 215° < ft < 360° (1)

타입 1 의 경우는 전방 에지를 이용해서 사각형 요 

소를 생성하는 경우이며, 나머지는 두께가 0인 사각 

형 요소를 생성한다. 사각형 요소가 생성된 후에는 전 

방 에지에 인접한 삼각형 요소들이 새롭게 생성된 사 

각형 요소의 절점을 참조하도록 변경해야 한다. 타입 

1~3는 한 개의 사각형 요소가 생성되며 타입 4는 3개 

의 사각형 요소와 함께 연결성을 맞추기 위해 2개의 

삼각형 요소가 추가적으로 생성된다. 타입 2-4가 적 

용되는 경우는 새로운 절점이 생성되는데, 이 경우 각 

절점에는 초기의 삼각형 요소로부터 계산된 경계 에 

지의 길이 정보를 저장한다. 타입 1이 적용될 때 각도 

조건에서 벗어나더라도 현재 적용되는 전방 에지의 

길이가 각 절점에 저장되어 있는 초기 경계 에지의 평 

균 길이보다 절반보다 작으면 타입 1을 적용시켜 내 

부로 갈수록 작아지는 요소가 발생하지 않도록 한다. 

또한 타입 3가 적용될 때 현재 적용되는 에지의 길이 

가 두 절점에 저장된 초기 에지 길이의 평균보다 2배 

이상 크면 타입 4가 적용되도록 유도한다. 그리고 절 

점의 각도가 30。보다 작은 경우는 Fig. 5와 같이 사 

각형 요소가 생성되는 것이 아니라 전방 에지가 결합

한국CAD/CAM학회 논문집 제 11 권 제 2 호 2006년 4월
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되고 삼각형 요소가 제거된다. 결합되는 두 에지의 길 

이 차이가 2.5배 이상나면 Blacker1 기가 제안한 방법을 

다소 변형시켜 길이가 큰 에지에 포함된 사각형 요소 

를 사각형, 삼각형으로 분할하여 에지를 결합한다. 타 

입 적용 순서는 우선 모든 전방 에지에 대해서 결합되 

는 것이 있는지를 체크하여 전방 에지를 결합시킨 후 

타입 1부터 순차적으로 타입 4까지 적용시킨다.

요소망 생성 진행과정에서 내부 절점에 인접한 에 

지의 길이가 주변 전방에지에 비해 상대적으로 짧으 

면 Fig. 6과 같이 절단 타입 (cutting operation)을 적 

용시킨다. 본 연구에서는 에지의 길이가 주변 전방에 

지의 평균 길이보다 절반 이하이면 적용시킨다. 절단 

타입이 적용된 절점에는 0。의 각도를 대입하여 결합 

타입(seaming operation)0! 적용되도록 한다(Fig. 6(c)). Fig. 6. Cutting operation.

(c) Type 3

(d) Type 4

Fig. 4. Generation of quadrilateral elements with zero 
thickness layer.

3.4 평활화
경계에 두께가 0인 사각형 요소 한층이 생성되면 

평활화 과정을 통해서 사각형 요소의 품질을 개선시 

킨다. 평활화는 사각형 요소의 품질을 우선적으로 개 

선시키는 방향으로 진행되며, 다음 단계에서 전방 에 

지의 모양을 결정짓는 아주 중요한 부분이다. 이를 위 

해서 Blacker 등이 제안한 기법을 수정하여 이용한 

다. 우선 현재 평활화가 진행중인 절점 Nk에서 인접 

한 사각형 요소의 길이를 계산한다. 이를 평균하여 이 

동될 길이를 구하고(식 2), 주변절점 Nj.,, Nj, Nj+1 을 

이용해서 이동될 방향을 구해서 새로운 절점의 위치 

를 계산한다. 평활화 과정에서 형상이 곡면인 경우에 

는 절점이 왜곡될 수 있다. 따라서 평활화 과정이 완 

료된 후에는 절점들을 초기의 삼각형 형상위로 투영 

시킨다.

, 一 |&2-叫세네%-쎄베［ -%静+网«I-쎄
D 4

(2)

(b) Case 2 (Transition seaming operation)

Fig. 5. Seaming operation. Fig. 7. Definition of edge length lD at node on front Nk.
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5. 적용 예

Fig. 8은 본 연구에서 제시된 방법을 적용시켜 삼 

각형 요소로부터 사각형 요소를 생성하는 단계를 보 

여주고 있다. 모두 10회의 반복 작업을 수행한 후 사 

각형 요소망 생성 작업이 완료되었다. Fig. 9는 품질 

이 매우 떨어지는 삼각형 요소를 이용하여 사각형 요 

소를 생성한 모습을 보여주고 있다. 삼각형 요소 품 

질에 관계없이 우수한 품질의 사각형 요소를 생성할 

수 있음을 확인할 수 있다. Fig. 10은 절단 타입이 

제대로 적용되는지를 확인하기 위한 모델로 12개의 

내부 홀을 가지는 핸드폰 모델의 일부분이다. 생성 

결과 41개의 삼각형 요소와 1667개의 사각형 요소가 

생성되었다. Fig. 11(a)는 1/4 구에 해당하는 CAD데 

이터에 사각형 요소망을 생성한 그림이다. 이 형상은 

실제형상과 요소망 생성을 위해 변환된 2D평면이 서 

로 차이가 심해 생성된 사각형 요소의 품질이 매우 

떨어진다. 본 연구에서 제시한 방법은 이러한 형상에 

생성된 삼각형 요소에 적용시킨 결과 Fig. 11(c)와 

같이 우수한 품질의 사각형 요소를 생성시킬 수 있다. 

Fig. 12는 비균일한 요소 크기를 가지는 삼각형 형상 

에 사각형 요소망을 생성시킨 모습이며, 7366개의 삼 

각형 요소에 20개의 삼각형 요소와 2832개의 사각형 

요소가 생성되었다. Fig. 13는 10개의 면으로 분류되 

며 일부 면이 곡면으로 이루어져 있다. 생성 결과 16 
개의 삼각형 요소와 2837개의 사각형 요소가 생성되 

었다. 그림 Fig. 13(c)는 상용 프로그램을 이용하여 

CAD 데이터에 동일한 요소 크기를 적용시켜 사각형 

요소망을 생성시킨 결과이다. 생성된 결과에 대해서 

요소에서 가장 긴 변과 가장 짧은 변의 길이비 

(aspect ratio)와 요소의 최대각도를 사각형인 경우는 

90。로 나누어 주고, 삼각형인 경우는 60。로 나누어 구 

한값(max angle)을 비교하였다. 값이 1에 가까울수록 

요소의 품질이 우수하다고 할 수 있다. 비교 결과 

CAD데이터를 이용한 사각형 요소망 생성과 비슷한 

수준의 요소망 품질의 사각형 요소가 생성되었음을 

확인할 수 있다. Fig. 14는 이 값들을 그래프로 표현 

한 것이고, 대부분의 요소가 1에 해당하는 값을 가진 

다. 그래프에서 세로축은 가로축의 값에 해당하는 요 

소를 각 프로그램에서 전체 생성된 요소를 나누어서 

정규화 시킨 값이다. Fig. 15는 하나의 곡면으로 이 

루어진 형상에 사각형 요소망을 생성시킨 모습이다. 

생성결과 초기의 6499개의 삼각형 요소가 25개의 삼 

각형 요소와 3290개의 사각형 요소가 생성되었다. 

Fig. 16은 생성된 요소의 품질을 나타낸다. 대부분의

요소가 정사각형에 해당하는 1의 값을 가지는 것을 

확인할 수 있다.

Fig. 8. Progression of present study.

Fig. 9. Quad meshing using poor elements.

(b) 327 quad and I tri 
elements

4271 tri elements 41 tri and 1667 quad elements

Fig. 10. A phone part with 12 holes.
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Fig. 11. A 아uarter sphere model.

■■ Present study(2853 elements) 
沏갸 HyperMesh7.0(3020 elements)
EM FeM하)8.3(3217 elements)

Normalized value of max angle

(a) Max angle(quad: max angle/90, tri: max angle/60)

(a) 7366 tri elements

Fig. 12. A plate model with non-uniform mesh size.
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Fig. 13. A cutter model.

(b) Aspect ratio(max edge length/min edge length)

Fig. 14. Comparison of mesh quality with commercial 
products.

6.결 론

본 논문에서는 삼각형 요소를 사각형 요소로 변환 

시키는 새로운 방법을 제시하였다. 이는 경계에 있는 

삼각형 요소를 제거시킨 후 무두께 요소층을 생성하 

고, 요소 평활화 과정을 통해 무두께 요소층에 생성 

된 사각형 요소의 품질을 개선시킨다. 초기의 삼각형 

요소가 모두 제거될 때까지 작업을 반복적으로 수행 

하여 사각형 요소를 생성한다. 생성되는 사각형 요소 

의 밀도는 곡면을 구성하는 삼각형 요소에서 경계의 

절점들에 의해 좌우된다. 본 연구에서 제시한 방법은 

기존의 연구들과는 달리 초기에 삼각형 요소의 품질 

에 관계없이 우수한 품질의 사각형 요소를 생성할 수 

있다.
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(a) 6499 tri elements

(b) 25 tri and 3290 quad elements

(a) Max angie(quad: max angle/90, tri: max angle/60)
요
E
u

』응을
",A

 p
e 싀

™

E

」
°

N

Aspect ratio
(b) Aspect ratio(max edge length/min edge length)

Fig. 16. Mesh quality of a metal bracket.
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