
Journal of'the Korean Chemical Society 
2007, Vol. 51, No. 2
Printed in the Republic of Korea

산화질소 분자 퍼텐셜에 적용한 Numerov-Co이ey 방법

조 선 욱*
신라대 학교 전자재료공학과

(2007. 1. 22 접수)

Numerov-Cooley Method on a Potential of NO M이ecule
Seon-Woog Cho*

Department of Electronic Materials Engineering, Silla University, Busan 617-736, Korea 
(Received January 22, 2007)

요 약. Numerov-Cooley 방법을 적용할 때 양쪽에서 전파된 파동함수를 연결시키는 것이 관건인데, 잘 알 

려진 스프레드시트인 엑 셀에서 해찾기 도구를 활용하여 Numerov 방법의 파동함수 연결을 해결하였다. 한쪽방 

향으로 전파하여 얻은 에너지 값과 반대쪽으로 전파하여 얻은 에너지 값들의 평균을 이용해 상태함수의 고유 

값을 정하는 방법도 같은 결과를 보임을 확인하였다. 산화질소 분자 퍼텐셜 위에서 이 방법을 적용하였고, 진 

동에너지에 따른 원자간 평균거리와 터널링 변화를 계산하였다. 진동에너지가 증가하면서 분자 결합 길이는 비 

례하여 늘어나지만, 터널 효과는 모든 진동 상태가 어느 정도의 확률을 가지며 에너지 증가에 둔감하다는 것 

을 확인하였다.

주제 어: Numerov-Cooley 방법, 파동함수 연 결시 키 기 , NO 분자, 평 균 분자 길 이 , 터 널 효과

ABSTRACT. In applying Numerov-Cooley method, Excel tool 'Solver' is used to match those two wave functions 
propagated inward and outward, respectively. It is numerically confirmed that the same eigenvalue is obtained by using 
the average of two energy values of each inward and outward wave functions. This method is applied to a NO molecule 
potential, and we calculated the variations of the average bond distance and tunneling for a given vibrational energy. It 
is found that the average bond lengths increase proportionately to the vibrational energy, while the tunneling is not so 
sensitive to the energy changes. Rather substantial amount of tunnel effect is found for every vibrational state.

Keywords: Numerov-Cooley Method, Matching ^vefunctions, NO Molecule, Average Bond Distances, Tunneling

서 론

일반적 인 퍼텐셜 에너지 함수 V(x) 문제에서 묶인 

상태 (bound states) SchrSdinger 방정식의 수치해석 근 

을 구하는 방법 중 하나가 Numerov 방법 '오이다. 그 

유도과정은 Ref. 2에 상세히 소개되어 있으며, 식으 

로 나타내면 다음과 같다.

四=2"妇妇方12⑴
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여기서 3는스텝 사이즈이고,

G = 꽉[F(x)-E] (2)
n

이다. 이 식은 러시아의 천문학자 Numerov에 의해서 

고안되었으며 , Ref. 2에서는 스프레드시트에서 어떻게 

Numerov 방법을 적용하는가를 잘 보여주고 있다. 하 

지만 이 방법의 단점은 공간에서 한쪽 방향으로만 쏘 

아 올린다는 것이다. 한쪽으로만 전파되며 파동함수를 

계산하다보니 중간에 발생하는 오차는 누적되어가고 거 
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의 마지막 단계에서는 극에 달하게 되어, 상태함수의 

모양도 이상해질 뿐만 아니라 그렇게 얻은 고유값이 

정확하지 않게 된다는 약점 이 있다. 파동함수는 고유값 

의 미세한 차이에도 민감하게 변화를 보이는 특성이 

있다는 것은 잘 알려져 있다. 실제로, 한 스텝 당 오 

차는 0(/) 이지만, 각 스텝의 오차가 누적되면 총 오 

차는 0(旳이 된다. 이를 개선시키고자 Cooley3는 (i) 
각 양쪽 끝에서 쏘아 두개의 屮를 얻고, (ii) 이 두개 

平와 각 屮의 1차 미분 값들이 중간지점 »에서 부드럽 

게 연결되도록 Newton-Raphson 방법을 사용하여 고 

유값 £■를 조정하는 방법을 제안 하였다. 이렇게 개량 

된 방법들이 여러 사람들에 의해 만들어졌고, 이것들을 

묶어서 간단히 Numerov-Cooley 방법是 이라고 부른 

다. 특히 Johnson，의 'renormalized Numerov method，는 

프로그래밍하기가 쉽다는 장점과 효율성 때문에 널리 

쓰이고 있는 개량된 Numerov 방법 이다. 하지만, 직 

접 프로그래밍을 하려면 프로그래밍 언어를 알아야하고 

또한 작성된 프로그램이 원하는 결과를 제대로 생산하 

는 것이 결코 쉽지 않다는 것이다. 다행히 스프레드시 

트 중 쉽게 사용할 수 있는 엑셀에는 우리가 Numerov- 
Cooley 방법을 적용하는데 필요한 기능들이 들어있다. 

Ref. 2에서 사용한 Numerov 방법에서 더 나아가, 여 

기서 우리는 Numerov-Cooley 방법의 아이디어를 살 

려 스프레드시트에서 쉽게 이용할 수 있는 개량된 

Numerov 방법을 제안 한다. 여기서 제안하는 방법은 

파동함수 전파에 따른 누적오차가 확실히 줄어들고, 또 

한 프로그래밍 언어를 모르는 사람도 쉽게 활용할 수 

있다는 것이 장점이다.

방법 및 결과

식 ⑴을 보면, 지수 斜 작은 값에서 큰 값으로(즉, 

왼쪽에서 오른쪽으로) 전파되 어 얻어 지는 I件과 큰 값 

에서 작은 값으로(오른쪽에 서 왼쪽으로) 전파되는 파 

동함수 WR가 같은 함수이어야 하고, 그것이 제대로 

된 상태함수라면 각각 얻어진 고유값(즉, 에너지 값) El 
과 &이 같은 값을 가져 야한다. 그러나 실제로 전파 

시켜 보면 파동함수 咽과 WR가 숫자상으로 정 확히 일 

치하지 않는 값을 갖거니와 각각 얻어진 에너지 값 

&과 徐도 소수점 이하 몇 자리부터 일치하지 않는 

다는 것을 쉽게 알 수 있다. 이 문제를 해결하는 방 

법은 두 가지로 접근할 수 있다. 첫째 방법은, Cooley 

의 아이디어처럼 屮匕과 이 중간지점 에서 부드럽 

게 연결되도록 하는 것이다. 그러면서 자연스럽게 상 

태에너 지에 접근하는 고유값 £■를 얻게 된다. 엑셀에 

서는 이 두개 파동함수를 연결시키는 작업을 해찾기 

기능을 이용해 해결할 수 있다. 1皿과 公의 값이 표 

시된 열에서 적절한 중간지점 *을 선택하여 파동함 

수 값의 차 倾X”)-顿；顷)를 어느 한 셀에 표시한 후, 

해찾기로 이 값이 0이 되는 조건을 찾으면서 에너지 

값을 바꾸어 주도록 실행하는 것이다. 해찾기에는 

Leon Lasdon(University of Texas at Austin)고｝ Allan 
Waren(Cleveland State University)0] 개발한 비선형 

최적 코드 Generalized Reduced Gradient (GRG2)9가 

사용된다. 둘째 방법은, 조금 더 단순하게 두 개의 시 

트(sheet)에 &과 琮을 따로 구한 후 세 번째 시트에 

E = (l/2)(&+&)을 해찾기의 추정 값으로 넣고 파동 

함수를 구하는 것이다. 우리는 이 두 가지 방법을 모 

두 시도해보았는데 엑셀에서 이 두 방법은 숫자상으 

로 동일한 결과를 가져온다는 것이 확인되었다. 두 

가지 방법 중 사용자가 편리한 것을 택해 사용하면 

된다. 또 하나 유용한 현상은, 첫째 방법 을 사용할 때 

중간지점 m을 선택하는 것이 Cooley가 원래 제안했 

던 것처럼 파동함수의 진폭이 가장 큰 값인 곳일 필 

요 없이 중간에 적절한 어느 곳을 택해도 같은 결과 

를 가져온다는 것이 숫자로 확인되었다.

제안된 방법의 적용 예로 산화질소 분자의 Morse 
퍼텐셜을 택하여 분자진동 상태함수를 구했다.

U(R)~ U(Re) =Z)e[l -『"吧 T (3)

식 (3)에 나타나는 公는 분자의 해리에너지, R으 평 

형분자결합거리이며, 我는 평형진동수 V와 관련지어 

결정되는데, 우리는 이미 발표한 결과‘°를 이용하여 

A=6^7eX 4=2-845 A'1, R=L159A으로 선택하였다. NO 
분자의 환산질량 收穿 7.4664 amu= 1.2398x10-" kg을 
이용하면, 韓=斗(£)' ~=5.7641시0冬이다. 익숙한 파수 

단위로 나타내电 $=1,922.7 cm”, De= 50,570.9 cm」이 

된다. Morse 퍼텐셜의 해석적 해 (analytic sohition)는

段("*4+9芸 (4)

으로, 우리가 수치 해(numerical solution)를 구했을 때 

그 정확도를 쉽게 비교할 수 있는 장점이 있다. 물론,
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Numerov-Cooley 방법은 묶인 상태를 구하는 문제라면 

어떤 일반적인 퍼텐셜에도 적용될 수 있다.

SchrWinger 방정 식 을 컴퓨터상에서 풀기 위 해 물리 

적 차원 없는 수로 환산하여 나타내면

= GW3) (5)

이 되고, 여기서

— ' —X"、2 ,、
Gr = 2[De^~e ') -Er] (6)

이다. 환산된 값들은 Xr=Be(RR), 旧，项爲)이고, 

庆尸1,383.593이 된다. 물리적으로 가능한 원谁 사이 

최단거리는 0 이므로 万両=-3.297이다. Xr,max는 구하 

고자하는 상태 양자수 〃과 Morse 퍼텐셜의 특성을 고 

려해 g,n시과 °° 사이에서 적절히 택하면 된다.

Morse 퍼텐셜은 한정된 개수의 묶인 상태들을 갖 

는데, 그 양자수는 〃 = 0, 1, 2, 缶ax이고

인 자연수가 된다. 따라서 缶ax=52이다. 양자수에 따 

라 증가하는 비조화성을 생각한디면, 마지막 묶인 상태 

国提를 수치적으로 구해 그 오차를 비교하고, 응용 예를 

보이는 것이 제안된 방법의 유용함을 보이는 한 가지 

방편이 될 수 있을 것이다. 〃 = 0와 n = 52 상태를 위 

에서 제시한 방법으로 구했다. 계산 첫 단계에서는 스 

텝사이즈를 0.02로 사용하고 마지막 단계에서는 스텝사 

이즈를 0.()1 로 사용하여 효율적으로 고유값과 상태함수 

를 구할 수 있었다. 얻은 고유값은 瓦) =956.781 cm'1, 
方52 =50,570.70 cm"이다. 식 (4)를 이용하여 계산된 

값은, Eq =956.781 cm1, 方52 =50,570.87 cm」이다. n = 0 
상태의 고유값은 두개의 값이 일치한다. 얻어진 n = 52 
상태의 고유값이 참 고유값 보다 작은 것은 이 방법이 

변분법이 아니기 때문에 가능하고,고유값에 약간의 오차 

(0.0003%)가 나타나는 것은 Morse 퍼텐셜의 최대 값이 

Xmax=8이기 때문이다. 원한다면 冷을 조금 더 길게 

잡아 오차를 줄일 수 있지만, 누적오차와 계산 시간을 

고려하여 선택할 문제 이다. 성공적으로 구한 〃 = 52 상 

태함수의 제곱을 Fig. 1에 그려 나타내었다.

Fig. 1에서 볼 수 있는 것처 럼 , Morse 진동자는 진 

동에너지가 증가하여 해리에너지에 가까이 접근할 때 

바깥 반환점에서 많은 시 간을 보낸다. 응용 예로, 구한 

진동 상태함수를 이용하여, 진동에너지에 따른 원자간

평균거리는 〃 = 0일 때 v・x〉= 0.01436(즉,〈為= 1.164A) 
에서 〃 = 52일 때 ＜為〉52= 13.56(즉, *52=5.924入)으 

로 분자 결합 길이가 5배 이상 늘어나는 것을 확인 

하였다. 또한, 고전적 반환점들 밖의 면적을 적분하 

여, 진동에너지에 따른 양자 효과인 터널링 확률도 

계 산했는데 , 〃 = 0 일 때 0.18609에서 〃 = 52 일 때 

0.30385로 증가한다. 터널링은 바닥상태(〃 = 0)의 터 

널 효과도 무시할 수 없을 만큼 크며, 진동에너지 증 

가에 그다지 민감하지 않다는 것을 확인할 수 있다. 

또 다른 응용으로는 상태함수를 알면 계산 가능한 여 

러 가지 문제, 예를 들면, Franck-Condon 인자 등의 

계산에 이 방법이 활용될 수 있다.

결 론

요약하면, Numerov-Cooley 방법을 적용할 때 양쪽 

에서 전파된 파동함수를 연결시키는 것이 관건인데, 

잘 알려진 스프레드시트인 엑셀에서 해찾기 도구를 

활용하여 Numerov 방법의 파동함수 연결을 해결하 

였다. 또한, 한쪽방향으로 전파하여 얻은 에너지 값 

과 반대쪽으로 전파하여 얻은 에너지 값들의 평균을 

구해 상태함수의 고유값을 정하는 방법도 같은 결과 

를 보임을 확인하였다. 산화질소 분자 퍼텐셜 위에 

서 이 방법을 적용하였고, 진동에너지에 따른 분자 

결합 길이 변화와 터널링 변화를 효과적으로 계산하 

였다. NO 분자 경우, 분자 결합 길이는 진동에너지 

가 증가하면서 무려 5배 이상 늘어나지 만, 터널 효과 

는 모든 진동 상태가 어느 정도의 확률을 가지며 에 

너지 증가에 둔감하다는 것을 확인할 수 있었다. 여 

기서 제시한 방법은 프로그램 언어를 모르는 사람도 

쉽게 활용할 수 있다는 장점이 있어, 화학교육적인
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목적이나 조금 더 복잡한 화학연구문제의 상태함수 

계산 등에 쉽게 이용될 것으로 기대된다.
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