
Journal of the Korean Institute of Industrial Engineers
Vol. 33, No. 4, pp. 410-418, December 2007.

극단치 분포와 Copula함수를 이용한 주식시장간

극단적 의존관계 분석
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The Analysis of Tail Dependence Between Stock Markets Using 
Extreme Value Theory and Copula Function
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This article suggests the methods to investigate adverse movement across global stock markets arising from 
insolvency of subprime mortgage in U.S. Our application deals with asymptotic tail dependence of daily stock 
index returns (KOSPI, DJIA, Shanghai Composite) of three countries; Korea, U.S., and China, over specific 
period via extreme value theory and copula functions. Daily stock index returns among three countries show 
higher extremal dependence during the period exposed to systematic shock. We confirm that extreme value 
theory and copula functions have potential to well describe the extreme dependence between three countries’ 
daily stock index returns.
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1.  서  론

금융 산업에 노출되어 있는 위험요소들은 무수히 많다. 개별 

금융기관의 입장에서는 수익을 위해서 위험을 보유하고 있어

야 하지만 대부분의 경우에는 위험을 회피해야 할 대상으로 

인식하고 그를 관리하고자 한다. 국제결제은행(BIS : Bank for 
International Settlements)은 위험가중자산대비 보유해야할 자

본의 크기를 최소 8% 이상이 되도록 하는 최저자기자본규제 

(Minimum Required Capital)를 규정함으로써 위험 자산의 측정 

및 관리를 강조하고 있는데, 실제로 위험을 측정하는데 있어

서 가장 중요한 것은 위험자산 수익률에 대한 변동성과 분포

함수에 대한 적절한 가정이라고 할 수 있다. 현실적으로는 이

론적 어려움과 계산상 번거로움으로 인해 위험 자산의 수익률

이 일정한 변동성을 갖고 정규분포를 따른다는 가정을 하지만 

여러 실증 연구들에 따르면 변동성은 시간에 따라 변하며 수

익률의 분포는 비대칭적이고 꼬리가 두터운 분포를 하는 것으

로 알려져 있다(Embrëchts, 1997). 따라서 정규분포 가정은 위

험을 과소평가하는 경향을 띠게 된다.
뿐만 아니라 금융기관이 보유하고 있는 자산들은 여러 개의 

위험 자산으로 구성되어 있는 포트폴리오임을 감안할 때, 위
험 자산 간의 의존관계를 반영한 자산전체의 결합분포함수를 

결정하는 것이 중요하다고 할 수 있다. 선형상관관계만을 고

려한 포트폴리오 이론은 비체계적 위험(기업 고유의 위험)을 

최소화시키는데 목적이 있으므로(Markowitz, 1952) 최근 불거

진 미국의 서브프라임 모기지부실로 인한 신용경색과 같은 체

계적 위험(시장전체 위험)이 발생한 경우에는 분산효과를 발

휘할 수 없게 된다.
따라서 위험관리자의 입장에서는 ‘시장 전체적인 체계적 위

험’과 ‘발생빈도는 낮지만 손실금액이 큰 사건’에 관심을 가져

야 하며 이를 측정하기 위하여 극단치 이론과 Copula함수를 
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이용한 극단적 사건들 간 의존관계의 모형화가 중요하다. 

2.  극단치 이론(Extreme Value Theory)

여러 실증 연구에서 장기적으로 자산가격의 예측이 가능할 수 

있음이 제기 되었으며 주가와 같은 자산수익률이 보여주는 실

제분포는 정규분포보다 꼬리부분에 더 많은 관측치가 존재한

다는 것이 일반적으로 인정되고 있다. 위험을 측정하고 관리

해야하는 관리자의 입장에서는 금융자산수익률을 정규분포

로 가정하는 경우 위험을 과소평가 하게 되는 오류를 범하게 

된다. 극단치는 발생확률이 낮은, 즉 빈번하지 않은 사건으로

서 그 관측치가 소수이므로 정확하게 실증적인 분포를 찾기가 

어렵다. 따라서 이론적인 분포함수가 실제 분포를 근사화하는

데 사용된다. 이러한 극단치의 점근적(asymptotic) 분포는, 기
초가 되는 분포에 대한 잘못된 가정으로 발생할 수 있는 오류

를 줄일 수 있게 해준다.
극단치 분포는 극단치를 어떻게 정의하느냐에 따라 두 가지

로 나누어진다. 첫째는 전체구간을 몇 개의 세부구간(block)으
로 나눈 후 각 구간에서 발생하는 최대값을 극단치로 정의하

는 Block Maxima 방법이고, 둘째는 임계값(threshold)을 초과

하는 값들을 극단치로 정의하는 POT(Peak Over Threshold)방
법이다. Block Maxima는 일반화된 극단치 분포(GEV : Genera-
lized Extreme Value)로, POT는 일반화된 파레토 분포(GPD : 
Generalized Pareto Distribution)로 각각 수렴하는 것으로 알려

져 있다(Embrecht, 2004). 그러나 Block Maxima방법의 경우에

는 구간 설정에 따른 결과의 차이가 민감하고 극단치 사건들

의 군집현상(clustering)을 제대로 반영하지 못하는 이유로 본 

논문에서는 POT방법을 고려하기로 한다.

2.1  GPD(Generalized Pareto Distribution)

⋯ 을 서로 동일하고 독립적인 손실분포함수 의 

확률변수라고 하자. 극단 사건(Extreme Events)의 측정은 임계

치 를 초과하는 를 관찰함으로써 얻을 수 있다. 임계치 

에 대한 의 초과 정도를 다음의 조건부 확률을 이용하여 분

포함수로 표현할 수 있다.

 ≤    




   

  

임계치 가 추정되면 조건부 확률분포 의 극한분포는 

GPD로 수렴하며 아래와 같은 극한확률밀도함수를 갖게 된다.
[정리 : Balkema-De Haan-Pickands Theorem](1975)

 
 



  ≠   

 
     

      

는 위치모수(location parameter), 는 척도모수(scale parame-
ter)이며 는 분포의 형태를 결정짓는 형태모수(shape parame-
ter)이다. 만약  이면 TypeⅠ파레토 분포,  이면 Type
Ⅱ파레토분포,   이면 지수분포 형태를 띤다. 임계치 가 

충분히 크다면, Balkema-De Haan-Pickands Theorem에 의해 임

계치를 초과하는 에 대한 손실분포의 꼬리 부분은 다음과 같

이 근사화할 수 있다.

≈

따라서 손실분포는 꼬리부분과 중심부분을 분해한 반모수

적(Semiparametric)인 분포로 생각할 수 있다(Carmona, 2004).
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Figure 1.  분포함수 의 분해

2.2  평균초과함수 (Mean Excess Function)

평균초과함수는 임계치 이상의 관측치들에 대한 초과정도

를 임계치에 대한 함수로 표현한다.

     


전체 표본이 개인 자료에서 평균초과함수는 다음과 같이 

계산할 수 있다.

 






  






 


 
   

여기서,           ≤ 
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가 모수 인 지수분포를 따른다면, 무기억성질에 의하여 

 , 즉 상수가 되지만 GPD의 경우에는 다음과 같이 

임계치에 선형비례하는 함수로 표현된다.


 








 : 유한 끝점 (Finite end point)

임계치 에 대한 평균초과함수의 기울기는 두터운 꼬리를 가

지는 경우

    다음과 같이 양의 값을 갖는다.







  

그리고 임계치 가 커짐에 따라서도 평균초과함수는 양의 선

형관계를 가지게 된다.  따라서   의 집합이 우상향하

는 형태로 나타난다면 관측치들이 GPD분포를 따른다고 가정

할 수 있다.

2.3  GPD의 추정

GPD의 모수를 추정하는 방법으로 확률가중모멘트법, 최우

추정법 및 베이지언 시뮬레이션 방법을 적용할 수 있다. 본고

에서는 100개 이상의 관측치가 있을 때 많이 사용되는 최우추

정법을 사용하도록 한다. 최우추정치는 다음과 같은 우도함수

를 최대화함으로써 구할 수 있다.

    
 





   

 = argmax    ,  : parameter space

3.  Copula and Sklar’s Theorem

3.1  Copula함수의 정의

Copula함수는 단일변량 한계분포와 결합분포를 연결시키

는 함수로서 다음의 식을 만족한다.

    ≡ 

[정의 : Copula] -차원 Copula 는 다음과 같은 특성을 만족

하는 함수이다(Sklar, 1959).
(1)    → 
(2) 는 “grounded” 함수이고 -증가함수이다.
(3) 는 모든 ∈ 에 대하여 다음을 만족하는 한계분

포함수    ⋯ 을 갖는다.

 ⋯  ⋯ 

위의 세 가지 특성을 만족하는 copula함수가 결합분포와 같

다는 것은 다음과 같은 Sklar정리에 근거한다.

[정리 : Sklar’s Theorem]  가 결합분포함수를 나타내고 이의 

연속인 한계분포함수가 ⋯이라고 하자. 이 경우 모든 

실수 ⋯에 대하여 다음과 같은 관계를 만족하는 copula
함수  가 유일하게 존재한다.

⋯  ⋯

이는 결합분포를 각 확률변수들의 한계분포들과, 의존관계를 

나타내는 Copula함수 로 분해할 수 있음을 나타낸다.

[보조정리] 가 -차원 결합분포함수를 나타내고 이의 연속

인 한계분포함수가 ⋯이며 copula함수 를 갖는다고 

하자.
모든   ⋯ ∈ 에 대하여 다음이 성립한다.

 ⋯  
⋯



3.2  상호의존관계의 측정

기존 선형 상관계수의 단점을 보완하고자 Kendall, Spear-
man은 사전적인 확률분포에 의존하지 않고 순위(rank)에 의존

하는 비모수적 추정인 순위상관계수(rank correlation coeffi-
cient)를 제안하였다. 이 장에서는 순위상관계수와 더불어 극

단적인 움직임의 동조화(concordance)의 정도를 표현한 꼬리

의존지수(tail dependence index)를 소개한다. 

3.2.1  Kendall’s tau
두 확률변수 와 의 Kendall’s tau는 아래와 같이 정의

한다 .

     
    

 

  

 

     

비모수적으로 Kendall’s tau를 추정하는 방법은 다음과 같이 

방향성을 고려하여 모든 쌍의 개수에 대한 의존정도를 표현함

으로써 정의할 수 있다.

  

 
≤≤ ≤

  

3.2.2  Spearman’s Rho
두 확률변수 와  Spearman’s rho는 각 확률변수에 대한 
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한계분포인 와 사이의 상관계수로 정의할 수 

있다 .

  









  

즉, Spearman’s rho와 선형상관계수 사이에는 다음과 같은 

관계가 있음을 알 수 있다. 

 = corr     

그리고 비모수적으로는 다음과 같이 추정된다.

 

 






 

 

와 는 선형상관계수와 달리, 와 사이의 증가함수로

의 변환에 의해서 그 값이 변하지 않는 성질을 가지고 있다. 하
지만 (linear or rank) correlation과 같이 한가지의 숫자를 갖는 

측정치보다 자세한 정보를 반영할 수 있는 새로운 종속성 구

조가 선택되어야 하며, 꼬리의존지수(Tail Dependence Measure)
를 통해 표현할 수 있다(Embrëchts, 1999).

3.2.3  Tail Dependence Measures
꼬리의존지수(Tail dependence index)는 이변량 분포의 upper 

quadrant tail과 lower quadrant tail에서 의존정도를 측정할 수 

있다.

  lim
→


 


 lim
→


 

  lim
→
≤

≤ 


 lim
→


 

∈  이면 upper tail (lower tail)에서 의존관계가 존

재하고,   이면 upper tail (lower tail)에서 근사적으로 

독립이라고 한다. 꼬리의존지수 역시 각 확률변수들의 한계분

포와 상관없이 Copula에 의해서만 구해지는 값들이다. 뿐만 

아니라 와 의 증가함수로의 변환에 의해서도 변하지 않는 

특성이 있다(Embrëchts, 2001).

3.3  Copula 함수의 종류

3.3.1  Elliptical Copulas
Gaussian copula와 Student’s t-copula는 대표적인 타원형분포 

(Elliptical distribution)와 관련된 copula로서 결합분포함수로부

터 유도된다. 이변량인 경우 Gaussian copula 는 다음

과 같이 정의한다.

 
∞


 



∞


 

 

  ∈ 은 1차원 누적정규분포밀도함수(한계분포)
를 나타낸다.

[다변량 Gaussian copula] 는 주대각선 원소들이 1을 갖는 

PSD(Positive Symmetric Definite)행렬이고, 는 상관계수행

렬 를 갖는 다변량 표준정규분포함수라고 한다면 다변량 

Gaussian Copula는 다음과 같이 정의한다.

⋯  
⋯



[다변량 Student’s t-copula] 는 주대각선 원소들이 1을 갖는 

PSD(Positive Symmetric Definite)행렬이고, 는 상관계수행

렬 와 자유도 를 갖는 다변량 Student’s t-분포함수라고 

하자 .

⋯


∞


⋯

∞






 



  




 










다변량 Student’s t-Copula는 다음과 같다.

⋯    
⋯



3.3.2  Archimedean copula
Archimedean copula는 다음과 같이 정의한다(Genest and 

MacKay, 1986).

  ⋯   
⋯

는 copula의 생성자(generator)라고 부르는 함수로 모든 

≤ ≤ 에 대하여  ,  ′ , 그리고 ″  
을 만족한다.

Table 1.  Archimedean Copula

Family Generator Parameter tail index

[Frank]
(1979)

 

 
∞∞ no tail index

[Clayton]
(1978)

     
 

[Gumbel]
(1960)

 ≥   
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3.3.3  Extreme Value Copula
극단값 copula 는 다음과 같은 관계를 만족한다.

 ⋯   ⋯   ∀   ∈ 

극단값 Copula 에서 서로독립인 확률변수 와 의 

(   ⋯) 순서쌍(  )를 추출했다고 가정한다. 그리

고 각 확률변수들의 최대값을  ⋯  ,  
⋯으로 정의하면, 극단값 Copula 는 임의 순서

쌍()과 관련된 Copula함수가 된다. 이는 max-stability 
성질이라고 하며 다음의 식으로 표현될 수 있다(Joe, 1997, 
p.175).

  
 

∙는 의존함수(dependence function)이며 에 속하는 

모든 에 대해서  ≤≤ 을 만족하는 Convex 
function을 의미한다. 극단값 Copula 는 아래와 같이 ∙

에 따라 정의되어진다. 그리고   
인 위쪽 꼬리의존

지수만 존재한다.

[Gumbel copula (1960)]

   

  ≥ 

[Galambos copula (1975)]

  

  ≤  ∞

[Husler and Reiss copula (1987)]

  












   ≤ ≤∞









 




 

[BB5 copula (Joe, 1997)]

      


     ≥ 

3.4  Copula 함수의 추정

Copula 함수의 추정은 각 한계분포함수의 모수벡터 
(   ⋯ )및 의존관계를 나타내는 Copula함수 모수벡터 

를 추정하는 것으로서 일반적으로는 두 모수벡터들을 동시

에 추정하는 방법(MLE : Maximum Likelihood Estimation)을 

고려해볼 수 있으나, 추정해야할 모수의 개수가 많아지는 경

우 계산 상 효율적이지 못하다는 지적 때문에 2단계 추정법

(IFM : Inference Functions for Margins)을 많이 사용한다. 먼저 

Marginal 분포 의 모수벡터()를 최우추정한 후,

 = argmax  = argmax 




  

(  ⋯  : 번째 한계분포를 추정하는데 사용되는 표본)

주어진 하에서 의존관계를 나타내는 Copula 모수벡터( )
를 최우추정한다.

 = argmax 

= argmax 




   ⋯    

일반적으로 MLE와 IFM추정치는 서로 같지 않지만 IFM은 

MLE과 비교할 때 효율성을 갖는 것으로 알려져 있다(Joe, 
1997). 추정해야할 모수의 개수가 증가할수록 많은 추정시간

을 소요하는 MLE보다는 IFM의 유용성이 크게 된다.

3.5  적정 Copula 함수의 선택

적정 Copula는 실증 Copula와 모수적 Copula의 차이를 제곱했

을 때, 그 값이 최소화되는 Copula를 적정 Copula로 선택하는 방

법이다. 여기서 실증 Copula는 다음과 같이 정의한다(Deheuvels, 
1978).
 ≤  ≤⋯≤,  ≤  ≤⋯≤인 순서통계

량에 대하여 실증 copula   는 점

 

 에서 이 무한히 

커질 때, 다음과 같이   에 수렴한다(     ⋯ ).

 

 

   
 




 ≤   ≤  →

뿐만 아니라, Bayesian 방법에 근거한 정보기준을 이용하여 

적정한 Copula를 선택하기도 한다(Ralph S. Silva and Hedibert 
F. Lopes, 2007).

step1 : 한계분포함수(  )를 이용하여 관측치들(  )을 

균일분포로 변형시킨다. 
  

step2 : 다음의 우도함수를 최대화하는 Copula 함수의 모수벡

터를 찾는다.

=argmax   




  

step3 :  최소가 되는 AIC를 선택한다.
  ×(log-likelihood),  : 모수의 개수

실제로는 위에서 언급하지 않은, 여러 가지 적정 Copula 검
정 방법들이 존재한다. 하지만 각 방법들마다 장․단점들이 
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Figure 4.  평균초과함수(KOSPI, DJIA)

뚜렷하고 더욱이 검정 결과들이 실증분석에 사용되는 자료에 

크게 의존하기 때문에 어떤 검정 방법이 통계적으로 가장 오

차가 적고, 검정력이 가장 높은지 완벽한 해결책을 제시해주

지는 못한다. 이에 본 연구에서는 두 번째 방법으로 제시한 정

보기준(AIC)에 의한 선택방법을 적정 Copula 함수의 선택기준

으로 사용한다.

4.  실증 분석

본 연구에서는 한국 종합주가지수(KOSPI)가 미국 다우존스산

업지수(DJIA), 그리고 중국 상해종합지수(Shanghai Composite 
: S.C.)와 갖는 극단적 의존관계를 분석하기 위해 626거래일

(2003년 1월 3일∼2007년 9월 20일)동안의 일별 종가를 수집

하였다. 그리고 KOSPI와 DJIA, KOSPI와 Shanghai Composite
를 차례대로 동일한 방법으로 분석하였다. 
우선 체계적인 위험으로 변동성이 커지는 관심구간을 설정

하였다(2007년 7월 25일∼2009년 20일). 하지만 이에 해당하

는 시계열자료들을 이용하는 경우 자료의 개수가 충분히 크지 

않기 때문에 추정오차가 크게 발생하고 적합도가 낮아진다는 

단점이 있다. 따라서 관심 구간 전까지의 극단적 의존관계와 

관심 구간을 포함하는 현재까지의 극단적 의존관계를 비교함

으로써 관심 구간에서의 영향을 간접적으로 파악하고자 한다.

03.01.03∼07.07.24 03.01.03∼07.09.20

KOSPI DJIA case 1～1 case 1～2*

KOSPI S.C. case 2～1 case 2～2

(주) 이하는 case 1～2*를 중심으로 분석하였으며 다른 case 역시 동일
하게 수행하였음.

4.1  자료의 기초통계량 분석

각 지수의 일별 종가는 불안정적 시계열이므로 로그차분을 

통해서 안정적 시계열로 바꾸었다.
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Figure 2.  일별수익률 및 변동성(KOSPI, DJIA)

체계적인 위험으로 인하여 변동성이 극단적으로 높아지는 

구간을 찾기 위해 수익률의 변동성을 GARCH(1, 1)으로 모형

화하여 비교하였다. <그림 2>에서 볼 수 있듯이 2007년 3분기 

이후에서 상호간의 변동성이 급격하게 증폭되는 것을 확인할 

수 있다. 
실제 자료들이 따르는 분포 모양을 추정하기에 앞서 정규성 

검정을 시행한다. 실제 자료들은 비대칭적이고 두터운 꼬리를 

가진다고 알려져 있다(Embrechts, 1999). 이는 아래의 그림에

서 눈으로 직접 확인할 수 있다.

Table 2.  기초통계량(KOSPI, DJIA)

일  별 KOSPI DJIA

평  균 0.1218% 0.0517% 

표 편차 1.1417% 0.6769% 

왜  도 -0.3538 -0.3911 

첨  도 5.0812 5.3050 

JB통계량
(p-value)

122.7424* 
(0.0000)

150.6315* 
(0.0000)

Figure 3.  QQ-Plot(KOSPI, DJIA) 
*  Data is normally distributed,   : not 

  
 




∼
  : sample skewness,  : sample kurtosis

<그림 3>은 QQ-Plot으로서 이론적 정규분포의 분위수(축)
에 대한 실제 자료의 분위수(축)를 비교하는 방식인데, 실제 

자료들이 45°선 주변에 가깝게 분포할수록 정규분포에 적합하

다는 것을 의미한다. 그런데 실제로는 양쪽 꼬리부분으로 갈

수록 실제 자료와 45°선의 이탈 정도가 높아지는 것을 확인할 

수 있고 따라서 전통적인 방법, 즉 개별 자산의 수익률 분포를 

정규분포로 가정하는 것은 위험을 측정하는데 큰 오차가 발생

할 수 있음을 암시한다.

4.2  POT-Copula분석

4.2.1  POT분석

개별 자산 수익률의 극단치 분포를 모형화하기 위해 POT방
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법을 적용한다. 여기서는 임계치 를 설정하는 것이 중요하

다. 임계치를 추정하는 다양한 방법의 선행 연구들에서는 주

로 평균초과 함수와 Hill 그래프를 이용한다. 본 연구에서도 두 

가지의 방법을 조화시켜 임계치 를 설정하였다. 평균초과 함

수의 경우 양(+)의 기울기를 가질 때 GPD와 같은 극단치 분포

를 따른다고 볼 수 있다.

Threshold

E
st

im
at

e 
of

 x
i

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

-1
.5

-1
.0

-0
.5

0.
0

0.
5

56 36 23 11  8  4  3

Percent Data Points above Threshold

S1, lower tail

Threshold

E
st

im
at

e 
of

 x
i

0.0 0.5 1.0 1.5

-0
.8

-0
.4

0.
0

0.
4

53 39 30 16  6  2

Percent Data Points above Threshold

S2, lower tail

Threshold

E
st

im
at

e 
of

 x
i

0.5 1.0 1.5 2.0

-0
.6

-0
.2

0.
2

0.
6

50 31 23 15  7  4

Percent Data Points above Threshold

S1, upper tail

Threshold

E
st

im
at

e 
of

 x
i

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-1
.5

-1
.0

-0
.5

0.
0

0.
5

51 39 28 15 10  6  3  2

Percent Data Points above Threshold

S2, upper tail

Figure 5.  Hill 그래프(KOSPI, DJIA)

하지만<그림 4>를 보면 임계치를 명확하게 정의하기 힘들

다. 따라서 <그림 5>를 통해서 꼬리모수()가 안정적으로 움직

이기 시작하는 부분을 동시에 고려하여 <표 3>과 같이 임계치 

를 정하도록 한다.

Table 3.  임계치의 결정

KOSPI DJIA

upper lower upper lower

threshold + 1.21% -0.61% + 0.82% -0.71%

%of data 13.16% 20.06% 9.47% 10.75%

임계치를 반영하여 반모수적방법으로 GPD의 꼬리부분을 

추정하고 적합시킨 결과는 다음의 <표 4>와 같다. GPD모수를 

아래와 같이 추정하고 실제 자료를 추정된 분포함수에 적합 

시킨 결과 대부분의 자료들은 <그림 6>에서 보듯이 실선에 잘 

분포하고 있음을 알 수 있다.

Table 4.  GPD 모수의 추정

KOSPI DJIA

upper lower upper lower

 0.0342 -0.1447 -0.1254 -0.0240
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Figure 6.  의 분포함수(左․上)와 밀도함수(右․上)
잔차에 대한 산점도(左․下)와 QQ-plot(右․下)

4.2.2  Copula분석

<그림 7>은 각 국가 간 지수 수익률을 산점도로  표시한 것

이다. 

Figure 7.  수익률 산점도(KOSPI, DJIA, S.C.)

각 수익률 간 산점도는 극단적인 양의 수익률 부분과 왼쪽 

하단의 극단적 음의 수익률 부분이 일반적인 타원형분포의 모

습과는 상이한 것을 확인할 수 있다. 이는 극단적 움직임들이 

상호 의존관계를 갖고 있음을 암시한다. 따라서 POT방법으로 

추정한 각각의 한계분포들과 의존관계를 반영하는 Copula함
수를 이용하여 결합분포함수를 추정할 것이다.

Table 5.  실증 분석에 사용할 Copula 함수의 종류

Elliptical Archimedean Extreme Value

Gaussian
Student’s t

(1) Frank
(2) Clayton
(3) Gumbel

(4) Galambos
(5) Husler-Reiss
(6) BB5
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Gaussian Copula 함수의 경우에는 모형에 적용하기는 쉬우

나 꼬리의존지수가 0으로 측정되기 때문에 적합하지 않다. 
Student’s t-Copula의 경우에는 자유도 가 작을수록 두터운 꼬

리를 표현할 수 있지만 왼쪽과 오른쪽 꼬리의 비대칭성을 반

영하지 못하는 단점이 있다. 하지만 Archimedean Copula함수

는 위의 Elliptical Copula함수에 비해 훨씬 복잡하지만 생성자 

함수 와 Copula 모수에 따라 비대칭성과 상호 간 의존정

도를 반영할 수 있는 다양한 형태를 가진다. 그리고 Extreme 
Value Copula는 극단치분포를 설명하는데 유용하다고 알려져 

있다. 따라서 본 연구에서는 실증 Copula함수를 잘 설명할 수 

있는 적정 Copula를 선정하기 위해서 <표 5>에서 제시한 

Archimedean Copula 함수((1)∼(3))와 Extreme Value Copula 함
수((3)∼(6))만을 고려하고자 한다.
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Figure 8.  실제자료에 근거한 결합밀도 함수의 

          조감도 및 등고선(KOSPI, DJIA)

<그림 8>은 한국과 미국지수에 대한 결합밀도 함수와 그의 

등고선을 나타낸 그림이다. 양쪽 꼬리 부분의 봉우리가 높은 

것은 상호 간 극단적인 움직임이 높음을 의미하는 것이며 선

형 상관관계를 통한 의존관계의 설명이 적절하지 않음을 알 

수 있다. 따라서 위의 결합밀도함수를 가장 잘 적합할 수 있는 

Copula 함수를 찾아내고 꼬리의존지수를 분석함으로써 체계

적인 위험에 대한 극단적 의존관계의 영향을 파악할 수 있다.

4.2.3  결과 분석

Figure 9.  KOSPI/DJIA(左), KOSPI/S.C.(右)의 최우추정치(上), 
AIC검정값(下)

KOSPI와 DJIA는 Extreme Value Copula를 선택한 경우 (3)∼
(6), KOSPI와 S.C.는 Archimedean Copula를 선택한 경우 (1), 
(2) 최우추정치의 값이 높아지고 AIC값이 낮아진다. 즉 KOSPI
와 DJIA는 극단적인 움직임에 의해서, KOSPI와 S.C.는 비대칭

적인 움직임에 의해서 결합밀도함수가 잘 표현되어짐을 의미

한다. 특히 각각은 Husler-Reiss Copula(5), Clayton Copula(2)가 

적정 Copula로 선정되었는데 실제로 KOSPI와 S.C.의 가장 적

합한 Copula함수로 선택된 Clayton Copula는 비대칭적이고 음

(-)의 극단적 의존관계가 양의 극단적 의존관계보다 큰 성질을 

갖는 것으로 알려져 있다(Kjersti Aas, 2004).

Figure 10.  KOSPI/DJIA 꼬리의존관계의 변화

(검은 실선 : (-)꼬리의존지수, 회색실선 : (+)꼬리의존지수)

Figure 11.  KOSPI/S.C. 꼬리의존관계의 변화

KOSPI와 DJIA간 음의 꼬리의존지수는 체계적 위험이 발생

하기 이전의 경우보다 전체 구간에 대한 꼬리 의존지수가 약 

3.06%P 증가하였고, 양의 꼬리의존지수는 약 1.85%P 증가한 

것으로 나타났다. 하지만 KOSPI와 S.C.간 음의 꼬리의존지수

는 1.30%P, 양의 꼬리의존지수 1.21%P 증가한 결과를 나타냈

다. 실제로 체계적 위험이 발생한 관심 구간의 극단적 의존관

계는 기간을 반영한 선형보간법을 이용하여 간접적인 방법으

로 구하였다. 그 결과는 다음의 <표 6>과 같다.

Table 6.  기간 별 꼬리의존지수의 추정

2003.01.03
∼2007.07.24

2003.01.03
∼2007.09.20

2007.07.25
∼2007.09.20

KOSPI
DJIA

 24.6476% 27.7087% 75.0741%
 24.6415% 26.4876% 55.0550%

KOSPI
S.C.

 1.2525% 2.5451% 22.5460%

 0.0869% 1.2970% 20.0211%

5. 결  론

위험관리자는 시장 충격으로 인한 양 시장의 영향 관계를 검

증하기 위해서 전체 자료에 대한 선형 상관정도가 아닌 극단

적인 값들 간 의존정도를 파악하는 것이 중요하다. 체계적인 

위험이 발생했을 경우에는 수익률의 변동성이 증폭되고 꼬리

의존정도 역시 상당히 강해지는데 특히 음의 수익률 간 꼬리
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의존관계가 양의 수익률 간 꼬리의존관계보다 높게 측정된다. 
이러한 현상은 한국과 중국시장 간의 관계에서 더욱 명확하게 

나타나고 Clayton Copula 함수를 통해 모형화가 가능하였다. 
반면에 한국과 미국시장은 Husler-Reiss Copula에 의해 잘 설명

되어짐을 알 수 있다. 
꼬리의존지수는 극단적 수익률이 같은 방향으로 움직일 극

한확률, 즉 동조화의 정도로 해석할 수 있으므로 한국과 중국

시장의 동조화는 미국과 동조화할 확률보다 낮은 수준으로 측

정되긴 하였으나 증가폭은 미국과의 경우보다 훨씬 크다고 결

론을 내릴 수 있다. 하지만 이를 근거로 중국과의 동조화가 강

해지고 미국과의 탈동조화가 진행되고 있다고 주장하는 것은 

무리가 있다. 동조화의 신호는 극단적 수익률의 움직임 뿐만 

아니라 펀더멘털(기본적인 내재 가치를 나타내는 국가 기초 

경제 여건)측면에서 고려해야할 사항이 더 많기 때문이다. 즉 

펀더멘털에 기초한 극단적 움직임의 동조화를 모형화할 수 있

다면 효율적인 자산배분을 통한 포트폴리오를 구성할 수 있고 

체계적인 위험을 관리할 수 있을 것이다.
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