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입력신호의 상관도가 높은 신호처리 응용에서 부밴드 인접투사 (Subband Affine Projection： SAP) 알고리즘과 스텝사 

이즈 조정은 LMS형 (Least Mean Square-type) 알고리즘이 갖는 느린 수렴속도와 큰 정상상태오차를 개선할 수 있는 

좋은 해결책이다. 본 논문은 가변 스텝사이즈를 사용하는 부밴드 인접투사 알고리즘을 제안한다. 제안한 방법은 부밴 

드 구조의 인접투사 알고리즘과 스텝사이즈 조정을 결합함으로써 적은 계산량으로 빠른 수렴속도와 작은 정싱상태오차 

를 얻을 수 있다. 높은 상관도를 갖는 입력신호에 대한 실험을 통해 제안한 방법이 기존 방법에 비해 우수함을 보인다.

핵심용어: 적응 필터, 부밴드 필터링, 인접투사 알고리즘, 가변 스텝사이즈

투고분야: 음향 신호처리 분야 (1.2)

In signal processing applications with highly correlated input signals, subband affine projection algorithm 

and step size controlling is a good solution for improving the slow convergence rate and large computational 

complexity of LMS-type algorithms. This paper proposes a subband affine projection algorithm using a 

variable step size. The proposed method achieves fast convergence rate and small steady-state error with a 

small computational complexity by combining the SAP and step size controlling in a subband structure. 

Experimental results on highly correlated input signal show that the proposed method is superior to the 

conventional methods.

Key words" Adaptive filter, Subband filtering, Affine projection algorithm, Variable step size

ASK subject classification： Acoustic Signal Processing (1.2)

I.서론

인접투사 (Affine Projection： AP) 알고리즘은 NLMS 

(Normalized Least Mean Square) 의 일반형이며 음성 

과 같이 상관도가 큰 입력신호에 대해 LMS형 알고리즘 

이 갖는 느린 수렴속도 문제를 해결할 수 있다는 사실은 

잘 알려져 있다 [1, 2], AP 알고리즘의 수렴속도는 높은 

투사차원을 사용함으로써 개선될 수 있다. 그러나 AP 적 

응필터의 계수 갱신을 위해서 데이터 행렬의 역행렬 연 

산을 필요로 하며 이러한 행렬은 투사차원에 의존하는 

크기를 가지므로 투사차원의 증가는 많은 계산량을 발생 

시킨다. 또한 높은 투사차원은 AP 적응필터의 정상상태 

오차를 증가시킨다 [3, 4], 따라서 낮은 투사차원을 사용 

하여 AP 알고리즘의 수렴속도, 계산량, 그리고 정상상
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태오차 성능을 개선할 수 있는 방법이 필요하다. 

Pradhan은 [5]에서 다위상 분해, 노블 아이덴티티, 그리 

고 임계 데시메이션을 사용하여 전밴드 구조와 등가 

(equivalent) 인 새로운 부밴드 구조를 제안하였다. 

Pradhan의 부밴드 구조는 에일리어싱 문제와 추가 계산 

량 없이 LMS형 알고리즘의 수렴성능을 개선할 수 있다. 

⑹는 주파수 영 역해석을 통해 [5]의 부밴드 구조가 안정 

적이며 낮은 정상상태오차를 가질 수 있음을 보였다. 이 

부밴드 구조에서는 다위상 분해와 노블 아이텐티티의 적 

용은 각각의 부밴드에서 전밴드 적응필터에 비해 작은 

길이의 적응 부필터 (subband adaptive subfilter)를 사 

용을 가능하게 한다. 또한 신호를 부밴드 분해함으로써 

입력신호의 동적 스펙트럼 영역 (dynamic spectral 

range) 은 줄어들어 입력신호의 상관행렬 (corration 

matrix) 의 고유치 분포 (eigenvalue disparity)가 1에 

가깝게 되어 적응필터의 수렴속도는 개선된다. 그러나 

Pradhan의 부밴드 구조에서 AP 알고리즘의 사용은 서
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로 다른 부밴드 적응필터 출력간의 교차항의 발생으로 

적응필터 계수 갱신식 유도에 어려움이 있다. [7, 8]에서 

교차항이 제거된 부밴드 AP (Subband AP： SAP) 알고 

리즘이 소개되었으며 부밴드 분해 수가 증가함에 따라 

적응 부필터 길이와 SAP 알고리즘의 투사차수가 감소할 

수 있을 보였다. ⑻의 SAP는 기존의 전밴드 AP에 비해 

적은 계산량으로 수렴속도를 개선할 수 있다.

LM把형 알고리즘과 AP 알고리즘의 수렴속도와 정상상 

태오차는 스텝사이즈 (step size)의 크기에 의존하며 스 

텝사이즈의 크기를 조정함으로써 빠른 수렴속도와 작은 

정상상태오차를 얻을 수 있다. 지난 수 십년 동안 LMS 

형 알고리즘의 스텝사이즈 조정을 위한 다양한 방법과 

그 해석이 이루어졌다 [9, 10]. 최근엔 적응필터가 최적 

상태 (optimal state)로 접근한 정도를 기준으로 AP 알 

고리즘의 스텝사이즈를 조정하는 방법이 발표되었다 

[11],

본 논문에서는 SAP와 가변 스텝사이즈 (variable 

step size)를 부밴드 인접투사 (VS-SAP) 알고리즘을 제 

안한다. 이 알고리즘에서는 계수오차벡터를 이용한 가변 

스텝사이즈를 유도하여 SAP에서 스텝사이즈 조정이 가 

능하게 함으로써 빠른 수렴속도와 함께 작은 정상상태오 

차를 얻을 수 있다. 제안한 VS-SAP 알고리즘은 임계 데 

시메인션, 다위상 분해, 그리고 노블 아이덴티티를 적용 

함으로써 계산량이 감소한다. 제안한 VS-SAP의 수렴성 

능과 계산량은 가변 스텝사이즈를 사용하는 전밴드 AP 

에 비해 우수하다.

AM =

義o(n) -&o(n) 瓦u)o(n)

-Xh(n) …，〔淑—i)i(n)
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여기서 以沥은 부밴드 분해된 원하는 신호와 입력신 

호의 차로서 e&i)=qS)-%S) 이다.

식 ⑴에서 口는 스텝사이즈이고 식 (4)와 식 ⑸에서 

叫와 4는 각 부밴드에서 적응 부필터의 길이와 투사차 

원이다. 부밴드 적응필터 구조에서 각 부밴드의 적응필 

터 길이 乩 와 투사차원 ps 를 전밴드 적응 필터의 길이 

N、투사차원 尸와 비교하였을 때 N，=NlM。、고 

Ps =尸/〃의 관계를 갖는다 [7, 8]. 식 ⑹에서 AtMAM 
에 통계적 평균 (expectation)을 취했을 때, 비대각 

(off-diagonal) 성분들은 샘플 상호상관 (sample cross- 

correlation)들의 합으로 구성되므로 샘플 자기상관 

(sample auto-correlation)들로 구성되는 대각 (diagonal)

표 부밴드 인접투사 알고리즘

그림 1은 일반적인 적응 시스템 식별 모델에 다위상 

분해와 노블 아이덴티티를 적용하여 재구성한 M-부밴 

드 적응 시스템 식별 모델이다 [5], 은 분해필터이 

며, %(n)은 입력신호의 부밴드 성분이다 그리고 以商 

는 솎음과정 율이 M임을 의미한다 적응필터의 다위상 

성분，急)=岛(/)+厂頌邪)+...+ Z宀岛 t(Z”) 와 같 

이 표현 될 수 있다 [13]. M-부밴드 구조에서 전 밴드 

적응필터의 다위상 성분인 적응 부필터의 계수는 다음과 

같은 SAP 알고리즘에 의해 갱신된다 [8],

S3+1) = S3) +阳4(a)<0T(n)瓦") (1)

여기서 S(n) = [sf(n) sf(n) … s金顼“)]' (2)
Fig. 1. System identification model for subband adaptive filter for 

the M band case.



기변 스텝사0曰 이용한 부밴드 인접투사 알고리즘 71

성분에 비해 매우 작은 값을 가지므로 식 ⑹과 같은 근 

사가 가능하다 [12],

HL SAP를 위한 스텝사아즈 조젱방법

SAP에서 스텝사이즈를 조정하기 위해 최적 계수벡터 

S*와 적응필터 계수벡터 S(n) 와의 차인 風n) = S*-S(n) 

로 정의되는 계수오차벡터를 사용하여 식 ⑴을 이용, 계 

수벡 터오차의 평균자승편차 (mean square deviation： 

MS。를 다음과 같이 구할 수 있다

X II 瓦n + 1) II 2}一耳 II S(n) II 2}

=〃2瓦归伯"页T(n)瓦沥} ⑻

一2必{夢”(沥矿％)』％)風n)}

=-△(")

△ (“)= - i^E{ET(n)^~\n)E^n)}
f (Q)

+ 2函石，(n)页 T(n)4「(n)，S(n)}

식 ⑼는 2차 형식의 오목함수 (concave function)이 

기 때문에 △ 3)가 최대가 되도록 하는 〃를 선택함으로써 

MSD를 최소화 할 수 있다. 이 러한 결과로부터 시간 几 에 

서의 최적 스텝사이즈는 식 ⑼의 경사 (gradient)를 0으 

로 함으로써 다음과 같이 구할 수 있다.

疽=瓦氏％2)页虱厲}

식 ⑴에서 측정잡음을 포함하고 있는 오차벡터는 다 

음과 같이 쓸 수 있다.

瓦 n) = A TMS*-AT(n)S(n) +z(n)

=AT(n)S(n) + z(n)

여기서 z(n) 은 분산 寸를 갖는 백색 가우시안 

(Gaussian) 측정잡음이다. 입력 데이터 행렬 n(n)이 통 

계적으로 z(n)와 독립이고 과거 잡음에 대해 風沥 의 의 

존성 (dependency)를 무시할 수 있다고 가정하면 

E{Er(n)0T(n)E(n)}는 다음과 같이 다시 표현할 수 있 

다 [1U.

前負")0T(沥研“)}

=£^[STMA(n) +zT(n)]^^1(n)[A T(n)S(n) +z(n)]}

=E(STMA(n)$~1(n)AT(n)ST(n)} (⑵

=域 II 吏(n) I! ；}+o红r{E匝T(n)]}

식 (12)를 이용하여 식 (10)의 최적 스텝사이즈는 다음 

과 같이 근사화 된다 [11],

*6)= 就 II 顷R)H 3____________

“n即顷n)盾+以戏矿嵐)}] (13)

여기서

耳 II S(n) II ^}=£：{ srMA(n)^1(n)ATMST(n)} (14)

S(n)0T(n)』r(n)이 입력 데이터 행렬이 생성 (span) 

하는 치역공간 (range space) 7?“}로의 투사행렬임을 

고려하여 从沥 =血沥0「1(沥42饥)風?1)로 정의하면 다음 

식이 만족된다.

II pM II 2 = STMA(n)^~1MA T(n)A(n)^~1(n)A T(n)SM (0

식 ⑹을 이용하면 식 (15)는 다음과 같이 표현된다.

E(\\pM H2) = Eis^MAM^MA r(n)5tn)} (16)

기대치 (expectation) 대신에 시간 평균치 (time average) 

로 추정된 讯n)을 사용하여 식 (13)의 최적 스텝사이즈 

를 다음과 같이 구할 수 있다

江 M =--------- 2 11 pM 112-------------- (17)

II pM II +公7札미评%)}]

여기서 pM = ap(n-1) + (1-a)A(n)^~1 (n)^n) 로 추 

정되며, a는 완화인자 (smoothing factor)로서 0 w avi 

이다 [11].

식 (17)을 사용하여 식 ⑴로부터 가변 스텝사이즈를 

사용하는 부밴드 인접투사 알고리즘 (VS-SAP)을 다음 

과 같이 얻을 수 있다.

Mn + 1) =S(n) +/i(n)^4(n)^~1(n)Er(n) (18)

认箱=卩，max
II p(n) II 2

II p(n) li 2 + C
(19)
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표 1. 계산량 비교

Table 1. Comparison of the computational complexity.

Algorithms
Multiplications/ 

iterations

Multiplications / 
iterations for 

N= 1024, 
L= 64, 
P=8

Fullband AP 尹 12 노 3NP1 노 NP*N 54,304

F 니 llband
VS-AP 旳 2 + 3NP，+(7V+ 3 )P"V+1 54,317

The proposed 
VS-SAP

P이(2•必3) + N啟 M* 1 〃豚
+ 海尸+M+1) 세妒+ 3 (功面 + 2"； + ] -4,100

The proposed 
VS-SAP 
(巳=1)

3N+户(2£+5)+1 3,605

여기서 C•는 입력신호와 잡음신호의 전력비인 

"刑硏0-%)}]와 관련 있는 양의 정수이며 

(、MPJN*SNR로 근사될 수 있다 [11], 그리고 而)은 0 

와 国淄사이의 값을 갖으며 제안한 알고리즘의 안정성을 

보장하기 위한 스텝사이즈의 크기는 다음과 같은 영역에 

있어야 한다 [10, 11],

0 < 认n) < /临《 < 2 (20)

제안한 VS-SAP는 식 (17) ~ 식 (19)로 표현되며 적응 

필터의 계수 갱신 및 최적 스텝사이즈를 찾는데 필요한 

계산량을 표 1에 나타내었다. 계수 갱신과 스텝사이즈 

가변 시 요구되는 역행렬 연산은 standard LU 분해 

(O3/2 multiplications [14], 여기서 O는 정방행렬의 크 

기이다.)를 사용하여 수행하였다. VS-SAP의 적응필터 

계수 갱신과 최적 스텝사이즈를 찾기 위한 계산량은 적 

응필터에 다위상 분해와 노블 아이덴티티를 적용함으로 

써 전밴드 방법에 비해 감소된다. 알고리즘에 사용되는 

각 파리미터가 7V=1024,Z=64,M=4, P=8라 가정할 

때, 제안한 방법의 계산량은 전밴드 VS-AP 알고리즘에 

비해 약 92% 감소하게 된다. 일반적으로 AP 알고리즘은 

필터길이가 긴 음향반향제거나 능동잡음제거 등에 응용 

되므로 가정한 파라미터 값은 타당하다고 볼 수 있다.

IV. 실험 및 결과고찰

제안한 VS-SAP 알고리즘의 수렴속도와 정상상태오 

차 성능을 평가하기 위하여 그림 1의 시스템 식별 모델 

환경에서 컴퓨터 시뮬레이션을 행하였다. 부밴드 분해를 

위해 분해필터로 코사인 변조 필터 (cosine modulated 

filter banks) [⑵를 사용하였고 차단대역과 통과대역의

비가 거의 유사하도록 밴드 수가 증가할수록 긴 길이의 

분해필터를 사용한다. 그림 1의 미지 시스템은 임의로 

선택된 길이 32인 FIR 필터이고 입력으로 SNR = 3曲B 

인 K= 1, 4차 AR (Auto-regressive processor)를 사용 

하였는데 각 AR 프로세서의 계수는 AR(1) = [1 0.9], 

AR ⑷ = [1 0.999 0.99 0.995 0.9]이다. VS-AP와 

VS-SAP에서 스텝사이즈의 최대값은 1을 사용하였고. 

고정 스텝사이즈를 사용하는 전밴드 AP의 경우 p, = 0.1 

을 사용하였다. 각각의 실험 결과는 100회 이상의 독립 

된 입력에 대한 앙상블 평균 (ensemble average)이다. 

그림 2는 동일한 투사차원을 갖는 전밴드 AP, 전밴드 

VS-AP, 그리고 M=2 VS-SAP의 시스템 계수오차 

(system misalignment) 성능을 나타낸다. 각 알고리즘 

에서 투사차원은 户=4 =4를 사용하였다. 스텝사이즈 

조정을 위해 사용되는 파라미터로 VS-AP와 VS-SAP를 

위해 a = 0.99, C= 1.0X1"를 선택하였다. 그림 2 a)는 

AR ⑴ 입력, 그림 2 b)는 AR (4) 입력신호에 대한 결과 

로서 제안한 VS-SAP의 수렴속도 및 정상상태오차 성능 

이 기존 방법에 비해 우수함을 알 수 있다.

FuBbend AP(h너＞.1, P=4)
~®~ FuHbmd , Ps4)
Y- Fu9bMdVSAP( ^=1,^4,0^.001)
+ Mr2 PK^iosed VSSAI^ ps：1,Ps=4, CM1.001)
-a I빎！MPrGa・dVS$AP( |H"B*q0g。
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그림 2. 갈은 투사차원에 대해 추정된 시스템의 계수오차

Fig. 2. Misalignments of the systems estimated by each 
algorithm with the same projection order.
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그림 3은 밴드 수 M과 부밴드 투사차원 Ps 에 따른 수 

렴속도와 정상상태오차 성능을 비교한 결과이다. vs- 

AP와 VS-SAP의 스텝사이즈 조정을 위해 파라미터는 

a = 0.99, C= 1.0x10-4를 선택하였다. 제안한 VS-SAP 

에서 부밴드 수가 증가함에 따라 부밴드 투사차원 4,는 

뫼M로 감소한다. 전밴드 AP와 VS-AP의 투사차원은 

牛 4이고, 제안한 VS-SAP의 투사차원은 M=2, 4에 대 

해 각각 户, =2, 1이다. 그림 3 a)는 AR ⑴ 입력 그리고 

그림 3 (b)는 AR (4) 입력에 대한 결과로써 가변 스텝사 

이즈를 사용하는 VS-SAP 알고리즘과 VS-AP 알고리즘 

은 고정 스텝사이즈를 사용하는 AP 알고리즘에 비해 우 

수한 수렴속도를 보인다. 그림 2와 그림 3의 결과에서 

입력신호의 상관도가 클 때 제안한 방법의 수렴성능 개 

선효과가 보다 잘 나타남을 알 수 있다. 그림 2 (b) 에서 

제안한 방법은 VS-AP와 동일한 투사차원을 가지므로 

수렴속도가 개선되지만 계산량 또한 증가하게 된다. 그 

러나 그림 3 (b)에서 제안한 방법은 VS-AP에 비해 작은

a) AR(1) input signals

투사차원(4〈尸)을 사용함에도 불구하고 부밴드 분해 

에 의한 신호의 백색화 (whitening)효과로 성능 저하는 

없으며 VS-AP보다 적은 계산량을 필요로 한다. 따라서 

제안한 방법은 기존 방법에 비해 효율적임을 알 수 있다 

또한, 그림 3에서 〃=4, 4=1인 경우 각 부밴드에서 

적응필터의 계수 갱신식은 NLMS 알고리즘과 유사한 형 

태를 갖는다. 즉, 충분한 부밴드 분해 0诺XP,)를 하게 

되면 VS-SAP과 NLMS의 계수 갱신식은 유사한 형태가 

된다. 따라서 제안한 VS-SAP는 부밴드 수를 늘림에 따 

라 감소하는 입력데이터 행렬과 오차벡터의 크기로 계수 

갱신 및 스텝사이즈 조정을 위한 계산량은 현저하게 감 

소하므로 다른 알고리즘에 비해 효율적이다.

V. 결 론

가변 스텝사이즈를 사용하는 부밴드 인접투사 알고리 

즘을 제안하였다. 제안한 VS-SAP 알고리즘은 기존 방 

법들과 비교할 때 수렴속도와 정상상태 오차면에서 좋은 

성능을 보인다 부밴드 분해 수가 증가함에 따라 적응필 

터 차수와 투사차원은 감소하므로 투사차원 만큼 부밴드 

분해를 할 경우 VS-SAP는 NLMS와 비교할 만큼 단순 

한 형태가 된다. 또한 낮은 샘플링 율 (sampling rate) 

의 사용으로 프로세싱 (processing) 비용을 절감할 수 

있다. 그러므로 제안한 방법은 입력의 상관도가 매우 높 

은 적응 신호처리 응용에서 알고리즘 성능 및 구현 측면 

에서 매우 좋은 해결책이 될 수 있다. 시뮬레이션 결과 

에서 제안한 방법의 이론적 결과와 개선된 성능을 확인 

하였다.

그림 3. 감소한 부밴드 투사치원을 사용하는 VS-SAP의 시스템의 계수오차 

Fig. 3. Misalignments of the VS-SAP with the reduced subband 
projection order.
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