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ABSTRACT

This paper describes a multiresidual approximation method for scattered volumetric data modeling. 
The approximation method employs a volumetric NURBS or VNURBS as a data interpolating function 
and proposes two multiresidual methods as a data modeling algorithm. One is called as the residual 
series method that constructs a sequence of VNURBS functions and their algebraic summation pro­
duces the desired approximation. The other is the residual merging method that merges all the 
VNURBS functions mentioned above into one equivalent function. The first one is designed to con­
struct wavelet-type multiresolution models and also to achieve more accurate approximation. And the 
second is focused on its improvement of computational performance with the same fitting accuracy for 
more practical applications. The performance results of numerical examples demonstrate the usefulness 
of VNURBS approximation and the effectiveness of multiresidual methods. In addition, several graphi­
cal examples suggest that the VNURBS approximation is applicable to various applications such as sur­
face modeling and fitting problems.
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1.서 론

분산형 볼륨 데이터를 수학적 표현식 혹은 절차적 

알고리즘 등으로 표현하려는 시도는 여러 관련 분야 

에서 오래 전부터 진행되어 왔다. 여기서 분산형 데이 

터란 구조화된 규칙적 배열을 가진 격자형 형식이 아 

닌, 불규칙적으로 순서 없이 산만하게 분포된 형식의 

데이터를 의미한다. 그리고 볼륨 데이터란 데이터가 

존재하는 특정 위치（독립변수）에서의 속성값（종속변 

수）이 벡터 혹은 텐서 형태로 정의된 비균질 데이터를 

의미한다. 대부분의 경우 분산형 볼륨 데이터에서 데 

이터의 위치는 3차원 유클리드 공간 상에서 정의되 

며, 데이터 위치에서의 속성값은 1차원 벡터인 스칼 

라 형태로 표현된다. 즉, 유클리드 공간 玲상에서 임 

의의 데이터 위치（X成,財에서의 데이터 속성값을/ 

라 할 때, 분산형 데이터 집합 다음과 같이 나타 

낸다.

F = {（%少,分,/이（旳少,弓） e E3,/. e R}

여기서 데이터 위치에 해당하는 （%山,今）는 독립변수 

이고, 속성 값에 해당하는 f는 종속변수이다.

이러한 볼륨 데이터의 주요 획득 원천을 살펴보면, 

크게 측정 혹은 실험에 의해 획득되거나, 컴퓨터 계산 

에 의해 추출된다. 의료 분야 경우, MRI 및 CAT 스 

캐닝 장비에 의해 물체 내부 상태에 관한 정보를 사진 

측정을 통하여 획득하며, 컴퓨터 그래픽스 및 역설계 

공학에서 사용되는 3차원 스캐너 장비는 물체 외곽의 

형상 정보를 점 데이터 형식으로 추출한다. 또한 전산 

유체 분야의 경우, 다양한 수치적 계산 기법들（예, 

FEM, FDM 등）에 의해 유한 개의 노드점 위치에서 

유체 밀도, 속도, 압력 등의 계산 결과가 수치적으로 

제공된다. 이밖에 각종 측정 장치, 실험 도구 및 계산 

알고리즘 등에 의하여, 관심 영역 내부에서의 임의의 
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위치에 따른 속성값의 분포가 산만하게 추출되거나 

계산되어 사용자에게 제공된다.

이렇게 획득한 분산형 데이터는 응용 분야에 가공 

없이 직접적으로 활용될 수 있으나, 보다 의미 있는 

데이터 분석 및 가시화, 그리고 나아가 특정 작업의 

목적 달성을 위하여, 데이터 처리가 가능한 형태로의 

변환이 필요한데, 이러한 형태 변환 과정의 중추적 역 

할을 수행하는 분야가 바로 분산형 데이터 모델링 

(scattered data modeling)"，이다. 산업적 측면에서 이 

러한 분산형 데이터 모델링을 통하여 처리된 가공 데 

이터는 원래의 원시 데이터에 비하여 그 사용 목적에 

부합되기 때문에 상당한 활용 가치를 가지게 된다. 예 

를 들어, 지질학 분야에서 측정된 지질 정보로부터 등 

고선 지도를 생성할 수 있으며, 유체 분야의 경우 계 

산된 유속 데이터로부터 와류 등과 같은 특징적 유동 

구조를 탐색하고 분석할 수 있게 해준다. 결국 이러한 

특정 작업이 수행되기 위해서는 먼저 원시 데이터로 

부터 산업적 가치를 높여줄 수 있는 분산형 데이터 표 

현 모델 및 기법에 관한 연구가 필요한 것이다.

현재까지 알려진 분산형 데이터 표현 모델 가운데 

출발점 이라 언급할 수 있는 것으로 Shepard131 방식 이 

있다. 이 방식은 각 데이터의 종속변수 값인 斧와 거리 

에 반비례하는 개념의 가중치 값을 곱하고, 이들을 모 

두 합산하여, 임의의 위치에서의 종속변수 값方을 계 

산하는 방식이다. 이 방식은 데이터의 국부적 수정 

시, 이를 반영시키기 위해 모든 데이터에서의 가중치 

를 재계산해야 하는 문제점을 가지고 있다. Franke와 

Nielson은 이러한 Shepard 방식의 문제점을 해결하기 

위해 MQS(modified quadratic Shepard)回을 제시하 

였는데, 가중치 계산을 국부화시켰고, 데이터의 万값 

을 2차 다항식 기반의 가중치 최소자승법 (weighted 

least-squares method)에 의해 계산한 후 이를 사용하 

였다.

한편, 현재까지 분산 데이터 모델링 방식으로서 가 

장 활발히 연구되고 있는 표현 모델로서 RBF(radial 
basis fiinction)同가 있다. 일종의 볼륨 스플라인 

(volume spline)■以로서 주어진 데이터 점으로부터 선 

형대수 방정식을 유도하고 이로부터 미지의 계수를 

결정함으로써 표현 모델을 생성하는 방식이다. 대용 

량 데이터의 경우 유도된 선형대수 방정식의 행렬이 

정칙(nonsingular) 행렬이지만 불량조건(ill-conditioned) 
이기에 실제 계산의 경우, 매우 느리며 불안한 결과를 

보여준다. 이러한 문제점을 극복하기 위해 제안된 것 

이 CS-RBF(compactly supported radial basis func­

tion)1610] 4- 이것은 기존 RBF에서 기저함수의 영향 

한국CAD/CAM학회 논문집 제 12권 제 1 호 2007년 2월

범위를 유한하게 조정함으로써 국부적 성질을 유도하 

였고, 더불어 안정된 수치적 계산을 유도하였다. 이밖 

에 Hardy가 RBF와 유사한 multiquadratics^을 제안 

하였고, Duchon는 RBF를 기반으로 곡률에너지 최소 

화 개념의 thin plate splines®1을 제안하였다.

또 하나의 분산 데이터 모델링을 위한 표현 모델로 

서 먼저 주어진 데이터로부터 simplex 집합으로 정의 

되는 k 차원의 삼각형(k-dimensional triangulations/91 
집합을 구성하고, 각 구성요소들로부터 데이터를 보 

간하는 보간자(interpolant)를 생성하는 방식이 있다. 

여기서 대표적인 보간자 생성 기법으로 다항식 

(polynomial) 방식의 Clough-Tocher1'01, 유리 (rational) 

방식의 multivariate perpendicular interpolation1111 기 

법, 초한(transfinite) 방식의 transfinite interpolation1121 
기법이 있고, 이밖에 multivariate splines* 〕이 있다. 

이 표현 방식은 주로 FEM 분야에서 활용하는데, 기 

존 RBF 방식과 비교하여 살펴보면, RBF가 비메쉬 

(meshless) 형태의 점(Point) 중심 방식이라면, 이 방 

식은 삼각형(2차원 경우) 혹은 사면체(3차원 경우) 중 

심의 유한요소(finite element) 방식이라 말할 수 있다.

그리고, 위에서 언급한 분산형 데이터 모델링을 다 

단계 방식의 계층적 표현 구조에 의해 보다 효과적으 

로 분산형 데이터를 처리하려는 시도가 활발히 연구 

되고 있다. 가장 대표적인 표현 구조로서 다단계 방시 

으로 알려진 multilevel approximation114'171 기법이 있 

으며, 계층적 구조로서 hierarchical re^nemenim」이 기 

법이 있다. 일반적으로 데이터 표현 모델의 완만성 

(smoothness) 및 정확성 (accuracy)은 상호 배타적 관 

계에 있다. 즉, 주어진 데이터에 충실하기 위해서는 표 

현 모델의 완만성은 감소하며, 표현 모델이 존재하는 

관심 영역(공간)의 완만성을 만족시켜 주기 위해서는 

데이터의 근사 정확성은 감소하기 된다. 대부분의 경 

우, 데이터가 존재하는 관심 영역의 대상 변수는 그 

영역 내에서 완만한 분포를 가지고 있으나, 이로부터 

측정 혹은 계산된 분산 데이터는 데이터 획득 장치의 

한계 혹은 계산 알고리즘의 수치 계산적 한계 등의 이 

유로 불필요한 오차를 내재하고 있기 때문에, 위에서 

언급한 상호 배타적 문제가 발생하게 된다. 결국 이를 

극복하기 위한 부가적 알고리즘 혹은 절차들이 필요 

하며 이러한 관점에서 다단계 방식과 계층적 방식이 

등장하게 된 것이다.

한편, 표현 모델 및 처리 기법의 타당성, 유용성 등 

을 정량적으로 서술하기 위해 분산형 데이터 모델링 

분야에서 공통적으로 고려되고 있는 사항들을 살펴보 

면 다음과 같다. 참고로 아래의 논점들 가운데 가장 
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필수적인 고려 사항은 정밀도 문제이며, 가장 어려움 

을 겪고 있는 문제는 계산 시간 문제이다. 그리고 데 

이터 처리 능력을 판단하는 주요 인자로서 메모리 사 

용량 문제를 언급하고 있다.

• 정밀도 문제: 원시 데이터를 얼마나 정확하게 근 

사하여 복원할 수 있는지에 관한 문제로서, 대부 

분 원시 데이터에서의 근사 정밀도를 측정하거 

나, 데이터가 정의하는 볼륨 공간 자체의 근사 정 

밀도를 계산하는 방식으로 정밀도를 기술한다.

• 계산 시간 문제 : 원시 데이터로부터 특정 표현 모 

델을 생성하는데 소요되는 시간 및 임의의 위치에 

서 종속변수의 속성값을 추출하는데 소요되는 시 

간 등의 수행 속도 문제로서, 빠른 계산 결과를 

필요로 실시간 작업의 경우에 매우 중요하다.

• 메모리 사용량 문제: 표현 모델이 차지하고 있는 

메모리 사용량에 관한 문제로서, 대용량 원시 데 

이터의 효율적인 표현, 그리고 추후 저장 및 관리 

해야 하는 측면에서 상당히 중요하다.

• 변경 처리 문제: 기존 표현 모델에 새로운 데이터 

가 추가되거나 기존 데이터가 변경되었을 때 이를 

효과적으로 처리할 수 있는지에 관한 문제로서，표 

현 모델의 국부적 성질과 관련이 많다. 즉 국부적 

수정이 가능하다면 표현 모델의 재생성 문제를•쉽 

게 극복할 수 있다.

• 연속성 문제: 표현 모델에 의해 정의되는 데이터 

공간 상에서 속성 값의 연속성 (continuity)에 관한 

문제로서, 최소한 표현 모델은 C0 연속성을 제공 

해야 한다.

본 연구에서는 주어진 분산형 볼륨 데이터를 간결 

하고 효율적으로 표현하기 위한 VNURBS四기1 기반의 

데이터 근사법을 소개하고자 한다. 그리고 위에서 언 

급한 정밀도, 계산 시간, 메모리 사용량 등의 측면에 

서 본 연구에서 제시하는 VNURBS 근사법의 성능을 

기술하고자 한다. 먼저 기존의 VNURBS에 관해 간략 

히 소개하고, 이를 기반으로 본 연구에서 구현된 과결

(over-determined) 및 미결정 (under-determined) 근 

사법 에 관하여 소개 한다. 그리고 근사 정 밀도의 향상 

및 데이터의 계층적 표현을 위한 VNURBS 기반의 

다중 잔차 근사법에 관하여 상세히 서술하겠다• 그리 

고 적용 예제를 통하여 분석된 본 연구 근사법의 성능 

결과를 보이겠다. 마지 막으로 본 연구 방식 이 기하학 

적 형상 모델링에 활용될 수 있음을 보이겠다. 즉, 

Turk(끼가 제시한 음함수 곡면 모델링 기법을 사용한 

모델링 적용 예제를 통하여 타 분야로의 응용 가능성 

을 보이겠다.

2. VNURBS Approximation

2.1 VNURBS 볼륨 표현 모델

VNURBS은 기존 NU爪BS곡선 및 곡면의 일반화된 

확장 형태로서, 기존 NURBS의 매개변수(parameter) 
공간을 임의의 ” 차원으로 확장하고, 조정점(control 

point)의 차원을 임의의 로 확장한 매개변수형 볼 

륨 표현 모델이다. 즉, VNURBS 볼륨 표현식은 다음 

과 같다.

A。”,.= * : ,

(,.1A
. ,nA

"匚1 "匸' 灯 k„
£ ... Z ； Ng...g)

;i = 0 ,« = 0 . .k

"iZ1 k, k„
E ■■- 2 气…J，/""]).

여기서 는 〃 차원의 볼륨 공간을 정의

하는，번째 파라미터이며, *( 丿 = 1,..., 

k)는 그 볼륨 공간 속에 존재하는 4개의 속성 함수 

들 중 丿번째 속성 함수를 나타낸다. 그리고 ”와 k는 

u, 방향으로의 조정점의 개수 및 차수(order)이고, 

3)"..」，, 는 X”2X ... X "" 개의 조정점 망에서 Ut 

방향으로 介번째 , "2 방향으로 有번째 , ......, % 방향으로 

"컨째 위치한 조정점의 /번째 속성을 나타낸다. 또한 

，- 는 동차 좌표(homogeneous coordinate)® 나타 
내녀:는 차수가 底인 정규화된 비스플라인 기 

저 함수(normalized B-spline basis function)를 의미 

한다. 여기서 비스플라인 기저 함수들은 아래의 절점 

벡터(knot vector) 상에서 정의된다. 즉,

방향 절점 벡터, U, = 二:珀" ⑵

"" 방향 절점 벡터, U“= (3)

그리고, 위에서 소개한 VNURBS는 Park刖이 지적 

한 바와 같이, 다음과 같은 특성을 가지고 있다. 이러 

한 특성은 데이터 의존성으로 인해 야기되는 근사법 

적용 범위의 한계 등을 극복할 수 있게 해준다.
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• 다차원성 : 다차원의 볼륨 공간과 그 내부에 존재 

하는 다차원의 속성 분포를 표현한다. 즉, H(M> 

0) 차원의 정의역 차원(domain dimensionality)과 

k(k>0) 차원의 치역 차원 (range dimensionality) 
을 가지고 있다.

• 불균질성 : Z 차원의 조정점에 임의의 속성 변수, 

예를 들어 기하학적 변수, 물리적 변수, 그래픽 처 

리용 변수 등을 설정할 수 있다. 즉 볼륨 공간에 

서 다루는 장 변수(field variable)의 특성에 무관 

하다.

• 수학적 표현의 독립성 : 정의하려는 속성의 수학적 

성질에 무관하다. 즉, 스칼라, 벡터, 텐서 등의 형 

태에 의존하지 않으며, 블리안, 정수, 실수 등을 

모두 포함한다.

• NURBS 성질의 계승: 기존의 NURBS에서 제공 

되는 기본 성질들四, 예를 들어, convex hull 
property, affine invariance, variation diminishing 

property, local modification 등을 가지고 있으며, 

이밖에 관련된 다수의 알고리즘들, 예를 들어, 

degree reduction, degree elevation, knot insertion 

등을 그대로 활용할 수 있다.

2.2 분산형 볼륨 데이터의 VNURBS 근사법
순서없이 산만하게 분산된 义개의 분산형 볼륨 데 

이터 {F,}가 주어졌을 때, 이를 VNURBS A(u)에 의 

해 근사적으로 표현하는 VNURBS 근사법 알고리즘 

을 소개하면 다음과 같다. 간결한 근사법 알고리즘의 

유도를 위하여 동차 좌표값이 1.0인 경우의 VNURBS 
표현식을 사용한다. 즉,

-1 nn-1 k k
= £...：£ 氣...,“％©])..」"。，“)

,'i = ° !„ = °
N-\

=Z A]%"],...,".) (4)
1 = 0

여기서 冲은 조정점의 개수로서 N="]X 이

며, I는 조정점의 인덱스(index)로서 1차원 배열 형식 

을 가진다. 즉,

I = zl+(n1)-z2-(M1M2)-z3 + ... + (w1...M„_1)-z„ (5)

그리고 는 아래와 같이 각 방향의

비스플라인 기저 함수들의 곱이다. 즉,

=7\偽])...此("如) (6)

이러한 VNURBS 표현식을 가지고 분산형 데이터 

를 근사적으로 표현하기 위하여, 다음과 같은 행렬 

식 형태의 선형대수 방정식을 유도할 수 있다. 즉, 

주어진 M개의 분산형 데이터 F,3 = 0,...,M-l) 와 

이에 해당하는 매개변수 좌표값 (讪을 각각 

VNUBRS에 대입하여 정리하면 다음과 같다.

or {F,} = [N；]{AJ《=

(1 = 0, 1)

여기서 {FJ 는 渺H의 데이터 벡터이며, {A】}는 A개 

의 조정점 뷔터이다. 그리고 N； = =
湘")...就：(此) 며, [N；] 는 MxN 행렬이다.

是국, 위紡 식 (7)은 VNURBS의 미지수 {AJ을 

결정하기 위한 행렬식으로서, 미지수 A의 개수 N보 

다 주어진 점 데이터 F,의 개수 必이 큰 경우, 그리 

고 반대로 心다 N이 큰 경우로 분류하여 계산한 

다. 전자를 과결정 구속(over-determined constraint) 
문제라 하고, 후자를 미결정 구속(under-determined 
constraint) 문제라 한다. 그리고 이와 더불어 VNURBS 
의 차수 및 절점 벡터가 함께 정의되어야 한다. 본 

연구에서 사용한 차수는 대부분 4차이며, 균일한 

(uniform) 절점 벡터를 사용하였다. 보다 효과적인 

근사를 위해서는 이와 관련한 추후 연구가 필요 

하다.

2.2.1 과결정(over-determined) 구속 문제

위의 식 (7)에서 必>澀 때, 미지수 {A£을 결정 

하기 위해 Least-squares 기법을 적용하면, 아래의 식 

(8)을 얻을 수 있다. 즉,

[N；]'{F,} = (8)

그리고 이를 전개하여 정리하면 아래의 식 (9)를 얻 

을 수 있다.

[M— 1 - "1 M-1 ；:
康叩七=句=£川网{Aj} (9)

[i=Q J L i=0 _

(I = 0,...,N—1, J = 0,…"V—1) 
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여기서 행렬 "id 는 대칭 행렬로서 양의 정부호 

형식(positive definite fbrm)이므로 유일해(unique 

solution)를 구할 수 있으며, 이로부터 미지수 {"을 

계산할 수 있다.

2.2.2 미 결정(under-determined) 구속 문제

위의 식 ⑺에서 M〈N일趋 때, 미지수 {A}을 결정 

하기 위해 Pseudo-inverse 기법을 적용하면 아래의 식 

(10)을 얻을 수 있다. 즉,

([时叫]')(叫]叫]')「'{耳} = [N；]{AJ (10)

여기서 ([N；]|nT)「'{F,} = {＜弓} 이라 놓고, 먼저 

{GJ을 구한다. [N；][N；]'는 아래의 식 (11)과 같이 

정리할 수 있으며, 대칭 행렬이고 양의 정부호 형식이 

므로 {GJ을 구할 수 있다

时两'=q广气力" (11)
_ 1 = 0 _

(z = 0,..、M— l,j = 0, 1)

그 다음, 식 (11)을 식 (10)에 대입하여 정리하면, 

다음의 식 (12)와 (13)를 얻을 수 있으며, 이로부터 

미지수 {A|}는 결정된다.

N]'{GJ = {A,} (12)

or

「M -1 .-
£N；G,. = {AJ, I = 0,...,N-l (13)

_/ = 0 _

이상의 알고리즘에 의하여, 측정 혹은 계산에 의해 

획득한 분산형 볼륨 데이터, 즉 볼륨 데이터에 의해 

정의되는 불연속 볼륨 공간을 VNURBS에 의해 근사 

적으로 표현함으로써, 연속 공간 상의 임의의 위치에 

서 볼륨 정보를 근사적으로 추출할 수 있게 된다.

2.3 수치 결과 및 성능 분석

위에서 소개한 VNURBS 근사법의 수행 결과 및 

성능 평가를 위하여 다음과 같은 방식으로 분산형 데 

이터를 생성하였다. 즉, 아래의 test 함수들을 사용하 

여 무작위로 데이터 위치점 (旳山,z)을 결정하였고, 

이것을 각 test 함수에 대입하여 데이터의 속성값인 

F(x,,&4)을 구하였다. 참고로 /번째 데이터의 매개변 

수 좌표값은 데이터 위치점의 좌표값 을 그

대로 사용하였다. 한편 사용된 test 함수들은 Nielson〔기 

이 분산형 데이터 모델링 방법들을 비교 평가하기 위 

하여 사용하였던 함수들로서 다수의 관련 연구에서 

그 수행 성능을 평가하기 위하여 자주 사용하는 함수 

들이다.

职妇 =0.75 째-(쓰二空%也W]

+0,5exp「业也 一Q-心]

FL 49 10 10 J

+0.5exp[_(쓰끄坨洛耍二씌

-0.2exp[-(9x-4)2-(9y-7)2-(9z-5)2]

F2(x,y,z) = [tanh(9z-9x-9^)+ l]/9

7
F3(x,y,z) = [(1.25 + cos(5.4j))cos(6z)]/[6 + 6(3x-l)] 

E0y,z) = exp[-^((x-O.5)2 + (y-O.5)2+(z-O.5)2)]/3 

/q(x,y,z) = exp[-¥((x-0.5)2 + (y-0.5)2+(z-0.5)2)]/3 

F6(x,y,z) = 764-81((x-0.5)2 + (y-0.5)2+(z-0.5)2)/9 

-0.5

한편, 이렇게 생성된 분산형 데이터는 2.2절의 

VNURBS 근사법에 의해 모델링 되었고, 2가지 오차 

계산 방식에 의해 근사 정 밀도를 측정 하였다. 하나는 

입력된 데이터의 위치점에서의 근사 정밀도이고, 다 

른 하나는 데이터 볼륨 공간 내에서 일정한 간격으로 

생성된 격자 점에서의 근사 정밀도이다. 데이터 점 및 

격자 점에서의 근사 정밀도는 아래와 같이 Lj-error인 

RMS(root mean square) 오차에 의해 계산하였다. 즉,

■ 데이터 점에서의 RMS오차

I 1 M ；
Rms =估£I尸0汕,寻)-

■ 격자 점에서의 RMS오차

M言习修*令T赤糸针

(啊+1)(的+1)(域+1)

여기서 F는 Nielson의 test 함수이며, /는 근사법에 

의해 생성된 VNURBS를 나타낸다. 그리고 M은 분산 

형 데이터의 크기이며, 격자 점은 显=炒=虬 = 2。 

에 의해 정의하였다.

한편, 본 연구에서는 오차의 상대적 크기를 평가하 
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기 위하여, 위의 RMS오차를 각 함수의 최대값과 최 

소값의 차이로 나눈 정규화된(normalized) RMS오차 

를 사용하였다. Table 1과 Table 2는 각각 데이터 점 

및 격자 점에서의 정규 RMS 오차 결과를 보여주고 

있다. 여기서 가로축은 Nielson의 test 함수이고, 세로 

축은 분산형 데이터의 크기 M을 나타낸다.

case(I)

Table 1. Normalized RMS error for data point sets versus 
test functions for VNURBS approximation

M F。 月 f2 尸3 卩4 尸5 戶6
250 0.0000 0.0325 0.0481 0.0285 0.0280 0.0609 0.0031
500 0.0000 0.0403 0.0538 0.0354 0.0325 0.0661 0.0042
1000 0.0000 0.0405 0.0582 0.0357 0.0329 0.0692 0.0044
2000 0.0000 0.0398 0.0613 0.0359 0.0336 0.0701 0.0051
4000 0.0000 0.0392 0.0625 0.0352 0.0344 0.0761 0.0053

case(II)
M 凡 F\ Fi 土 F4 % 儿

250 0.0000 0.0142 0.0474 0.0064 0.0008 0.0152 0.0015
500 0.0000 0.0149 0.0585 0.0070 0.0009 0.0160 0.0020

1000 0.0000 0.0158 0.0392 0.0064 0.0010 0.0172 0.0008
2000 0.0000 0.0169 0.0418 0.0067 0.0011 0.0176 0.0009

4000 0.0000 0.0176 0.0434 0.0067 0.0012 0.0192 0.0010

case(I)

Table 2. Normalized RMS error for grid point sets versus 
test functions for VNURBS approximation

M Fq F] Fi F3 尸4 松

250 0.0000 0.0943 0.1888 0.1051 0.0766 0.1268 0.0199
500 0.0000 0.0558 0.0892 0.0538 0.0439 0.0837 0.0135
1000 0.0000 0.0441 0.0823 0.0495 0.0419 0.0813 0.0115
2000 0.0000 0.0427 0.0757 0.0443 0.0395 0.0799 0.0086
4000 0.0000 0.0420 0.0736 0.0446 0.0390 0.0797 0.0085

case(II)

M A F3 尸4 已 尸6
250 0.0000 0.0472 0.1944 0.0495 0.0031 0.0936 0.0182
500 0.0000 0.0361 0.0873 0.0280 0.0017 0.0446 0.0134
1000 0.0000 0.0268 0.0858 0.0122 0.0012 0.0242 0.0050
2000 0.0000 0.0227 0.0573 0.0097 0.0011 0.0235 0.0030
4000 0.0000 0.0214 0.0541 0.0091 0.0011 0.0236 0.0026

Table 1 과 2에서 사용된 VNURBS의 조정점 개수, 

차수 및 절점 벡터는 다음과 같다.

■ case(I)의 경우: 조정점의 개수는 "产”2= "3= 4 
이며, 차牛는 佑 = 化=佑 = 4이고, 절점 벡터는 다음과 

같이 정의하였다. 즉,

U| = U2 = S = {0.0,0.0,0.0,0.0,1.0,1.0,1.0,1.0}

■ case(II)의 경우: 조정점 개수는 "产您= "3= 5 
이며, 차수는 佑 = 炳=佑 = 4이고, 절점 벡터는 다음과 

같이 정의하였다. 즉,

Uj = U2 = U3 = {0.0,0.0,0.0,0.0,0.5,1.0,1.0,1.0,1.0}

Table 1 과 2에서 %는 본 연구에서 VNURBS 근사 

법이 올바르게 구현되어 작동되는지를 판단하기 위해 

추가된 test 함수로써 식 (14)와 같고, 측정된 RMS오 

차가 모두 0.0이므로 나머지 test 함수들에 의해 수행 

된 수치 결과에 대해 신뢰성을 가질 수 있다.

F0(x,y,z) = X (14)

한편, Table 1과 2의 결과를 바탕으로 VNURBS 
근사법에서 나타나는 주요 특징 및 분석 결과를 살펴 

보면 다음과 같다.

• 데이터의 크기 : 정규 RMS 오차는 주어진 데이터 

의 크기가 클수록, 데이터 점의 경우, 대부분 미소 

하게 증가한다. 이것은 유한 개의 한정된 조정점 

을 가지고 근사해야 하는 구속조건의 수가 많아져 

서 생긴 결과라 볼 수 있다. 그리고 격자 점의 경 

우는 오차가 점점 작아지는데, 이는 많은 데이터 

점이 test 함수를 보다 근사적으로 표현하고 있기 

때문이다.

• 조정점 개수: 복잡한 구조를 가진 볼륨 공간의 경 

우, 조정점의 개수가 증가할수록 정규 RMS 오차 

는 작아진다. 이는 조정점의 개수가 증가할수록 

VlWRBS의 표현 능력이 증가하여 보다 정밀하게 

근사할 수 있기 때문이다. 반면, 단순한 구조의 볼 

륨 공간을 표현할 때, 이론상으로 많은 조정점은 

과대한 메모리 사용이라는 문제만을 지적할 수 있 

으나, 실제 구현 과정 상에 메모리 문제를 포함하 

여, 계산 시간 문제 및 구속 받지 못하는 조정점 

의 불확실성 문제로 인하여, 계산 성능 및 근사 

정밀도 등에 영향을 줄 수 있다.

• 차수: 볼륨 데이터가 정의하는 볼륨 공간의 완만 

성(smoothness)에 의존하여 차수는 결정되어야 한 

다. 본 연구에서는 볼륨 공간의 완만성에 대한 정 

보가 없다고 가정 하였고, 이때 차令 4를 사용하여 

안정된 수치 결과를 얻었다.
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• 절점 벡터: 근사 정밀도에 상당한 영향을 줄 수 

있는 요소로서 많은 추가 연구가 필요한 영역이 

다. 즉 근사 정밀도를 개선하기 위해서 적절한 절 

점의 위치도 중요하며, 절점의 추가 삽입 및 제거 

를 통한 정밀도 향상에 관한 연구도 필요하다. 본 

적용 예제의 경우에 절점 벡터의 영향을 배제하기 

위하여 균일한 절점 벡터를 사용하였다.

3. Multiresidual VNURBS 
Approximation

2장에서 소개한 VNURBS 근사법을 기반으로 근사 

정 밀도를 안정되게 향상시키 기 위하여 , 다중 잔차 근 

人！' 방식 (multiresidual approximation scheme曜 제안 

한다. 이 방식은 multilevel 근사법의 에러 소거법과 

유사하나, 근본적으로 multilevel 방식에서 요구하는 

데이터 필터링 작업网이 필요하지 않다. 즉 multilevel 
방식은 RBF에 의한 데이터 근사 작업을 수행하기 이 

전에, data thinning과 같은 데이터 필터링 작업을 통 

하여 주어진 데이터를 계층적 혹은 level별로 분류해 

놓고, 각 level별로 RBF를 생성하고 이들을 대수적 

합에 의해 더함으로써 데이터 근사 작업을 완료한다. 

이러한 데이터 필터링 작업의 근본 목적은 RBF의 대 

용량 데이터 처리의 한계점을 극복하는데 있으며, 이 

를 통하여 보다 안정된 수치적 계산을 유도하기 위함 

이다. 반면 본 연구 방식은 데이터 필터링과 같은 부 

가적 작업이 필요치 않기 때문에 데이터의 크기 및 분 

포에 관한 의존성 이 없다고 말할 수 있다.

본 연구에서 제시하는 다중 잔차식 VNURBS 근사 

법은 그 목적하는 바에 따라, wavelet-type의 성질을 

가진 급수(series) 형태의 잔차 급수법(residual series 
method)과 이를 변형하여 계산 시간 및 메모리 사용 

량을 향상시 킨 잔차 병 합법 (residual merging method) 
두 가지가 있다. 각 방법의 알고리즘 및 성능 평가 결 

과를 살펴보면 다음과 같다.

3.1 잔차 급수법

잔차 급수법은 기존의 multilevel 방식의 기본 아이 

디어를 VNURBS에 적용시킨 근사 방법으로서, 데이 

터 값과 근사값의 차이, 즉 잔차를 2.2절에서 언급한 

VNURBS 근사법에 의해 근사하고, 이 근사 과정에서 

발생된 새로운 잔차를 다시 VNURBS 근사법으로 근 

사해 나가는 일련의 과정이 반복 수행되는 방식이다. 

그리고 이렇게 생성된 각 VNURBS는 급수(series) 형 

식의 대수적 합을 통하여 최종의 근사 결과를 얻게 된 

다. 구체적인 알고리즘은 Algorithm 1과 같다. 즉,

분산형 볼륨 데이터 ｛耳｝” = O,...,A/-1)가 주어졌 

을 때, level s에서의 잔차를 R。), level s에서의 

VNURBS를 AS(u)라 정의하자. 먼저 초기 잔차를 

R<0)= ｛F,｝라 놓고, 이로부터 2.2절의 VNURBS 근사 

법을 사용하여 최초 level s=l인 A®(u)을 구한다. 

여기서 A(z)(u)을 생성하기 위해 VNURBS 근사법에 

서 사용한 차수(order)는 쎠 = 切%=4이고, 조정점의 

개수는 "] = 從= "3= 4이다.

그 다음, 생성된 A3(u)에 의해 발생된 새로운 잔 

차를 氏砂 = !1奸')-;<)(11)에 의해 계산(step■①) 

하고, 다시 잔차 로부터 VNURBS 근사법을 수 

행하여 다음 level인 s+에서의 A("D(ii)을 생성 

(step<2>)한다. 여기서 A(e2)(u)을 생성하기 위해 

사용된 차수는 佑 = 也= 侑=4이고, 조정점의 개수는

Algorithm 1. MultiResidual Approximation : Residual 
Series Method

input: volumetric scattered data (Fz-} (z = 0, ■ ■ •, A/ -1) 

output: VNURBS A.⑴(u) , A(2)(u)，…,A(也)(u)

={F,}ands = l

construct A&)(u) from by the approximation 
algorithm described in the section (2.2)
(To build a"~D(u) , we set orders to be and # of contr이 

points to be 也 = A：2 = *3  = 4 and 勺 = 그 〃3 = 4 , 
respectively.)

while s <m do
CD compute :드 - A^5\u)

② construct from R&)by 나le approximation
algorithm described in the section (2.2)
(To build A”즈2)(u), we set 人:]=*2  =柘=4 and

s-2
n\ = «2 =〃3 드 4 +，^2, .)

r 그0
③ lets 느$ + 3
end

r(3)
R⑵、t ••-

R⑴\时 @、a(3)
R(°)X ®t @* (2)

Fig. 1. Iterative refinement process of residual series 
method.
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다음과 같다.

5-2 r
打］二电=冷3 = 4 + £ 2 (15)

尸=0

마지막으로 잔차 크기에 의존한 특정 stop 조건이 

만족될 때까지 반복하여 수행한다. 본 연구에서는 

알고리즘의 성능 평가를 목적으로 반복 횟수, 즉 최 

대 level이 m을 초과하지 않는 stop 조건을 사용하 

였다.

한편, 이러한 반복식 알고리즘의 이해를 높이기 위 

해 일련의 순차적 과정을 도식화하면 Fig. 1과 같다• 

즉, 주어진 데이터인 초기 잔차 R的로부터 A("(u)을 

생성한 후, 이 VNU爪BS로부터 새로운 잔차 RS을 

계산 (step-①)하고, 다시 이 잔차로부터 새로운 

A(e)(u)을 생성(step理))하는 반복적 계산 과정을 보 

여주고 있다. Fig. 2는 이러한 반복 과정이 진행될수 

록, 즉 level이 증가할수록, 잔차를 근사하기 위해 생 

성 된 VNURBS의 개수가 증가함을 보여주고 있으며 , 

이들의 수치적 합에 의해 최종의 근사 결과가 생성됨 

을 보여주고 있다. 더불어 잔차 의 크기는 감소하 

며 이를 통하여 수치적 수렴성을 확인할 수 있다.

한편, 이러한 반복 과정을 통하여 획득한 결과는 

wavelet 개념의 다중해상도 표현 구조를 가지고 있 

다. 즉, 최종 level에서 구해진 각 VNURBS들은 이 

전 level의 잔차를 근사한 함수이고 이들의 크기가 점 

차 감소하므로, 해상도 증가에 따라 데이터가 정의하 

는 볼륨 영역의 복잡성을 표현할 수 있다.

F = 0 + R(0)
level I = A ⑴ + R ⑴

level 2 = A⑴+(A⑵+ R⑵)

level tn — A⑴ + A⑵ H-----F
t t I

low medium high

Fig. 2. Development of VNURBS in residual series method 
where the final approximation is 工 A” -

5=1

3.2 잔차 병합법

본 연구에서 구현한 잔차 병합법은 앞에서 서술한 

잔차 급수법을 기반으로, 잔차 급수법의 메모리 사용 

량 및 계산 시간 성능을 향상시킨 방법이다. 즉, 잔차 

데이터로부터 V欠URBS를 생성하고, 이것을 이전 과 

정에서 이미 생성된 VNURBS어' 병합하여 1개의 병 

합VNURBS를 생성하고, 다시 잔차를 계산하는 방식 

이다. 구체적인 알고리즘은 Algorithm 2와 같다. 즉,

분산형 볼륨 데이터 {FJgO,...,M-l)가주어졌 

을 때, level s에 서 의 잔차를 R(s), level s에 서 의 

VNURBS를 A"，(u)라 정의하자. 먼저 초기 잔차를 

r(。)= {F,}라 놓고, 이로부터 2.2절의 VNURBS 근 

사법을 사용하여 최초 level s = 1인 A("(u)을 구한 

다. 이상은 잔차 급수법과 동일하다.

그 다음, 생성된 A©(u)에 의해 발생된 새로운 잔차 

를 = R(、A* )(u) 에 의해 계산(step■①同•고, 

다시 잔차 R®로부터 VNURBS 근사법을 수행하여 

다음 level인 s+1에서의 应*')( 11)을 생성(step-②)한 

다. 여기서 A*x )(u)을 생성하기 위해 사용된 차수 

및 조정점의 개수는 잔차 급수법과 동일하다.

그리고 다음 과정에서 수행될 병합 작업을 위하여 

A@)(u)에 적절한 절점(knot)을 삽입하여 A%u) 로 

변환(step钧)시킨다. 여기서 삽입되는 절점의 위치는 

기존 내부 절점들 사이의 중간 위치이며, A")(u)에 

2^' 개의 절점이 각각 삽입된다.

다음 과정은 병합 작업으로서 앞에서 구한 

A®(u) 와 A(f(u)를 A0+1)(u) = AW(u) + A(y+1)(u) 

에 의해 병합하여 level이 s+r인 새로운 A("D(u)을 

생성 (step■④>)한다.

마지 막으로 잔차 크기에 의존한 특정 stop 조건이 

만족될 때까지 반복하여 수행한다. 본 연구의 경우 

알고리즘의 성능 평가를 목적으로 반복 횟수, 즉 최 

대 level이 nr을 초과하지 않는 stop 조건을 사용하 

였다.

한편, 이러한 반복식 알고리즘의 이해를 높이기 위 

해 일련의 순차적 과정을 도식화하면 Fig. 3과 같다. 

즉, 주어진 데이터인 초기 잔차 R©로부터 A<"(u)을 

생성한 후, 이 VMURBS로부터 새로운 잔차 을 

계산(stepXD)하고, 다시 이 잔차로부터 A(s(u)을 생 

성(step理))한 후, 여기에 절점 삽입(step建))에 의해 

구해진 A°)(u) 을 병합(stepQ))하여 새로운 A〈s(u) 

을 생성하는 반복적 계산 과정을 보여주고 있다. Fig. 
4는 이러한 반복 과정이 진행될 때, 즉 level이 증가할 

때, 병합 과정을 통해 누적되는 VNURBS의 발달 과 

정을 보여주고 있다. 더불어 각 level에서의 잔차 Rw 
의 크기 가 감소하며 이를 통하여 반복 과정 의 수치 적 

수렴성을 확인할 수 있다.

한편, 이러한 반복 과정을 통하여 획득한 결과는 다 

중해상도 표현 구조를 지원할 수 있다. 즉, 각 level에 

서 구해진 VNURBS들은, 점차 감소해 나가는 잔차를 

근사한 함수들이 병합되어 생성되기 때문에, 해상도

한국CAD/CAM학회 논문집 제 12권 제 1 호 2007년 2월



분산형 볼륨 데이터의 VNURBS기반 다중 잔차 근사법 35

Algorithm 2. MultiResidual Approximation : Residual 
Merging Method

input: volumetric scattered data 恒} (i = 0, • • •,必一1) 

output: VNURBS A어” (u)

letR(0) ={Fjand5 = l

construct 티) from by the approximation 
algorithm described in the section (2.2)
(To build Af)(u), we set orders to be and # of control 

points to be 幻==左3 = 4 and = 4 ,
respectively.)

while s <m do
① compute - A⑴(u)

② construct A&'니)(町 什(沖 R(,)by the approximation 

algorithm described in the section (2.2)
(To build A(5-2)(u), we set 左1 = 次2 그 左3 m 4 and

5-2
n\ = «2 = n3 = 4 +〉.)

7=0
③ refine A⑶(u) into A⑶(u) by the knot insertion[23] 

(new knots are inserted to the middle positions 
between the interior knots.)

④ compute A(5+I\u) = A<5)(u) +A(5+i)(u)

⑤ let 5 = 5 +1
end

R⑶ R⑶

Fig. 3. Iterative refinement process of residual merging 
method.

F = 0+R(0)

level 1 = A(!)+R(I) —low

level 2 = A(2)+R(2)〜—medium

level nt = A(m)+R(m)*- —high

Fig. 4. Development of VNURBS in residual merging 
method where the final approximation is F A(初.

3.3 수치 결과 및 성능 분석

본 연구에서 수행한 잔차 급수법과 잔차 병합법의 

수치 결과 및 근사법 성능을 비교하여 정리하면 

Table 3과 같다. 본 연구에서 사용된 근사법 성능은 

근사 정밀도, 계산 시간, 그리고 메모리 사용량이다. 

근사 정밀도는 데이터 점에서의 정밀도와 격자 점에 

서의 정밀도로 나누어 측정하였고, 계산 시간은 근사 

법 수행 시간인 생성(construction) 시간과 임의의 위 

치에서 함수 속성값을 1번 계산하는 사정(evaluation) 
시간으로 구분하여 측정하였다. 그리고 메모리 사용 

량은 데이터 근사에 사용되는 VNURBS의 크기를 바 

이트(byte) 단위로 측정하였다. 참고로 Table 3의 결 

과는 2.3절에서 언급한 test 함수 Ff을 사용하였고, 

모든 계산은 Pentium IV, 512 MB RAM에서 수행 

되었다.

Table 3. Comparison of performance results between 
residual series and merging method fbr the 
scattered data, M= 4000

Maximal Level 1 Resid 니 al
Series

Residual 
Merging Ratio

Fitting 
Accuracy 

(RMS error)

Data Points 0.0392 0.0392 1,00

Grid Points 0.0420 0.0420 1.00

Computation 
Time 

(seconds)

Construction 0.647 0.641 1.01
Evaluation 

(milliseconds) 0.774 0.770 1.01

Memory Usage (bytes) 1,404 1,404 1.00

Maximal Level 2 Residual 
Series

Residual
Merging Ratio

Fitting 
Accuracy 

(RMS error)

Data Points 0.0176 0.0176 1.00

Grid Points 0.0214 0.0214 sl.00

Computation 
Time 

(seconds)

Construction 20.140 6.172 3.26
Evaluation 

(milliseconds) 1.520 0.770 1.97

Memory Usage (bytes) 4,040 2,636 1.53

Maximal Level 3 Resid 니 al
Series

Residual
Merging Ratio

Fitting 
Accuracy 

(RMS error)

Data Points 0.0066 0.0066 1.00

Grid Points 0.0077 0.0077 1.00

Comp 니 tation 
Time 

(seconds)

Construction 110.937 27.688 4.01
Evaluation 

(milliseconds) 2.387 0.777 3.07

Memory Usage (bytes) 11,060 7,020 1.58

증가에 따라 데이터가 정의하는 볼륨 영역의 복잡성 

을 표현하게 된다. Table 3의 결과를 바탕으로 본 연구에서 제시한 다

한국CAD/CAM학회 논문집 제 12 권 제 ] 호 2007년 2월



36 박상근

중 잔차식 VNURBS 근사법의 성능을 분석하여 정리 

하면 다음과 같다.

・ 근사 정밀도: 잔차 급수법과 잔차 병합법 모두 

level이 증가할수록 정규RMS오차가 상당히 향상 

되었음을 확인할 수 있으며, 그 값이 동일함을 측 

정 결과를 통하여 확인할 수 있다.

・ 계산 시간: 잔차 급수법보다 잔차 병합법이 빠른 

수행 속도를 보여주었고, 함수 evaluation 시간의 

경우, 급수법에 비해 병합법이 level배 만큼 빠름 

을 확인할 수 있다. 이는 급수법이 level수 만큼 

의 VNURBS를 가지고 계산하는데 비하여 병합 

법은 오직 1개의 VNURBS를 가지고 계산하기 

때문이다.

・ 메모리 사용량: level s에서 잔차 병합법의 메모리 

사용량은 잔차 급수법의 메모리 사용량보다 작 

다. 그 작은 정도는 level s-1 에서 급수법이 사용 

하는 메모리만큼 이다. 이는 급수법의 경우, level 

이 증가할수록 각 level에서 생성된 VNURBS의 

메모리 크기가 증가하면서 이 메모리들이 누적되 

기 때문이다.

4. VNURBS 근사법의 응용

4.1 곡면 접합(surface fitting)
본 연구에서 수행한 VNURBS 근사법이 곡면 접 

합 문제에 활용될 수 있음을 확인하였다. 즉 간단한 

해석 곡면으로부터 무작위로 추출될 분산형 데이터 

를 가지고, VNURBS 근사법에 의해 해석 곡면 형상 

이 정의될 수 있는지를 확인하였다. Fig. 5에서 보는 

바와 같이, 해석 곡면으로 사용한 유형은 평면(plane), 
구면(sphere), 원통면(cylinder), 원뿔면(cone), 그리고 

원환면(torus)이며, 이때 사용된 분산형 데이터의 크 

기는 500이고, 생성된VNURBS의 조정점 개수 

및 차수는 Table 4와 같고, 균일한 절점 벡터를 사용 

하였다.

Table 4. The number of control points and the order of B- 
spline basis function for analytic surface fitting 
shown in Fig. 5

Types 小 fh 询 加 加

Plane 2 2 2 2 2 2

Sphere 4 4 4 4 4 4

Cylinder 4 4 2 4 4 2

Cone 4 4 4 4 4 4

Torus 5 5 5 5 5 5

(a) plane

(e)torus

Fig. 5. Surface fitting examples of analytic shapes.

4.2 곡면 모델링(surface modeling)
본 연구에서 수행한 VNURBS 근사법이 자유 곡면 

의 형상 모델링에 활용될 수 있음을 확인하였다. 본 

연구에서 사용한 모델링 방식은 특징점 기반의 형상 

모델링으로써 기존 Turk四가 제시한 음함수 곡면 모 

델링 기법과 유사하다. 이 방식은 설계하고자 하는 곡 

면의 전체 기본 형상을 몇 개의 특징점으로 표현하 

고, 여기에 추가적인 특징점 삽입을 통하여 국부적 상 

세 형상을 모델링해 나가는 방식으로써, 임의의 자유 

곡면 형상을 특징점에 의해 직관적으로 정의할 수 있 

다는 장점이 있으며, 이들 특징점의 변환을 통하여 형 

상의 변환을 유도할 수 있다.

Fig. 5는 구 곡면의 생성 과정 및 형상 변형 과정을 

보여주고 있으며, Fig. 6은 와인 잔의 모델링 결과를
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(e) shape deformation by pulling up the top point

Fig. 6. Surface modeling example of a sphere shape.

Fig. 7. Surface modeling example of a wine glass shape.

보여주고 있다. 참고로 Fig. 5와 6에서 생성된 

VNURBS의 조정점 개수는 叫 = "2="3 = 4이고, 차수 

는 써 = 处=毎 = 4이다.

5.결 론

본 연구에서는 측정 혹은 계산을 통하여 획득한 

분산형 볼륨 데이터를 가지고 그 볼륨 데이터가 정 

의하는 볼륨 공간을 근사적으로 나타낼 수 있는 

VNURBS 근사법에 관하여 수치 결과 및 성능 분석과 

함께 상세히 서술하였다. 그리고 이 근사법의 활용 가 

치를 높이기 위하여 다중 잔차 방식의 VNURBS 근 

사법을 제안하였다. 즉 다중해상도 표현 구조를 가진 

잔차 급수법을 소개하였고, 나아가 계산 성능 측면에 

서 보다 효과적인 잔차 병합법을 제시하였다. 잔차 급 

수법은 반복된 근사 과정에서 생성되는 잔차를 

VNURBS 근사법에 의해 근사해 나가는 방식으로써 

wavelet 개념의 표현 능력을 가지고 있으며, 잔차 병 

합법은 잔차를 1개의 VNURBS에 계속해서 병합해 

나가는 방식으로써 계산 속도 및 메모리 측면에서 비 

교 우위에 있다.

이러한 다중 잔차 방식은 본 연구에서 사용한 

VNURBS외의 다른 형태의 보간 함수들을 활용하여 

구현해 볼 수 있는 범용성의 근사법 알고리즘으로서, 

이를 통하여 타 분야로의 응용 및 확장을 기대해 볼 

수 있다. 한편, 이러한 활용 가능성 측면에서 본 연구 

방식을 사용한 곡면 접합 및 곡면 모델링 예제를 소개 

하였다• 비록 간단한 적용 예제이나 그 활용 가능성을 

확인할 수 있었다.

추후 연구 과제로서 주어진 오차 범위 내에서 분산 

형 데이터를 근사할 수 있는 유계 오차 근사법(error- 

bounded approximation)에 관한 연구가 필요하고, 이 

때 사용될 최적의 차수 및 오차 감소를 위한 절점 벡 

터의 결정, 그리고 본 연구에서 배제한 VNURBS의 

가중치 변수에 관한 추가 연구가 필요하다.
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