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요     약

교차큐 는 병렬처리 시스템의 상호연결망으로서 리 알려진 하이퍼큐 와 많은 면에서 비슷하면서도 반 정도의 지름을 가지는 등 개선

된 망 성질들을 가지므로 각  받아 왔다. 크기가 m22× 이거나 m24× 인 메쉬를 연장율 1로 교차큐 에 임베딩하는 연구 결과는 이미 발표된 

바 있다. 그러나 양변의 길이가 모두 8 이상인 메쉬가 교차큐 에 연장율 1로 임베딩되는지는 알려진 바가 없다. 본 논문에서는 크기 mn 22 ×

인 메쉬가 교차큐 에 연장율 1, 확장율 12 −n 로 임베딩될 수 있음을 보인다, 1≥n , 3≥m . 

키워드 : 교차큐 , 메쉬, 임베딩, 연장율, 확장율

Embedding a Mesh into a Crossed Cube
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ABSTRACT

The crossed cube has received great attention because it has equal or superior properties to the hypercube that is widely known as a 

versatile parallel processing system. It has been known that a mesh of size m22×  can be embedded into a crossed cube with dilation 1 

and expansion 1 and a mesh of size m24×  with dilation 1 and expansion 2. However, as we know, it has been a conjecture that a mesh 

with more than eight rows and columns can be embedded into a crossed cube with dilation 1. In this paper, we show that a mesh of size 

mn 22 ×  can be embedded into a crossed cube with dilation 1 and expansion 12 −n  where 1≥n  and 3≥m .

Keywords : Crossed Cube, Mesh, Embedding, Dilation, Expansion

1. 서  론1)

병렬처리 분야에서는 용량이 큰 작업을 부작업 (subtask) 

들로 나 어 병렬로 처리 하는 기법이 오래 부터 리 사용

되어 왔다. 부작업들을 병렬처리시스템의 로세서들에게 할

당하는 문제는 그래  임베딩으로 모델링될 수 있다. 부작업

들과 그들간의 통신은 그래  G로 나타내고 병렬처리시스템
의 로세서와 그들간의 연결 상태를 그래  H로 나타낸다. 
그런 후 그래  G를 그래  H에 효율 으로 임베딩하면 부작

업들은 병렬처리시스템에 효과 으로 할당될 수 있다. 더구나 

그래  임베딩은 병렬 구조간의 시뮬 이션이나 [16, 18], 병

렬처리시스템의 병렬 알고리즘 수행[1, 4], VLSI 칩 설계[2, 

15, 17]등을 해서도 필수 인 기술이다. 

주어진 그래  G에 해서 V(G)와 E(G)를 그래  G의 노
드 집합과 에지 집합이라고 하자. 주어진 두 개의 그래  G과 
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H에 해서 그래  G의 그래  H에 한 임베딩은 노드 집

합 V(G)의 노드 집합 V(H)에 한 단사 함수 ψ 이다 (ψ :V(G)
V(H)). 여기서 그래  G를 손님 그래  (guest graph)라 하

고 그래  H를 주인 그래  (host graph)라고 한다. 

임베딩의 성능을 측정하는 척도에는 연장율 (dilation) 과 

확장율 (expansion) 등이 있다. 주인 그래 가 로세서간의 

연결 상태를 나타낼 때 임베딩의 연장율은 통신지연 

(communication delay)을 측정하는 척도가 되고 확장율은 

로세서 이용도 (processor utilization) 를 측정하는 척도가 

된다. 손님 그래  G의 에지 (u,v)에 해서 에지 (u,v)의 연

장율은 두 노드 ψ (u)와 ψ (v)간의 최단 거리이다. 임베딩 ψ

의 연장율은 에지 집합 E(G)에 속한 에지들의 연장율  최
값이다. 확장율은 주인 그래 와 손님 그래 의 노드 개

수의 비율 V(H)/V(G)이다. 
한편 병렬 처리 분야에서 매우 유명한 상호연결망인 하이

퍼큐 는 단순한 구조, 작은 지름, 정규 분지수, 칭성, 고장 

감내성 등의 유용한 성질들을 가지고 있다. 하이퍼큐 의 변

형으로서 제안된 교차큐  (crossed cube)는 하이퍼큐 와 많
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(그림 2) 교차큐  4Q

(그림 1) 교차큐  3Q

은 면에서 비슷하면서도 반 정도의 지름을 가지는 등 개선

된 망 성질들을 가지므로 각  받게 되었다[3,6,7,8,9,11,13]. 따

라서 최단경로, 헤 톤 경로, 사이클, 트리, 메쉬 등을 교차큐

에 임베딩하는 연구도 활발히 진행되었다[3,6,12,19,14,10,5]. 

크기가 m22× 이거나 m24× 인 메쉬를 연장율 1로 교차큐 에 

임베딩하는 연구 결과는 이미 발표된 바 있다 [10]. 그러나 

양변의 길이가 모두 8 이상인 메쉬가 교차큐 에 연장율 1로 

임베딩되는지는 알려진 바가 없다.

본 논문에서는 크기 mn 22 × 인 메쉬가 교차큐 에 연장율 

1, 확장율 12 −n 로 임베딩될 수 있음을 보인다 ( 1≥n , 3≥m ). 2

에서는 교차큐 와 메쉬를 정의하고 3 에서는 메쉬를 교

차큐 에 임베딩하는 재귀 인 방법을 제시하고 4 에서는 

크기 mn 22 × 인 메쉬가 교차큐 에 연장율 1, 확장율 12 −n 로 임

베딩될 수 있음을 보이고 5 에서는 결론을 맺는다.

2. 교차큐 와 메쉬의 정의

이 에서는 교차큐 와 메쉬를 정의한다. 교차큐 를 정의

하기 해서 먼  두 이진스트링간의 짝꿍 계를 정의하겠다. 

정의 2.1 길이가 짝수 p인 이진스트링 1210 −−= pp xxxxx L 와 

1210 −−= pp yyyyy L 이 있다고 하자. 만약 모든 i , 2/0 pi <≤ , 에 

해서 다음 조건을 만족하면 x와 y는 짝꿍이다. 그 역도 

성립한다. 

),( 122122 ++ iiii yyxx ∈{ }(11,01) (01,11), (10,10), (00,00),  

이제 교차큐 를 정의한다. 

정의 2.2 p차원 교차큐  pQ 는 p2 개의 노드를 가진다. 교

차큐  pQ 의 각 노드는 서로다른 주소를 가지는데 각 주소

는 p비트이다. 교차큐  pQ 의 노드 1210 −−= pp uuuuu L  와 노드  

1210 −−= pp vvvvv L 는 다음 조건을 만족하는 d가 존재하면 d-차
원 에지 ),( vu 를 가진다.
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{ }MjNijiV <≤<≤= 0,0),(

{ }'1,),'(,),()),'(),,(( iiVjiVjijijiE =+∈∈=

{ }'1,)',(,),())',(),,(( jjVjiVjijiji =+∈∈∪

(그림 3) 크기 3×4인 메쉬 

(그림 4) 크기 41× 인 메쉬의 2Q 에 한 임베딩

(그림 5) 크기 82× 인 메쉬의 4Q 에 한 임베딩 1f  

(그림 6) 크기 161×  메쉬의 4Q 에 한 임베딩

1)  kk vu = , dk <≤0 ,

2)  dd vu ≠ ,

3) d가 홀수이면 1221 −−++ ppdd uuuu L 와 1221 −−++ ppdd vvvv L 가  

   짝꿍이고,

4) d가 짝수이면 11 ++ = dd vu 이고 1232 −−++ ppdd uuuu L 와 32 ++ dd vv

   12 −− pp vvL 가 짝꿍이다.

(그림 1)과 (그림 2)에 교차큐  3Q 과 교차큐  4Q 가 그

려져 있다. 앞으로 교차큐  pQ 를 간단히 큐  pQ 라고 하고 

교차큐 의 노드를 큐 노드라 하겠다. 

이제 메쉬를 정의한다. (그림 3)에 크기 3×4인 메쉬가 나
타나 있다.

정의 2.3 크기 N×M 인 메쉬는 다음과 같은 노드 집합 V
와 에지 집합 E를 가진다. 

3. 메쉬의 교차큐 에 한 재귀  임베딩

이 에서는 메쉬를 교차큐 에 임베딩하는 재귀 인 방

법을 제시한다. 차후 제시하는 모든 임베딩의 연장율은 1이

다. 임베딩을 재귀 으로 정의하기 해서 다음과 같은 조

건 3.1을 설정한다.

 

조건 3.1 크기 N×M 인 메쉬를 교차큐  pQ 에 임베딩할 

때 차원 p는 짝수이고 임의의 행 i, Ni <≤0 , 의 맨 왼쪽 

노드 )0,(i 과 맨 오른쪽 노드 )1,( −Mi 가 응하는 큐 노드

들이 서로 짝꿍이다. 

(그림 4)에 크기 41× 인 메쉬를 2Q 에 조건 3.1을 만족하

면서 임베딩한 가 나타나 있다. 맨 왼쪽 노드 )1,0( 이 

응하는 노드 01과 맨 오른쪽 노드 )3,0( 이 응하는 노드 

11이 서로 짝꿍이다.  

(그림 5)에 크기 82× 인 메쉬를 4Q 에 조건 3.1을 만족하

면서 임베딩한 가 나타나 있다. 맨 왼쪽  노드 )0,0( 과 

맨 오른쪽  노드 )7,0( 이 응하는 큐 노드 0101과 

1111은 서로 짝꿍이고 맨 왼쪽 아래 노드 )0,1( 과 맨 오른

쪽 아래 노드 )7,1( 이 응하는 노드 0111과 1101은 서로 

짝꿍이다. (그림 5)에서 인 한 메쉬 노드들은 인 한 큐

노드들에 응한다.

(그림 4)이나 (그림 5)와 같이 크기 MN × 인 메쉬를 큐

 pQ 에 조건 3.1을 만족하면서 임베딩할 수 있으면 크기 

MN 4× 인 메쉬를 큐  2+pQ 에 조건 3.1을 만족하면서 임베

딩할 수 있다. 를 들어 (그림 4)과 같이 크기 41× 인 메쉬

를 2Q 에 조건 3.1을 만족하면서 임베딩할 수 있으면 (그림 

6)과 같이 크기 161× 인 메쉬를 4Q 에 조건 3.1을 만족하면서 

임베딩할 수 있다. 

(그림 6)은 크기 41× 인 메쉬의 복사본 네 개로부터 에지

를 추가하여 크기 161× 인 메쉬를 구성한 를 보여 다. 

추가된 에지들은 곡선으로 그려져 있다. (그림 6)에서 각 복

사본의 아래쪽에는 (그림 4)과 같이 두 비트씩 붙어 있다. 

한 각 복사본의 쪽에는 큰 숫자로 2 비트씩 붙어 있다. 

쪽의 2 비트와 아래의 2 비트를 연결하여 네 비트의 큐

노드 주소를 얻을 수 있다. 를 들어 맨 왼쪽 노드 )0,0( 은 

큐 노드 0101에 응되고 그 다음 노드 )1,0( 은 0100에 

응되고 맨 오른쪽 노드 )15,0( 는 1111에 응된다. (그림 
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<표 1> 함수 1f

(그림 7) 메쉬 1+jT 의 큐  22 ++ jpQ 에 한 임베딩

6)에서 인 한 메쉬 노드들은 인 한 큐 노드들에 응한

다. 뿐만 아니라 맨 왼쪽 노드 )1,0( 과 맨 오른쪽 노드 

)15,0( 가 응하는 노드들 0101과 1111이 서로 짝꿍이다. 

이제 다음 소정리를 증명하겠다. 

소정리 3.1 크기 MN × 인 메쉬가 큐  pQ 에 조건 3.1을 

만족하면서 임베딩된다고 하자 ( 1≥N , 1>M ). 그러면 크기 

MN i4× 인 메쉬는 큐  ipQ 2+ 에 조건 3.1을 만족하면서 임

베딩된다 ( 0≥i ).

[증명] 정수 i에 한 수학  귀납법으로 증명하겠다. 

0=i 일 때 본 소정리가 성립한다. 본 소정리가 ji = 일 때 

성립한다고 가정하고 1+= ji 일 때 성립함을 보이겠다. 크기 

MN j4× 인 메쉬를 jT 라 하자. 메쉬 jT 의 네 개의 복사본을 

만들어 
0

jT , 
1

jT , 
2

jT , 
3

jT 라 하자. 이들을 (그림 7)와 같이 크

기 MN i 14 +× 인 메쉬 1+jT 을 형성하도록 에지들을 추가한다. 

그 추가된 에지들은 (그림 7)에 곡선으로 그려져 있다.

메쉬 jT 는 큐  jpQ 2+ 에 조건 3.1을 만족하면서 임베딩되

므로 네 개의 복사본의 노드들은 각각 길이가 jp 2+ 인 큐

노드 주소를 가지고 있다. 길이 jp 2+ 인 큐 노드 주소의 

앞에 두 비트씩 덧붙이되 메쉬 
0

jT 의 노드들에는 모두 01을 

붙인다. 한 메쉬 
1

jT , 
2

jT , 
3

jT 의 노드들에는 각각 00 , 10 , 

11을 덧붙인다. 그러면 메쉬 1+jT 의 각 노드들은 서로 다른 

새로운 큐 노드 주소를 갖게 되는데 이 큐 노드 주소는 

길이가 22 ++ jp 이다. 이 주소 로 1+jT 을 큐  )1(2 ++ jpQ 에 임

베딩하면 조건 3.1을 만족한다. 왜냐하면 맨 왼쪽 노드의 첫 

두 비트 01과 맨 오른쪽 노드의 첫 두비트 11은 짝꿍이기 

때문이다. 첫 두비트를 제외한 나머지 비트들에 해서 맨 

왼쪽 노드와 맨 오른쪽 노드가 서로 짝꿍임은 가정에 의해

서 명확하다. 한 메쉬 1+jT 에서 인 한 노드들은 인 한 큐

노드들에 응함도 쉽게 확인해 볼 수 있다. □

 소정리에서는 크기 MN × 인 메쉬가 큐  pQ 에 조건 

3.1을 만족하면서 임베딩되면 열의 개수가 네 배인 메쉬를 같

은 확장율로 임베딩할 수 있음을 보 다. 이제 열의 개수가 

두 배인 메쉬를 같은 확장율로 임베딩할 수 있음을 보이겠다.

 

소정리 3.2 크기 MN × 인 메쉬가 큐  pQ 에 조건 3.1을 

만족하면서 임베딩된다고 하자 ( 1≥N , 1>M ). 그러면 크기 

MN i42 ⋅× 인 메쉬는 큐  12 ++ ipQ 에 임베딩된다 ( 0≥i ).

[증명] 크기 MN × 인 메쉬가 큐  pQ 에 조건 3.1을 만족

하면서 임베딩된다고 하자 ( 1≥N , 1>M ). 그러면 소정리 

3.1에 의해서 크기 MN i4× 인 메쉬는 큐  ipQ 2+ 에 조건 3.1

을 만족하면서 임베딩된다 ( 0≥i ). 크기 MN i4× 인 메쉬를 

iT라 하자. 메쉬 iT의 복사본을 두 개 만들어 
0

iT 와 
1

iT 라 하

자. 이들이 크기 MN i42 ⋅× 인 메쉬를 형성하도록 에지들을 

추가한다. 

메쉬 iT는 큐  ipQ 2+ 에 조건 3.1을 만족하면서 임베딩되므로 

복사본들의 노드들은 각각 길이가 ip 2+ 인 큐 노드 주소를 

가지고 있다. 길이 ip 2+ 인 큐 노드 주소의 앞에 한 비트씩 

덧붙이되 복사본 
0

iT 의 노드들에는 모두 0을 복사본 1
iT 의 

노드들에는 모두 1을 붙인다. 그러면 크기 MN i42 ⋅×  인 

메쉬의 각 노드들은 서로 다른 새로운 큐 노드 주소를 갖

게 되는데 이 큐 노드 주소의 길이는 12 ++ ip 이다. 이 주

소 로 큐  12 ++ ipQ 에 임베딩하면 크기 MN i42 ⋅× 인 메쉬에

서 인 한 노드들은 인 한 큐 노드들에 응한다.     □

소정리 3.1과 소정리 3.2로부터 다음과 같은 정리를 얻을 

수 있다. 

정리 3.1 크기 MN × 인 메쉬가 큐  pQ 에 조건 3.1을 

만족하면서 임베딩된다고 하자 ( 1≥N , 1>M ). 그러면 크기 

MN q2× 인 메쉬는 큐  qpQ + 에 임베딩된다 ( 0≥q ).

정리 3.1과 (그림 4)로부터 다음과 같은 따름정리를 얻을 

수 있는데 이 따름정리는 Chang에 의해서 이미 알려진 바 

있다 [3].
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)4,0,(3 if )6,0,(3 if

0=i 0 0

1=i 0 1

2=i 1 0

3=i 1 1

4=i 0 0

5=i 0 1

6=i 1 0

7=i 1 1

<표 5> )4,0,(3 if 과 )6,0,(3 if

120 −<≤ ni ),,0(),,( 1 kjfkjifn =

nn i 22 1 <≤− ),,1(),,( 1 kjfkjifn =

<표 2> 함수 ),,( kjifn , 2≥n , 40 <≤ k

0=j 1=j 2=j 3=j 4=j 5=j 6=j 7=j

01 00 10 11

0=i 0101 0011 0001 0111 1101 1011 1001 1111

1=i 0111 0001 0011 0101 1111 1001 1011 1101

2=i 1101 1011 1001 1111 0101 0011 0001 0111

3=i 1111 1001 1011 1101 0111 0001 0011 0101

<표 3> 크기 84× 인 메쉬의 6Q 에 한 임베딩 2f

k 가 짝수 k 가 홀수

j 가 홀수 )2/)4(,2mod( 1 −− kib n
n

1
j 가 짝수 )2/)4(,2mod( 1 ′−− kib n

n

<표 4> ),,( kjifn , 2≥n , 224 +<≤ nk

따름정리 3.1 큐  2+qQ 은 헤 톤 경로 (hamiltonian 

path) 를 가진다 ( 0≥q ). 

4. 크기 2n×2m인 메쉬의 교차큐 에 한 임베딩

이 에서는 크기 mn 22 × 인 메쉬가 교차큐 에 연장율 

1, 확장율 12 −n 로 임베딩될 수 있음을 보인다 ( 1≥n , 3≥m ). 

먼  열의 개수가 8인 메쉬를 임베딩한 후 열의 개수가 m2
인 메쉬로 확장하겠다. 크기 82 ×n 인 메쉬를 큐  22 +nQ 에 

임베딩하는 함수 nf 은 크기 82 ×n 인 메쉬의 노드 ),( ji 가 

응하는 큐  22 +nQ 의 노드의 k번째 비트이다. 따라서 nf 은 

다음과 같다. 

{ } { } { } { }1,0220|80|20|: →+<≤×<≤×<≤ nkkjjiif n
n

(그림 5)로부터 크기 82× 인 메쉬를 4Q 에 임베딩하는 함

수 1f 을 얻을 수 있다. <표 1>은 함수 1f 을 나타내는데 0 

열과 1 열만 표시하 고 2 열 이후는 생략하 다. 

이제부터 함수 nf , 2≥n , 을 정의하겠는데 4<k 인 경우

와 4≥k 인 경우로 나 어서 다루겠다. 4<k 인 경우는 노드 

),( ji 가 응하는 큐 노드 주소의 첫 네 비트에 해당하는

데 <표 2>에 ),,( kjif n , 4<k , 이 정의되어 있다. 노드 

),( ji 가 메쉬의 상반부에 속할 경우, 12 −< ni , 첫 네 비트는 

(그림 5)의 쪽 행과 같다. 따라서 ),,( kjif n = ),,0(1 kjf 이

다. 노드 ),( ji 가 메쉬의 하반부에 속할 경우, 12 −≥ ni , (그림 

5)의 아래쪽 행과 같다. 따라서 ),,( kjif n = ),,1(1 kjf 이다.

<표 3>에 크기 84× 인 메쉬를 6Q 에 임베딩하는 함수 2f

가 나타나 있다. 첫 두 비트는 각 열의 쪽에 따로 표시하

다. 를 들어 0 열과 1 열의 노드들의 첫 두 비트는 모

두 01이고 2 열과 3 열의 노드들의 첫 두비트는 모두 00이
다. <표 3>에서 0 행과 1 행의 노드들의 첫 네 비트는 (그

림 5)의 쪽 행과 같고 2 행과 3 행의 노드들의 첫 네 비

트는 (그림 5)의 아래쪽 행과 같음을 확인할 수 있다. 

4≥k 인 경우는 노드 ),( ji 가 응하는 큐 노드의 첫 네 

비트를 제외한 나머지 ( 22 −n ) 비트들에 해당하는데 <표 4>

에 ),,( kjifn , 4≥k , 이 정의되어 있다. <표 4>에서 보다시피 

k가 홀수일 경우엔 ),,( kjif n 는 1이다. 를 들어 <표 3>의 

2f 에서 )5,,(2 jif 가 모두 1임을 확인할 수 있다. 

<표 4>에서 k가 짝수이고 j가 짝수인 경우의 ),,( kjif n , 

4≥k , 는 정수 12mod −ni 를 이진수로 표 했을 때 등장하는 

비트들로부터 얻는다. 를 들어 <표 5>는 3=n 이고 k가 

4과 6일 경우의 ),0,(3 kif 이 정수 4modi 를 이진수로 표

했을 때 등장하는 비트들로부터 얻어짐을 보여 다. <표 5>

에는 j가 0인 경우만 나타나 있으나 j가 다른 짝수이어도 
<표 5>와 동일하다. 

k가 짝수이고 j가 짝수인 경우의 nf 을 쉽게 표 하기 

해서 함수 nb 을 정의하겠다. 함수 nb ),( ji 는 정수 i를 

( 1−n ) 비트의 이진수로 표 했을 때 j번째 등장하는 비트

이다. 따라서 함수 nb 은 다음과 같다. 

{ } { } }1,0{)1(020: 1 →−<≤×<≤ − njjiib n
n

를 들어 3을 네 비트 이진수로 표 하면 0011이므로 
0)0,3(5 =b , 0)1,3(5 =b , 1)2,3(5 =b , 1)3,3(5 =b 이다. 그러면 

k가 짝수이고 j가 짝수인 경우에 ),,( kjif n , 4≥k , 은 

<표 4>와 같이 )2/)4(,2mod( 1 −− kib n
n 로 표 할 수 있다. 
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0=j 1=j 2=j 3=j 4=j 5=j 6=j 7=j

01 00 10 11

0=i 010101 001111 000101 011111 110101 101111 100101 111111

1=i 010111 001101 000111 011101 110111 101101 100111 111101

2=i 011101 000111 001101 010111 111101 100111 101101 110111

3=i 011111 000101 001111 010101 111111 100101 101111 110101

4=i 110101 101111 100101 111111 010101 001111 000101 011111

5=i 110111 101101 100111 111101 010111 001101 000111 011101

6=i 111101 100111 101101 110111 011101 000111 001101 010111

7=i 111111 100101 101111 110101 011111 000101 001111 010101

<표 6> 크기 88× 인 메쉬의 8Q 에 한 임베딩 3f

<표 4>에서 k가 짝수이고 j가 홀수인 경우에 함수 
),,( kjif n , 4≥k , 은 짝수 열의 해당 비트의 보수가 된다. 

따라서 ),,( kjif n = )2/)4(,2mod( 1 ′−− kib n
n 이다. <표 4>의 정

의로부터 알 수 있듯이 주어진 행에 해서 모든 짝수 열의 

마지막 ( 22 −n ) 비트가 서로 같고 모든 홀수 열의 마지막 

( 22 −n ) 비트가 서로 같다. 를 들어 <표 3>의 함수 2f 에

서 3  행의 짝수 열의 마지막 두 비트는 모두 11이고 홀수 

열의 마지막 두 비트는 모두 01이다. 이제까지 함수 nf 을 

(그림 5)와 <표 2>와 <표 4>를 통해 정의하 다.

<표 6>에는 크기 88× 인 메쉬를 8Q 에 임베딩하는 함수 3f

이 나타나 있다. 첫 두 비트는 각 열의 쪽에 따로 표시하

다. <표 6>에서 쪽 네 행의 노드들의 첫 네 비트는 (그림 

5)의  행과 같고 아래쪽 네 행의 노드들의 첫 네 비트는 

(그림 5)의 아래 행과 같다. 한  1)7,,()5,,( 33 == jifjif 임도 

확인할 수 있다. 짝수 열에 한 )4,,(3 jif 과 )6,,(3 jif 은 정수 

4modi 를 이진수로 표 했을 때 등장하는 비트들로부터 얻어

진다. 홀수 열에 한 )4,,(3 jif 과 )6,,(3 jif 은 짝수 열의 해당 

비트의 보수이다. 따라서 주어진 행에 해서 짝수 열의 마지

막 네 비트가 모두 같고 홀수 열의 마지막 네 비트가 모두 같

음을 확인할 수 있다.

함수 nf 을 이용하여 크기 82 ×n 인 메쉬를 교차큐  

22 +nQ 에 임베딩하면 다음과 같은 성질들을 만족한다.  첫째, 

메쉬의 임의의 행 i , ni 20 <≤ 에 해서 맨 왼쪽 노드 )0,(i

와 맨 오른쪽 노드 )7,(i 이 응하는 큐 노드들은 서로 짝

꿍이다. 둘째, 각 메쉬 노드는 서로 다른 큐 노드에 응한

다. 셋째, 인 한 메쉬 노드들은 인 한 큐 노드들에 응

한다. 이제부터 이 세가지 성질들을 증명하겠다. 

성질 4.1 함수 nf , 1≥n , 을 이용하여 크기 82 ×n 인 메쉬

를 교차큐  22 +nQ 에 임베딩하면 메쉬의 임의의 행 i , 
ni 20 <≤ , 에 해서 노드 )0,(i 와 )7,(i 이 응하는 큐 노

드들은 서로 짝꿍이다.                                 

[증명]  1=n 일 경우에 본 성질이 성립함은 (그림 5)로부

터 쉽게 알 수 있다. 2≥n 일 경우에 함수 nf 의 처음 네 비

트는 (그림 5)의 1f 과 같으므로 노드 )0,(i 와 )7,(i 이 응하

는 큐 노드들의 첫 네 비트는 서로 짝꿍이다. 첫 네 비트

를 제외한 나머지 비트들은 01혹은 11의 연속된 나열이다. 

왜냐하면 ),,( kjif n , 4≥k 은 k가 홀수이면 항상 1이기 때문

이다. 그런데 k가 짝수일 때 7 열에 한 ),7,( kifn 는 0 열

의 해당 비트 ),0,( kifn 의 보수이다. 따라서 처음 네 비트를 

제외한 나머지 비트들도 서로 짝꿍이다. 따라서 노드 )0,(i 와 

)7,(i 이 응하는 큐 노드들은 서로 짝꿍이다.           □

　
성질 4.2 함수 nf , 1≥n , 을 이용하여 크기 82 ×n 인 메쉬

를 교차큐  22 +nQ 에 임베딩하면 각 메쉬 노드는 서로 다른 

큐 노드에 응한다. 

[증명] 1=n 일 경우에 본 성질이 성립함은 (그림 5)로부

터 쉽게 알 수 있다. 2≥n 일 경우에 서로 다른 두 노드 

),( ji 와 ),( ji ′′ 이 같은 큐 노드에 응한다고 해보자. 그러

면 모든 k에 해서 ),,( kjif n = ),,( kjif n ′′ 이다. 첫 네 비트, 

4<k , 가 같다는 것은 두 노드 ),( ji 와 ),( ji ′′ 이 같은 열에 

속하면서, jj ′= , 모두 상반부에 속하거나 모두 하반부에 속

함을 의미한다. 그러나 같은 열의 상반부 (하반부) 에 속하

는 서로 다른 두 노드는 같은 큐 노드에 응할 수 없다. 

왜냐하면 <표 4>로부터 알 수 있듯이 ii ′≠ 이면 짝수인 어

떤 4≥k 에 해서 ),,( kjif n 와 ),,( kjifn ′ 는 반드시 달라지

기 때문이다.                                          □

성질 4.3 함수 nf , 1≥n , 을 이용하여 크기 82 ×n 인 메쉬

를 교차큐  22 +nQ 에 임베딩하면 인 한 메쉬 노드들은 인

한 큐 노드들에 응한다. 

[증명] 1=n 일 경우엔 (그림 5)에 의해서 본 성질이 성립

함을 알 수 있다. 같은 열에서 인 한 두 노드 ),0( j 와 
),1( j 가 응하는 큐 노드들은 2-차원 에지로 연결되어 있

다. 같은 행에서 인 한 두 노드 ),( ji 와 )',( ji 가 응하는 

큐 노드들의 주소를 비교해 보면 ( 8mod)1( +=′ jj ) j가 짝수

일 경우엔 처음 세 비트는 같고 네 번째 비트만 다르다. 따

라서 j가 짝수일 경우엔 3-차원 에지로 인 하다. j가 홀
수일 경우엔 첫 두 비트  한 비트만 다르고 그 다음 두 

비트는 서로 짝꿍이다. 따라서 j가 홀수일 경우엔 0 -차원
이나 1-차원 에지로 인 하다. 

이제 2≥n 일 경우를 증명하겠다. 먼  같은 열에서 인

한 두 노드 ),( ji 와 ),'( ji 를 고려해 보자 ( nii 2mod)1( +=′ ). i

와 i′를 n -비트 이진수로 표 했을 때 서로 다른 첫 비트

의 치를 )',( iirn 이라고 하자. 를 들어 3과 4을 네 비트
의 이진수로 표 하면 0011과 0100이므로 서로 다른 제일 
첫 비트의 치는 1이다. 따라서 1)4,3(4 =r 이다. 두 노드 

),( ji 와 ),'( ji 가 응하는 큐 노드들은 ( 2),(2 +′⋅ iirn )-차원 

에지로 인 하다. 
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이제 같은 행에서 인 한 두 노드 ),( ji 와 )',( ji 를 고려

해 보자 ( 8mod)1( +=′ jj ). 함수 nf 의 첫 네 비트는 1f 과 같다. 

그러므로 두 노드 ),( ji 와 )',( ji 가 응하는 큐 노드들의 

마지막 )22( −n  비트가 서로 짝꿍이면 j가 짝수일 경우엔 
3-차원 에지로 인 하고 j가 홀수일 경우엔 0 -차원이나 
1-차원 에지로 인 하다. 그런데 두 노드 ),( ji 와 )',( ji 가 

응하는 큐 노드들의 마지막 )22( −n 비트는 서로 짝꿍이

다. 왜냐하면 4≥k 가 홀수이면 ),,( kjif n 은 항상 1이고 

4≥k  가 짝수이면 ),,(),,( kjifkjif nn ′≠ 이기 때문이다.   □

성질 4.1과 성질 4.2와 성질 4.3으로부터 다음과 같은 소

정리를 얻을 수 있다. 

소정리 4.1 크기 82 ×n 인 메쉬를 교차큐  22 +nQ 에 조건 

3.1을 만족하면서 임베딩할 수 있다 ( 1≥n ). 

소정리 4.1과 정리 3.1에 의해서 크기 322 +× qn 인 메쉬는 

큐  22 ++qnQ 에 임베딩될 수 있다 ( 1≥n , 0≥q ). 여기서 q를 
3−m 으로 치환하면 다음과 같은 정리 4.1를 얻을 수 있다. 

정리 4.1 크기 mn 22 × 인 메쉬는 큐  12 −+mnQ 에 임베딩된

다 ( 1≥n , 3≥m ).

정리 4.1로부터 다음과 같은 따름정리들을 얻을 수 있다. 

따름정리 4.1 크기 mn 22 × 인 메쉬는 연장율 1, 확장율 
12 −n 로 교차큐 에 임베딩된다 ( 1≥n , 3≥m ). 

따름정리 4.2 크기 m22× 인 메쉬는 교차큐 에 연장율 

1, 확장율 1로 임베딩된다( 3≥m ). 

따름정리 4.3 크기 m24× 인 메쉬는 교차큐 에 연장율 

1, 확장율 2로 임베딩된다( 3≥m ). 

따름정리 4.2와 따름정리 4.3은 Fan과 Jia에 의해서 이미 

알려진 바 있다[10]. 

5. 결  론

본 논문에서는 크기 mn 22 × 인 메쉬를 연장율 1, 확장율 
12 −n 로 교차큐 에 임베딩할 수 있음을 보인다 ( 1≥n , 3≥m ). 

한편 크기 m24× 인 메쉬의 복사본 두 개가 노드 복 없이 

교차큐 에 연장율 1, 확장율 1로 임베딩될 수 있음이 알려

져 있다 [10, 5]. 한 크기 m28× 인 메쉬의 복사본 네 개가 

노드 복 없이 교차큐 에 연장율 1, 확장율 1로 임베딩될 

수 있음도 알려져 있다 [5]. 그러나 양변의 길이가 모두 8 보

다 큰 메쉬 다수 개가 교차큐 에 연장율 1, 확장율 1로 임

베딩될 수 있는지는 알려진 바가 없다. 따라서 크기 mn 22 ×

인 메쉬 12 −n 개를 교차큐  12 −+mnQ 에 노드 복없이 임베딩할 

수 있는지를 밝히는 것은 향후 연구과제이다. 
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