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상 차이가 있는 작은 동수의 정 인 벽면 

온도 하에서의 자연 류 유동의 천이

유 주 식*

<국문 록>

두 벽면이 서로 다른 평균 온도와 일정한 상 차이 하에서 작은 동수의 

정 인 온도 분포를 갖는 시스템에서의 자연 류를 조사한다. 벽면 온도 분

포의 동수 k = 0.5이고 상차는 ¬/2 이며, 고려하는 유체는 P r = 0.7 인 공기

이다.  작은 Rayleigh 수의 도 역에서는 한 주기에 걸쳐 약간 기울어진 형

태의 두 개의 큰 셀이 형성된다. 그러나 Rayleigh 수가 증가하면 열 으로 불

안정한 역에서 여러 개의 셀이 형성되는 다수 셀 유동이 일어난다. 다수 셀 

역에서 과도기 인 기간에서는 일시 으로 공간 인 칭성이 깨어지기도 

하지만 정상 상태의 유동장은 언제나 칭성을 만족한다.  유동 형태의 천이가 

일어나는 임계 Rayleigh 수 부근에서는 Nusselt 수가 격하게 증가한다. 
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I. 서론

본 연구에서 고려하는 문제는, 가열 혹은 냉각되는 두 벽면이 주기 으로 변화하는 

불균일한 온도 분포를 가지고 있는 경우이다. [그림 1]과 같이 아래와  벽면은 각각 

TL= T 1+ΔTsin (kX/H), TU=T 2+ΔTsin (kX/H-π/2)의 온도 분포를 갖는다. 

이와 같은 주기 인 경계 조건을 갖는 문제로는, 벽면의 온도가 일정할 때 의 형태

가 길이 방향으로 정 (sinusoidal)이거나 삼각  등과 같이 물결 모양을 이루는  

내의 자연 류 혹은 강제 류에 한 것이 있다 (Faghri and Asako, 1986; Patankar 

et al.,1978;  Sparrow and Charmchi, 1980; Watson and Poots, 1971).  한편 유주식과 

김용진(2005)은 작은 크기의 불균일 온도를 갖는 Rayleigh-Benard 문제에서의 다 해

(multiple solution)를 조사하 다.

불균일한 벽면 온도를 갖는 다공성 매질(porous medium)에서의 자연 류에 한 

연구로는 Bradean 등(1996)과 Yoo(2003)의 연구가 있다. Bradean 등(1996)은 주기 으

로 가열되고 냉각되는 수평 평 을 가진 반 무한 다공성 매질에서의 자연 류를 조

사하 다. 그리고 Yoo(2003)는 다공성 매질에서 평균온도가 같은 두 벽면이 정 인 

온도 분포를 가지고 있을 때의 유동을 작은 Rayleigh 수에 한 근 인 해를 구하

여 조사하 다.

본 연구에서는 두 벽면이 일정한 상 차이(¬/2 )를 가지고 서로 다른 평균 온도 하

에서 주기 으로 변화하는 온도 분포를 갖는 경우에 해 조사한다. 주기 인 벽면 

온도를 갖는 상황은, 자 장치의 가열이나 냉각 등의 시스템에서 규칙 으로 배열된 

여러 개의 열원에 한 기본 인 모델의 하나가 된다. 그리고 냉각과 가열이 서로 어

나게 배열되어 있는 상황은, 아래와  벽면의 상 차이로써 나타낼 수 있다.　고

려하는 유체는 P r = 0.7 인 공기이다. 유동장은 벽면 온도와 같은 공간 인 주기를 가

지므로 장(wave length) 2¬/k 는 시스템의 기하학  형태를 나타내는 일종의 종횡비

(aspect ratio)에 해당된다. 본 연구에서는 작은 동 수 k = 0.5를 고려하는데 이것은 

아주 얕은 통(shallow cavity)에 응된다.  상하 벽면의 거리가 가까움으로 인해 두 

벽면 간의 열 인 상호 작용이 증가하여 다양한 셀 류(cellular convection)가 일어

날 수 있다. 한 온도 분포에 ¬/2 의 상 차이가 있기 때문에, 상 차이가 없는 경

우와는 달리 시스템이 열 으로 안정한 역과 불안정한 역으로 나 어지므로 더욱 

더 흥미있는 상이 일어날 것으로 상된다.
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 [그림 1] 문제 정의의 개략도. 온도분포(우측 그림)에서 x  의 범 ：

                            0 f k x f 2 ¬ .　

II. 해석

[그림 1]과 같이 두 개의 수평 평  사이에 유체가 채워져 있으며, 상하 벽면은 서

로 다른 상을 가지고 정 으로 변화하는 온도 분포를 가지고 있다. Boussinesq 근

사로부터 부력 항에서만 유체의 도 변화를 고려하고 다른 물성치들은 모두 일정하

다고 가정한다. 에 지 방정식에서 성 소산도 역시 무시한다.  이와 같은 가정 하에

서 무차원화된 흐름 함수 Ψ와 와도 ω로써 표 되는 무차원 지배 방정식은 다음과 같

다. 

∂ω

∂t
 =  J(Ψ,ω) + Pr∇2ω +PrRaθx (1)

∇2Ψ=-ω  (2)

∂θ

∂t
 = J(Ψ,θ) + ∇2θ (3)

여기에서 Pr= ν/κ 과 Ra= αgΔT H 3/κν
 는 각각 Prandtl 수와 Rayleigh 수를 나

타낸다.  와도( ω )와 흐름 함수( Ψ ), Jacobian J(f, g)  Laplacian은 다음과 같이 정의

된다.

ω=
∂v
∂x

-
∂u
∂y

, u=
∂Ψ

∂y
, v=-

∂Ψ

∂x
 (4)

J( f,g) =
∂f
∂x

∂g
∂y

-
∂f
∂y

∂g
∂x

 (5)

∇
2=

∂2

∂x 2
+

∂2

∂y 2
     (6)

벽면에서의 경계 조건은 다음과 같다.

Ψ =  
∂Ψ

∂y
=0     at y= 0,1    (7)

θ=1+sinkx    at y=0        (8)

θ=sin(kx-π/2)   at y=1         (9)
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 지배 방정식 (1)-(3)과 경계 조건 (7)-(9)는  (¬/4k , 1/2 ) 에 해서 다음과 같은 

칭성을 만족하는 해를 갖는다. 

Ψ(x,y, t)=Ψ(π/2k- x,1- y,t) (10)

θ(x,y, t)= φ(x,y,t)-y+1 (11)

φ(x,y, t)=-φ(π/2k- x,1-y,t) (12)

경계 조건 (7)-(9)를 만족하는 해는 벽면에서의 온도 분포와 같은 주기를 갖는다고 

가정한다.  따라서 다음과 같이 평균 Nusselt 수를 정의하여 벽면에서의 열 달률을 

구한다.

Nu = -
k
2π

⌠
⌡

2π/k

0

∂θ

∂y
dx   at y= 0,1  (13)

비정상 상태의 방정식 (1)-(3)을 유한한 방정식계로 바꾸기 해서 확산 항과 시간 

미분 항에서는 Dufort-Frankel의 leap-frog 방법을 쓰고 Jacobian 항에서는 앙 차분

법을 사용한다 (Roache, 1972).  계산 역이 4각형이므로 유동 함수에 한 Poisson 

방정식은 Buzbee et al. (1970)의 순환  짝-홀 제거(cyclic even-odd reduction) 방법을 

사용하여  반복 계산을 하지 않고 바로 푼다. 이 방법은 매우 빠르고 정확하다( Yoo, 

1998).  x  방향으로는 균일한 격자계를 사용하고, y  방향으로는 벽면 부근의 얇은 경

계층을 분해하기 하여 다음과 같은 좌표 확장을 한다.

y =  
1
2
[1 + 

tanh {C(2η-1)}
tanh (C)

]  (14)

III. 결과  논의

먼  도가 지배 인 작은 Ra에서의 유동을 [그림 2]에 도시하 다. 도 역에

서는, 아래 벽면에서 최  온도를 갖는  (¬/2k , 0 )  부근에서는 올라가고 최소 온도

를 갖는  (3¬/2k, 0 )  부근에서는 내려가는 모양의 셀(cell)이 형성된다. 아래와  

벽면의 온도 분포에 상차(¬/2 )가 있으므로 셀들은 약간 기울어진 모양을 하게 된

다. 한편 [그림 2]는 유선과 온도 분포가  (¬/4k , 1/2 ) 에 해 칭이라는 것을 잘 

보여 주고 있다. 

도 역의 유동은 상차가 없을 때와 유사한 모양이다. 그러나 Ra를 증가시키

면 아주 큰 변화가 일어난다. 상차가 없을 때에는 0 < k x < 2¬ 의  역이 열 으

로 불안정한 상태에 놓여지게 되지만 이 경우에는 [그림 3]과 같은 다수 셀 류

(multi-cellular convection)가 일어나지 않는다. 즉, 상차가 없을 때에는 수평 방향의 
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[그림 2] 도 역의 유선(아래)과 등온선( )：　

0 f k x f 2 ¬ ； R a = 100

[그림 3] 류 역의 유선(아래)과 등온선( ): 

0 f k x f 2 ¬ ；　Ra = 10,000  

온도 구배에 의해 유동장이 지배되고 있음을 알 수 있다.  그러나 상차 ¬/2 를 갖고 

있는 본 문제에서는 열 으로 불안정한 역인 0 < k x < ¬ , 3¬/2 < k x < 2¬ 에서 [그

림 3]과 같은 셀 류가 일어난다. 한편 같은 상차(¬/2 )를 가지더라도 평균 온도 차

이가 없는 경우에는 열 으로 불안정한 역이 존재하지만 이 경우에는 [그림 3]과 같

은 셀 류가 일어나지 않았다.  

다음에는 Ra에 따른 유동 형태의 천이(transition) 과정을 [그림 4]에 도시하 다. 

[그림 4]에서 보이듯이 유동장의 천이 과정은 약간 매끄럽지 않음을 알 수 있다. 

Ra < 850  에서는 도 해 형태의 유동장을 유지하며 약 Ra = 870 에서  

(¬/4k , 1/2 )을 심으로 하는 셀의 좌우에 같은 방향으로 회 하는 두개의 셀이 형성

되기 시작한다[그림 4(a)]. 그러나 Ra = 880 에서는  (¬/4k , 1/2 ) 을 심으로 하는 

셀은 없어지고 그 에 해 칭인 같은 방향으로 회 하는 두 개의  셀이 형성된다

[그림 4(c)]. 즉, Ra = 870 과 Ra = 880 에서의 유동 형태는 완 히 서로 다른 구조를 

보여주고 있는데 그 간 값인 Ra = 875 에서는 의 두 가지 형태의 해가 공존한다. 

[그림 4(a)]를 기치로 하면 [그림 4(b.1)]이 얻어지고 [그림 4-(c)]를 기치로 하면 

[그림 4(b.2)]의 유동장이 얻어진다. 그러나 (b.1)의 유동장은 정상 상태(steady state)에 

머물러 있지 못하고 극미하지만 조 씩 변하고 있음이 측되었다. 그 변화의 정도는 

극히 미소한 것이어서 외 상 거의 보이지 않는다. 수치계산에서 보이는 것은 지듀

(residue) =max[max(d ´/ d t ), max(d ¤/dt)]의 경향인데, t = 0 에서부터 계산을 시작하면 

t = 10  정도에서 지듀가  O (10- 5�) 에 도달하여 정상 상태로 간주할 수 있다. 그런데 

그 지듀는 완 히 으로 수렴해가지 않고 조 씩 증가하기 시작한다. 그러나 그 

증가의 크기는 아주 작아서 t = 1000까지도 O (10- 5�) 에 머물러 있다. 따라서 수치계
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[그림 4] Rayleigh 수에 따른 유동 형태의 천이 과정:0 f k x f 2 ¬ ； 

(a)R a =870; (b.1), (b.2) R a =875; (c) R a =880; (d) R a =

890; (e) R a =930; (f) R a =1,100; (g) R a =1,300 

산에서 생기는 round-off error를 일종의 교란(disturbance)으로 간주한다면  (b.1)의 

해는 이 교란에 해 불안정한 것이고 (b.2)의 유동장은 안정한 것이라고 말할 수 있

다. 즉, 이력(hysteresis) 상이 아니라 Rayleigh 수의 증가에 따라 (a)로부터 (c)로의 

천이가 일어나며 임계 Rayleigh 수는 약 875이다. (a)로부터 (c)로의 매끄럽지 못한 천

이는 유동장의 칭성 때문이다. 그리고 (b.2)는 (b.1)보다 약 8% 정도 큰 Nusselt 

수를 갖는다. 

[그림 4(c)]의 Ra = 880 에서는 두 개의 같은 방향으로 회 하는 셀이 형성됨에 따

라 셀들의 경계면에서 단 운동(shearing motion)이 있게 된다. 그러나 곧이어 조  

더 큰 Rayleigh 수 Ra = 890 에서는  (¬/4k , 1/2 ) 을 심으로 하여 서로 반  방향

으로 회 하는 작은 셀이 두 셀의 경계면에서 생성된다. [그림 4(d)]. 그리고 Ra가 증

가에 따라 이 셀의 강도가  증가하여[그림 4(e), (f)] Ra = 1300 에서는 가장 지배

인 셀이 된다[그림 4(g)].

[그림 4]의 유선은 모두 칭성을 만족시키고 있다. 그리고 열 으로 불안정한 

역 ( 0 < k x < ¬ , 3¬/2 < k x < 2¬ ) 에서의 유동장은 Ra에 따른 큰 변화를 보이고 

있지만 안정한 역 (¬ < k x < 3¬/2 ) 에서는 거의 변화가 없다. 유동장 [그림 4(a)]로

부터 [그림 4(c)]로의 매끄럽지 못한 천이는 이 열 인 불안정성과 칭성의 조합으로 

인한 것이다.  상차가 ¬인 경우에는 k x = ¬/2 에서 가장 큰 수직 방향의 온도 구배

를 갖고 이 선 상에서 언제나 수직 방향의 유동이 있으므로 이 부근에서 열 인 불안



大 韓 工 業 敎 育 學 會 誌 第  33卷 第 2號 306

[그림 5] 정지 상태의 유체를 순간 으로 R a =880으로 가열했을 때

의 시간에 따른 유동장의 발  과정: 0 f k x f 2 ¬ ；(a) 

t = 5; (b) t = 15; (c) t = 70; (d) t = 650; (e) t = 750; (f) 

t = 810; (g) t = 850; (h) 정상 상태

정으로 인한 류가 일어나기 쉽게 된다. 그런데  상차가 ¬/2 인 본 문제에서는 

k x = ¬/4 에서 가장 큰 수직 방향의 온도 구배를 갖는데  (¬/4k , 1/2 ) 는 바로 작은 

Ra에서의 셀의 심이기 때문이다 [그림 4(a)].

[그림 4]에 제시된 두 유동 (b.1)과 (b.2)의 안정성을 별하기 해서는 여러 가지

의 안정성 해석(stability analysis) 방법이 사용된다(Drazin and Reid (1982)). 여기에서

는 수치 계산에서 생기는 round-off error를 일종의 교란으로 생각할 수 있으므로 시

간 분 인 해석 방법으로써 Ra = 880에서의 시간에 따른 유동의 변화 과정을 살펴

보았다[그림 5]. 

 [그림 5]는 정지해 있는 유체층을 순간 으로 가열하 을 때의 유동장의 발  과

정을 도시한 것이다. t = 0 에서의 정지 상태로부터 출발하여 t = 5  정도에서 도 상

태가 확립된다. 그러나 약 t = 15 에서 k x = ¬/4 의 좌우에 같은 방향으로 회 하는 두 

개의 셀이 생성되기 시작하여 t = 70  정도에서 거의 정상 상태에 도달한다.  t = 70 의 

유동장은 칭성을 만족한다. 그러나 이때의 유동장은 round-off error로 인한 교란

에 의해서도 아주 미소하지만 조 씩 변화하기 시작하여 아주 오랜 시간 후인 

t = 650 에서는 칭성이 깨어진 것을 볼 수 있다. 그 이후 칭성이 깨어진 상태

(t = 750 , 810 , 850)의 과도기를 거쳐 다시 칭성을 만족하는 새로운 정상 상태에 도

달한다. 
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[그림 6] 정지 상태의 유체를 순간 으로 R a =1,000으로 가열했을 

때의 시간에 따른 유동장의 발  과정: 0 f k x f 2 ¬ ；(a) 

t = 2; (b) t = 4.1; (c) t = 4.9; (d) t = 5; (e) t = 205; (f) t =

255; (g) t = 285; (h) 정상 상태

[그림 6]에는 다수 셀 류가 일어난 후인 Ra = 1000 에서의 유동의 발  양상을 

도시하 다. 이 경우에는 t = 4.1 에서 같은 방향으로 회 하는 셀이 형성되기 시작하

며 이때의 단 운동에 의해 반  방향으로 회 하는 셀이 k x = ¬/4 의 좌우에 생성된

다(t = 4.9). 이 게 하여 t = 5 에서는 k x = ¬/4 의 좌우에 서로 반  방향으로 회 하

는 네 개의 셀이 형성된다. 이때의 유동장은  (¬/4k , 1/2 )을 심으로 하는 셀이 가

장 큰 강도를 가지며 이것은 [그림 4(g)]의 Ra = 1300 의 것과 비슷한 모양이다. 그러

나 Ra = 1000 에서는 이 상태를 유지하지 못하고 오랜 시간 후에 칭성이 깨진 상태

(t = 205 , 285)를 거쳐 새로운 정상 상태에 도달한다.

다음에는 열 으로 불안정한 역에서 도 상태가 깨어지기 시작하는 임계 

Rayleigh 수 Ra = 875 보다 훨씬 큰 Ra = 10,000 에서의 시간에 따른 유동의 발  양

상을 [그림 7]에 도시하 다. 이 경우에는 k x = ¬/2  부근에서 셀 류가 일어나며 

Ra = 875  근방의 경우(R a =880, 1000)와는 달리 언제나 칭성을 만족한다. 류의 

기 단계에서도 수직 방향의 유동이 있는 k x = ¬/2  부근에서 도 상태가 깨짐에 

따라 셀이 생성되는 과정이 무척 빠르게 진행되며 정상 상태에 도달하는 시간도 

R a =880, 1000의 경우보다 훨씬 짧다.

끝으로 정상 상태에서의 Ra에 따른 Nusselt 수의 거동을 [그림 8]에 도시하 다.  

Ra가 작을 때인 도 역에서의 Nusselt 수는 Ra에 정비례하지만, 어떤 임계 
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[그림 7] 정지 상태의 유체를 순간 으로 R a =10,000으로 가열했을 

때의 시간에 따른 유동장의 발  과정: 0 f k x f 2 ¬ ；

(a) t = 0.1; (b) t = 0.19; (c) t = 0.23; (d) t = 0.315; (e) 

t = 0.39; (f) t = 1.0; (g) t = 2.3; (h) 정상 상태

    　　 [그림 8] Ra에 따른 N u의 변화

Rayleigh 수 부근에서 Nusselt 수가 격하게 증가한다. 이것은 평균 온도 차이가 

없을 때와 다른 으로서 Rayleigh-Benard 문제에서 류가 일어날 때 Nusselt 수가 

크게 증가하는 것과 비교될 수 있는 상이다.  즉, [그림 8]과 같은  Nusselt 수의 

격한 증가는 열 으로 불안정한 역에서 다수 셀 류가 일어나기 때문이다.  



- 위상 차이가 있는 작은 파동수의 정현적인 벽면 온도 하에서의 자연 대류 유동의 천이 - 309

IV. 결론

서로 다른 평균 온도를 갖는 두 벽면이 작은 동수( k = 0.5 )와 일정한 상 차이

(¬/2 ) 하에서 정 으로 변화하는 온도 분포를 가질 때의 자연 류를 조사하 다. 

도가 지배 인 작은 Ra에서는 한 주기에 걸쳐 두 개의 큰 셀이 형성된다. 그러나 

Ra가 증가하면 열 불안정에 의하여 여러 개의 셀이 형성되는 다수 셀 유동이 일어난

다. 모든 Ra에 해 정상 상태의 류는 공간 인  칭성을 만족한다. 다수 셀 유

동이 일어나는 천이  부근의 Ra에서는,  과도기 인 기간에 일시 으로 공간 인 

칭성이 깨어진다. 그러나 아주 큰 Ra에서는 과도기 인 기간에도 언제나 칭성

을 만족한다. 열 불안정성과 칭성의 조합으로 인하여 도 역에서 다수 셀 

류 역으로 넘어가는 유동의 천이가 매끄럽게 일어나지 않는다. 도 역에서의 

Nusselt 수는 Ra에 정비례하지만, 유동 형태의 천이가 일어나는 임계 Rayleigh 수 부

근에서는 Nusselt 수가 격하게 증가한다. 

　　　　

기호설명 그리스 문자 

g   : 력 가속도 
H      : 두  간의 거리   

k : 벽 온도 분포의 무차원 동수 

Nu   : 평균 Nusselt 수

Pr : Prandtl 수, ν/κ

Ra   : Rayleigh 수, αgΔTH 3/κν

t  : 무차원 시간 

TL : 아래 벽면의 온도 분포

TU :  벽면의 온도 분포

T 1
: 아래 벽면의 평균 온도

T 2
:  벽면의 평균 온도

ΔT : 특성 온도 차이, T1-T2

u     : 무차원 속도의 수평 방향 성분

v   : 무차원 속도의 수직 방향 성분

X      : 수평 좌표

Y      : 수직 좌표

x     : 무차원 수평 좌표，X /H �

y     : 무차원 수직 좌표，Y /H �

α  : 열 팽창 계수 

θ  : 무차원 온도

κ    : 열 확산 계수 

ν : 동 성 계수

ρ
0     : 도 

φ : 두 벽면의 평균 
온도 차이에 해
당하는 도 상
태의 온도 분포
를 뺀 온도

Ψ    : 흐름 함수

ω     : 와도
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<Abstract>

Transition of Natural Convective Flows 

Subjected to Small-Wave-Number Sinusoidal 

Wall Temperatures with Phase Difference

  Joo-Sik Yoo*

This study investigates the natural convection of air(P r = 0.7 ) between two 

walls having a small- wave- number sinusoidal temperature distributions with a 

phase difference. The wave number and the phase difference of wall temperatures 

are k = 0.5  and ¬/2 , respectively. In the conduction-dominated regime at small 

Rayleigh number, two slightly inclined cells are formed over one wave length. At 

higher Rayleigh number, however,  multicellular convection occurs in thermally 

unstable region. A spatial symmetry is intermittently broken in the transient period 

at the Rayleigh number near the critical value. The steady-state flows always 

satisfy the spatial symmetry. A steep increase of Nusselt number occurs near the 

Rayleigh number at which transition of flow pattern occurs.

Key words : sinusoidal temperature, phase difference, multi-cellular convection, 

transition

*  Correspondence :  Professor, Andong National University
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