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5축 밀링가공기의 직교 특성을 이용한 역기구학 방정식의 유도
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ABSTRACT

This paper proposes an efficient algorithm for deriving inverse kinematics equation of 5-axis

machine. Because the joint order and direction of 5-axis machine are different for each type of

machine, each type of machine needs its own inverse kinematics equation for post-processing of NC

data. Also derived inverse kinematics equation may cause problems of indeterminate and inconsistent

solution. In order to resolve these problems, we have developed a generic method to derive direct kine-

matics equation by considering orthogonal joints of 5-axis machines. Using this method, we also have

proposed a general algorithm for deriving inverse kinematics equation for various types of 5-axis

machines.
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1. 서  론

5축 밀링 가공 기술은 추가적인 두 개의 회전축으

로 인하여 공구의 자세를 임의로 취할 수 있기 때문에

3축 가공에 비해 효율이 높은 가공 기술이다. 반면 5

축 가공은 가공 경로에 따라 공구를 움직이기 위해 공

구의 위치와 자세 정보를 기계 운동축의 조인트 값으

로 변환해야 하는 후처리 과정이 필요하다. 공구 데이

터의 후처리를 위해서는 먼저 공구의 위치와 자세 관

계로부터 기계의 조인트 값을 표현하는 역기구학 방

정식(inverse kinematics equation)이 필요하며, 이러한

역기구학 방정식은 각각의 조인트 값들의 관계로부터

공구의 위치와 자세로 표현되는 정기구학 방정식

(forward kinematics equation)으로부터 유도된다. 역

기구학 방정식은 비록 대부분 5축 공작기계 구조가 세

개의 이송축과 두 개의 회전축이 서로 수직 배치된 유

사한 구조라 할지라도 운동축 배치 순서와 방향이 다

른 경우 전혀 다른 모양의 역기구학 방정식이 유도된

다. 또한 동일한 5축 공작기계에 대한 역기구학 방정

식도 개발자의 편의에 따라 여러 가지 모양의 표현이

가능하며, 이때 방정식에서 부정이나 불능의 경우를

고려하지 않는 경우 연산상의 심각한 문제가 발생할

수 있다. 한편, 5축 가공에 적용되는 공작기계의 구조

는 세 개의 이송축에 대한 두 회전축의 위치와 배치순

서에 따라 여러 가지 구조가 가능하며, 최근에는 이러

한 구조를 바탕으로 작업 환경과 공작물의 크기에 따

른 적합한 모델이 다양하게 개발되고 있다. 다양한

5축 공작기계에 대해 Sakamoto와 Inasaki[1]은 회전축

의 배치에 따라 세 가지 종류로 분류하였으며, Lee와

She[2]는 Sakamoto와 Inasaki[1]가 제시한 세 종류의 공

작기계에서 대표적인 모델의 역기구학 방정식을 제시

하였다. Jung 등[3]은 후처리 과정의 위상반전에 대한

연구에서 Table-tilting type의 공작기계 모델에 대한

역기구학 방정식을 제시하였으며, Mahbubur 등[4]과

Jha 등[5]은 5축 가공의 기하학적인 오차 최소화와 관

련한 연구에서 각각 Spindle-tilting type과 Table/

Spindle-tilting type의 공작기계 모델에 대한 역기구학

방정식을 제시하였다. Tsutsumi와 Saito[6]는 5축 공작

기계의 오차 측정과 관련한 연구에서 현재까지 일본

에서 출시된 5축 공작기계를 직렬의 운동축 배치에 따
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라 24개로 분류하였다. 5면 가공기와 같이 운동축에

병렬연결이 포함된 경우나 회전축 개수의 제한을 무

시하면 더 많은 종류의 장치 구성이 가능하며,

Bohez[7]는 720개의 개념적인 장치 구성이 가능한 것

으로 발표하였다. 이와 같이 앞에서 언급한 역기구학

방정식을 다루는 기존의 연구는 특정 공작기계에 대

해 적용될 수 있는 것으로 다양한 5축 공작기계에 적

용될 수 있는 범용적인 방법이 아니다. Tutunea-Fatan

과 Feng[8]은 두 개의 회전축으로 구성된 일반적인 5

축 공작기계에 대해 일반화된 좌표변환 관계를 제시

하였다. She 등[9,10]은 테이블에서 공구에 이르는 좌표

변환과정에서 네 개의 회전변환을 적용하여 일반적인

5축 공작기계에 적용할 수 있는 역기구학 좌표변환을

제시하였으며, 서로 다른 공작기계의 NC 데이터를 서

로 변환할 수 있는 변환모델을 추가적으로 제안하였

다. 그러나 She 등[10]이 제안한 방법은 Bohez[7]의 연

구에서 언급된 TRTRT 타입이나 RTRTT 타입과 같이

회전축과 이송축이 교대로 배치된 공작기계에 대해서

는 적용할 수 없는 방법이다. 이와 같이 기존의 연구

에서 제시된 5축 공작기계의 일반화된 역기구학 방정

식 유도 방법은 모든 타입의 공작기계에 적용 가능한

방법이 아니며, 공작기계의 종류에 따라 여전히 개별

적으로 유도해야 하여 동시에 연산상의 문제에 대해

해결하지 못한 상태로 남아있다.

그러므로 본 연구는 두 개의 회전축과 세 개의 이

송축이 서로 수직으로 구성된 모든 5축 공작기계에 대

해 운동축이 수직으로 배치된 특성을 고려함으로써

연산 적용에 문제가 없는 일반화된 역기구학 방정식

유도 알고리즘을 제안하였다.

2. 5축 공작기계의 정기구학 방정식

2.1 일반적인 기구에 대한 정기구학 방정식

공작물 테이블에서 공구에 이르는 좌표변환을 구

하기 위해 먼저 각각의 링크에 대한 단위 좌표변환을

먼저 구해야 한다. Fig. 1과 같이 한 링크가 다른 링

크와 조인트에 의해 구속되어 있는 경우 D-H

parameter라 부르는 4개의 기구 파라메터로 관계를 나

타낼 수 있으며, 이들 파라메터를 이용하여 i−1번째에

대한 i번째 링크의 변환 행렬을 식 (1)과 같이 구성할

수 있다.

 (1)

Where, Rotz( ): Rotational transform for z-axis

Tranz( ): Translational transform for z-axis

ti: Angle of i-th joint between two links

di: Distance between two links

ai: Angle of twist of link

li: length of link

공작물 테이블에서 공구에 이르는 전체변환행렬은

식 (2)와 같이 두 링크에 대한 변환행렬을 차례로 곱

하여 구할 수 있다. 

 (2)

공구의 위치에 대한 정기구학 방정식은 전체 변환

행렬의 제 4열을 취함으로써 구할 수 있으며, 자세에

대한 정기구학 방정식은 전체 변환행렬의 제1열에서

3열중에서 선택하여 구할 수 있다

2.2 운동축 배치를 고려한 정기구학 방정식

정기구학 방정식에서 공구의 위치는 이송축과 회전

축의 변위에 동시에 의존하는 반면, 공구의 자세는 회

전축 변위에만 의존하며 이송축 변위에 대해서 독립

적인 관계를 가진다. 그러므로 회전축에 대한 정기구

학 방정식은 회전축의 배치 순서로부터 식 (3)과 같이

구할 수 있다. 

 (3)

Where, i, j, k : Tool orientation vector

Jp: Angle of primary rotational axis

Js: Angle of secondary rotational axis

N: Spindle direction number

테이블에서 공구로 연결된 기구의 운동축 순서에서

먼저 오는 회전축이 주 회전축, 나중에 오는 회전축이

종속 회전축이며, 각각 아래첨자 p와 s로 나타내었

Ai Rotz ti( )Tranz di( )Tranx li( )Rotx ai( )=

Atable

tool
Atable

1
A
1

2…Ai 1–

i …An

tool
=

i

j

k

Rotp Jp( ) Rots Js( )⋅[ ]
N

=

Fig. 1. D-H parameters between two frames.
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다. 예를 들어 운동축이 ZAYBX 순서로 배치된 5축

공작기계의 주 회전축과 종속 회전축은 각각 A와 B이

며, 이것을 Jp와 Js로 표현하였다. 또한 N은 변환행렬

의 열번호를 가리키고 있으며, 스핀들 축의 방향이 x,

y, z인 경우 각각 1, 2, 3의 값을 가진다. 회전축 배치

에 대한 경우의 수는 두 회전축이 각각 X, Y, Z 축

에 놓여진 경우의 수(3P2)이므로 6가지(AB, AC, BA,

BC, CA, CB)가 가능하다. 그러나 종속 회전축의 방

향이 스핀들 방향과 동일한 경우 공구가 모든 자세를

취할 수 없는 공작기계이므로 비현실적이다. 이러한

경우를 제외하면 회전축의 정기구학 방정식은 스핀들

배치의 방향에 따라 각각 네 가지 종류가 가능하며

Table 1과 같이 나타낼 수 있다.

일반적인 기구의 정기구학 방정식은 링크의 모양과

배치에 따라 복잡한 관계식으로 표현되는 반면 운동

축이 서로 수직으로 배치된 5축 공작기계의 정기구학

방정식은 일정한 규칙으로 표현이 가능하다. 즉, 이송

축에 대한 회전 변환행렬(K)에 종속적인 성분과 독립

적인 성분으로 분리하여 나타내면 이송에 대한 정기

구학 방정식은 식 (4)와 같이 일반화된 형식으로 나타

낼 수 있다.

(4)

Where, K: Rotational transform matrix for translational

axis

HD: Prismatic offset for translational axis 

HI: Independent component for K matrix

이송축에 대한 회전 변환행렬(K)의 제 1열은 테이

블에서 X축 이전까지의 변환행렬의 3열과 동일하며,

제 2열과 3열은 앞의 경우와 동일하게 각각 테이블에

서 Y, Z축 이전까지 변환행렬의 3열과 동일하다. 또한

이송축이 연속으로 배치된 경우의 K행렬은 테이블에

서 이송축 전까지의 회전변환행렬과 동일하다. 그러

므로 Sakamoto[1]의 연구에서 제시된 세 가지 종류의

5축 공작기계에서 table-tilting type의 경우 기구적 연

결은 RRTTT이므로 RR 변환행렬이 K행렬이며,

RTTTR 연결로 구성된 table/spindle-tilting type에 대

한 K행렬은 첫 번째 R변환 행렬이 K행렬이다. 마지

막으로 spindle-tilting type의 TTTRR 연결로 구성된

5축 공작기계의 K행렬은 시작하는 회전변환 행렬이

없으므로 K행렬은 단위행렬이다. 또한 이송축의 옵셋

량을 나타내는 HD는 각각 X, Y, Z에 대한 di 기구

파라메터를 성분으로 하는 열벡터이다. 마지막으로 K

행렬에 독립성분인 HI는 전체 변환행렬의 제 4열에서

K행렬과 관련된 성분을 제거함으로써 구할 수 있다.

3. 운동축 배치를 고려한 역기구학 

방정식

3.1 역기구학 방정식의 기준

정기구학 방적식이 유일한 해를 가지는 반면 역기

구학 방정식은 여러 개의 해를 가지며, 또한 하나의

정기구학 방정식에 대해 역기구학 방정식은 여러 가

지 모양으로 표현이 가능하다. Table 2는 동일한 공작

기계(MIKRON사 UCP710)의 역기구학 방정식이 서

로 다르게 표현된 예를 보여주고 있다. 

Table 2의 (a)는 식 (2)로 구한 식 (5)-(10)의 정기

구학 방정식으로부터 식 (11)-(16)의 과정으로 유도할

수 있다.

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

x

y

z

K

X

Y

Z

HD+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

HI+=

x CCX SCCA Y lC+( )– SCSA Z dC–( ) lCSC+ +=

y SCX CCCA Y lC+( ) CCSA Z dC–( )– lCCC–+=

z SA Y lC+( ) CA Z dC–( ) dC+ +=

i SCSA=

j CCSA–=

Table 1. Direct kinematics equation of rotational axis about

rotational configuration

Where, C
A

Cos A( ), S
A

Sin A( )≡≡
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 (10)

식 (10)을 A에 대해 정리하면 식 (11)과 같으며, 식 

 (11)

식 (8)/식 (9)에서 C에 대해 정리하면 식 (12)와

같다.

 (12)

또한 식 (5) CC
+ 식 (6)에서 X에 대해 정리하면

식 (13)과 같이 X축에 대한 역기구학 방정식이 유

도된다.

(13)

또한 식 (5)와 식 (6)에 각각 식 (7)을 대입하면 식

(14)와 식 (15)를 얻을 수 있으며, 

(14)

(15)

식 (14) +식 (15)를 Y로 정리하면 식 (16)과 같다.

 

(16)

 

마지막으로 식 (7)을 Z에 대해 정리하면 식 (17)

과 같이 Z축에 대한 역기구학 방정식을 구할 수

있다.

(17)

그러나 이렇게 복잡한 과정을 거쳐 유도된 역기구

학방정식은 여러 가지 모양의 역기구학 방정식 중 하

나이다. 즉, 역기구학 방정식은 개인에 따라 여러 모

양으로 유도 가능하며, 부적절한 모양으로 유도된 경

우 비록 수식 자체는 오류가 없더라도 컴퓨터 계산상

의 반올림으로 인해 오차가 증가되거나 오류가 유발

되는 모양으로 표현될 수 있다.

그러므로 역기구학 방정식은 가능한 다음과 같은

기준을 고려하는 것이 합리적이다. 

첫째, 분수형식의 표현은 0으로 나누어지는 경우가

발생하므로 피해야 한다. 둘째, tan 함수는 특정 위치

에서 무한대의 값을 가지므로 사용하지 않아야 한다.

셋째, arctan 함수는 위상의 구분을 명확히 하기 위해

arctan 함수 대신 arctan2 함수를 적용한다. 

그러므로 Table 2의 (a)와 (b) 역기구학 방정식은

(c)와 같이 표현하는 것이 적합하다. 

3.2 역기구학 방정식의 유도

회전축에 대한 역기구학 방정식은 회전축 변위와

공구 자세벡터를 직접 비교함으로써 쉽게 구할 수 있

는 반면 이송축에 대한 역기구학 방정식은 공구의 위

치와 자세를 동시에 고려해야 하므로 쉽게 구할 수 없

다. 그러나 식 (4)와 같이 K행렬에 대해 종속적인 성

분과 독립적인 성분으로 분리 하여 나타내는 경우 이

송축에 대한 역기구학 방정식은 K행렬의 역행렬을 구

함으로써 간단히 유도할 수 있다.

3.2.1 회전축에 대한 역기구학 방정식

공구 자세에 대한 영향은 오직 회전축 변화에 의해

결정되므로 회전축에 대한 역기구학 방정식은 회전변

환행렬의 자세벡터로부터 직접 구할 수 있다. 특히 회

전축이 서로 수직으로 배치되어 있으므로 두 회전축

에 대한 역기구학 방정식은 식 (18)과 같이 주 회전축

k CA=

A arccos k( )=

C arccos i/j–( )=

X xCC ySC+=

x C
C
X Y l

C
+( )S

C
C
A

T
A
S
A

+( )– S
C
T
A
z d

C
–( ) l

C
S
C

+ +=

y S
CX Y lC+( )CC CA SATA+( )– CCTA z dC–( )– lCCC+=

x y+ CC SC+( )X TA z dC–( ) CC SC–( )–=

 Y lC+( ) CA SATA+( ) CC SC–( ) lC CC SC–( )–+

Y x y C
C

S
C

+( )X–+( )/ C
A

S
A
T
A

+( ) C
C

S
C

–( )( )=

 TA z dC–( ) lC+( )/ CA SATA+( ) lC–+

Z z dC–( )/CA TA Y lC+( )– dC+=

Table 2. Examples of various inverse kinematics for a same

5-axis machine (MIKRON, UCP710) 

Where, X, Y, Z, A, C : Joint value of 5-axis machine
x, y, z : Tool position
T
A

tan A( )≡

lc 50≡  dc 120≡,
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의 각도(Jp)와 종속 회전축의 각도(Js)으로 구분하여 나

타낼 수 있다.

 (18)

단 식 (18)은 공작기계의 운동축의 배치에 따라 다

음의 세 가지 조건을 고려해야 한다.

첫째, 스핀들이 장착된 방향과 주 회전축의 방향이

동일한 경우 종속 회전축은 arccos함수로 표현되며, 그

렇지 않은 경우는 모두 arcsin함수로 표현된다. 예를

들어 스핀들이 수직(z 방향)으로 배치된 공작기계에서

회전축의 배치가 CA인 경우 종속 회전축은 arccos함

수로 표현되며, 스핀들이 y축 수평방향으로 연결된

CA타입 공작기계의 종속 회전축은 arcsin함수로 표현

된다.

둘째, 주 회전축과 종속 회전축에 순차적으로 적용

되는 u, v, w는 회전축이 배치된 순서와 동일하게 벡

터를 지정한다. 예를 들어 AB타입의 벡터 순서는 i, j

이므로 u, v, w를 각각 i, j, k로 지정하며, CA타입의

벡터 순서는 k,i이므로 u, v, w를 각각 k, i, j로 지정

한다.

셋째, 스핀들이 장착된 방향의 이전 벡터는 음의

부호를 적용한다. 단, 스핀들이 x, y, z축에 배치된

경우, 각각 AC, BA, CB타입은 부호 조건을 적용하

지 않는다. 예를 들어 스핀들이 수직(z방향)으로 배치

된 공작기계의 경우 스핀들이 장착된 벡터 성분은 k

이며, CCW방향 기준에서 이것의 이전 벡터는 j이므

로 AB타입을 제외한 모든 경우에 대해 j 대신 −j를

적용한다.

그러므로, Table 1에 대한 역기구학 방정식은 Table

3과 같이 나타낼 수 있다.

주 회전축에 대한 역기구학 방정식에서 두 벡터가

동시에 0에 가까운 특이영역의 경우에는 식 (19)와 같

이 두 벡터의 변화율을 적용하여 해를 구할 수 있다.

 (19)

또한 종속회전축이 arccos함수로 표현되는 경우 공

구 자세에 따라 두 개의 해가 존재하며, 후처리 과정

에서 두 가지 해에 대해 적합한 선택이 필요하다.

3.2.2 이송축에 대한 역기구학 방정식

이송축에 대한 역기구학 방정식은 (4)의 식을 변형

하여 식 (20)과 같이 나타낼 수 있다. K회전변환 행

렬은 서로 수직인 회전축에 의한 회전변환이므로 직

교행렬이다. 또한 직교행렬의 역행렬은 전치행렬이므

로 K행렬의 역행렬은 간단하게 구할 수 있다.

 (20)

Where,  ∵K is orthogonal

4. 적용 및 결과

본 연구에서 제안한 범용적인 역기구학 방정식의

Js

Jp

arccos u( )  or  arcsin u( )

arctan2 v w,( )
=

Jp arctan2 v· w·,( )=

X

Y

Z

K
1–

x

y

z

HI–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

HD–=

K
1–

K
T

=

Table 3. Inverse kinematics equation of rotational axis

about rotational configuration

Fig. 2. Coordinate system for table-tilting type 5 axis

machine (MIKRON, UCP710).
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유도 알고리즘을 검증하기 위해 Sakamoto와 Inasaki[1]

가 제안한 세 종류의 5축 공작기계의 대표적인 모델

에 대해 제안된 방법으로 각각 역기구학 방정식을 유

도하였다. MIKRON사의 UC710모델은 가장 일반적

인 5축가공 타입의 하나로 이에 대한 좌표시스템을

Fig. 2에 나타내었다.

또한 Fig. 2에 대한 변환행렬을 Table 4에 나타내

었으며, 식 (18), (20)을 이용하여 역기구학 방정식을

구하기 위한 주요한 파라메터를 표시하였다.

Table 4에 표시된 것과 같이 테이블에서 공구에 이

르는 운동축의 순서는 CAXYZ이므로 회전은 CA순

서로 연결되어 C축이 주 회전축이므로 u, v, w는 각

각 k, i, −j가 된다. 이를 이용하면 식 (19)에서 회전

축에 대한 역기구학 방정식을 구할 수 있다. 또한 이

송축이 XYZ로 연속 배치되어 있으므로 K행렬은 테

이블에서 이송축 전까지의 회전변환행렬( )

과 동일하며, X, Y, Z에 대한 di 성분 벡터가 HD이므

로 Fig. 3에서 나타낸 것과 같이 쉽게 구할 수 있다.

식(2)의 전체 변환행렬로부터 HI 행렬을 구하고 이를

식 (4)와 (20)에 적용하면 이송축에 대한 정기구학 및

역기구학 방정식을 구할 수 있다. 

Dekel Maho사의 DMU100T 모델 5축 가공기의

경우, 좌표 시스템과 변환행렬을 각각 Fig. 3과 Table

5에 나타내었다. 운동축이 CZXYB 순서로 회전축은

C, 종속회전축은 B이다. 따라서 u, v, w는 각각 k, j,

i가 된다, 또한 테이블에서 이송축 전까지의 회전변환

K Atable
1

A
1

2
=

Table 4. D-H Parameters & Transform matrix for MIKRON

UCP710

Fig. 3. Coordinate system (Dekel Maho, DMU100T).

Table 5. D-H Parameters & Transform matrix (Dekel

Maho, DMU100T)
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행렬은 이므로 Table 5의 변환행렬에서 구할 수

있으며, HD도 구할 수 있다. 전체 변환행렬과 K행렬,

그리고 HD 행렬로부터 HI 행렬을 구하고 이를 식 (3)-

(4)와 (18)-(20)에 적용하면 정기구학 및 역기구학 방

정식을 구할 수 있다.

Shenq Fang Yuan사, HA5AXI 모델 5축 가공기는

좌표 시스템과 변환행렬을 각각 Fig. 4와 Table 6과

같이 나타낼 수 있으며, 동작축 순서가 XYZCB이므

로 C가 주 회전축, u, v, w는 각각 k, j, i이다. 

테이블에서 이송축 전까지의 회전변환행렬이 없으

Atable
1

Fig. 4. Coordinate system (Sheng Fang Yuan, HA5AXI).

Table 6. D-H Parameters & Transform matrix (Sheng Fang

Yuan, HA5AXI)

Table 7. Direct kinematics equation for three types of 5-

axis machines

Table 8. Inverse kinematics equation for three type 5-axis

machines
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므로 고정축 행렬( )이 K행렬이다. 앞에서 언급

한 것과 동일한 방법으로 정기구학 및 역기구학 방정

식을 구할 수 있다. 

앞에서 유도한 정기구학 및 역기구학 방정식을 본

연구에서 제안한 일반화된 형식으로 나타내면 Table

7, Table 8과 같이 나타낼 수 있다.

이와 같이 정기구학 방정식을 일반화된 형식으로

표현하는 경우 정기구학 방정식에서 역기구학 방정식

은 별도의 연산없이 간단하게 구할 수 있음을 알 수

있다. 

5. 결  론

본 논문에서는 운동축이 서로 수직으로 연결된 직

렬 5축 공작기계에 대해 운동축의 배치 특성을 이용

하여 기구학 방정식을 일반화하고 합리적인 역기구학

방정식을 유도하는 방법을 제안하였다. 이를 위해 회

전축에 대한 정기구학 및 역기구학 방정식을 회전축

배치순서로부터 직접적으로 구할 수 있는 방법을 제

안하였으며, 이송축에 대한 정기구학 방정식을 회전

에 종속적인 항과 독립적인 항으로 분리하여 일반화

된 형식으로 나타냄으로써 효율적으로 역기구학 방정

식을 유도하는 범용적은 알고리즘을 제안하였다.

본 논문에서 제안한 알고리즘을 이용하여 유도된

역기구학 방정식은 다음과 같이 두 가지 이점이 있

다. 첫째, 삼각함수와 관련된 복잡한 연산 없이 역기

구학 방정식을 손으로 간단하게 구할 수 있다. 둘째,

역기구학 방정식에 나누기 연산이나 tan함수가 없으

므로 컴퓨터 계산상의 반올림 오차나 0으로 나누어지

는 문제를 해결할 수 있다. 

본 논문에서 제안한 알고리즘은 두 개의 회전축과

세 개의 이송축이 서로 수직으로 장착된 모든 직렬

5축 공작기계에 대해 적용이 가능하며, 향후 범용의

NC Post-processor 등에 유용하게 적용될 수 있다.

후  기

본 연구는 과학기술부/한국과학재단의 국가핵심연
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