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순간 유입된 오염물질의 혼합 모의 시 질량 오차 산정
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Abstract

2D finite element model for analysis of transport of accidentally released pollutants in the flow was developed by SUPG
method, and the mass balance of this model was checked though two example problems: line source and point source problem
in the straight channel and unidirectional 2D flow field, respectively. All the test cases were simulated with both SUPG and
conventional Galerkin method to compare the accuraccy of the numerical mass balance. Test results show that the model with
SUPG can adequately conserve the released mass though simulation than the model using Galerkin method, so the developed
model verified to be appropriate to solve this accidental mass release problem.
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요 지

사고 등으로 인해 하천에 순간적으로 주입되는 오염물질의 2차원 이송-확산을 모의하기 위하여 SUPG법에 의한 2차원 유
한요소 모형을 개발하고 주입된 질량과 모의 질량간의 오차를 산정하였다. 지배방정식으로부터 질량 오차 산정식을 유도하고
이를 간단한 예제에 적용하였다. 적용 예제로는 단순 직선수로에서 선원을 통한 질량주입과 일방향의 등질 유속장을 가지는
2차원 공간에서 점원을 통한 질량주입 문제를 가정하였으며, 기존의 Galerkin법과의 비교를 위하여 두가지 수치기법에 대한
모의 검증을 실시하였다. 검증결과 기존의 Galerkin법에 의한 모의 결과에 비하여 SUPG법을 통한 수치모형의 구성이 모의
의 정확성뿐만 아니라 주입 질량의 보존에 있어서도 보다 정확한 방법임을 확인하였다.

핵심용어 : 오염물질, 이송-분산 2차원 유한요소모형, 순간 주입, 질량 보존, SUPG 기법
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1. 서 론

국내 주요 하천들은 대부분 상수원으로 사용되고 있어서

하천에서의 오염물 이송 및 분산은 매우 중요한 연구 주제

라 할 수 있다. 하천에 유입되는 오염원은 하수처리장에서

처리된 하수가 방류관이나 개수로를 통해 지속적으로 유입

되는 것이 일반적이지만 하천 주변 산업시설에서의 독성물

질 누출, 교각이나 강변로에서의 차량 전복 둥의 사고 등을

통하여 다량의 독성물질이 순간적으로 하천에 유입되는 상

황이 자주 발생하는 실정이다. 

독성 물질의 사고 유출에 관한 국외 연구 사례로는 지표

수 관련 분야보다도 대기 오염 분야에 있어서 활발한 연구

가 이루어져왔다. Tixier 등(2002)은 대기중에 사고로 유입된

위험 물질을 해석해와 이를 위해 적절히 산정된 분산계수를

통해 모의하는 모형을 제안하였다. Bellasio와 Bianconi(2005)

는 대기 중에 독성물질이 순간적, 일시적, 혹은 연속적으로

유출되는 모든 경우에 있어서 일반적으로 적용 가능한 해석

해 모형을 제안한 바 있다. 이러한 모형들은 대기의 각 위

치에서 독성물질이 퍼지는 속도와 농도를 2차원적으로 모의

해 낼 수 있다. 대기의 경우 지형적 복잡성을 고려하지 않

아도 되므로 이러한 해석해 모형의 개발이 용이하나, 하천의

경우는 하천 경계의 복잡한 지형 특성을 고려한 2차원 수치

모형의 개발이 필요하다. 이를 위해 유한요소법 등 비정형

격자망(unstructured grid)에 의한 다차원 하천 흐름 및 이를

통한 하천 오염물질 이송-분산 모형이 광범위하게 이용되고

있다. 미 공병단에서 개발된 다차원 유한요소 모형인

TABS-MD 코드는 이송-분산 모형으로 RMA4를 포함하고

있으며, DHI(Danish Hydraulic Institute)에서 개발한 상용

모형 MIKE3 는 해안과 하구를 중심으로 비정형격자망에서

의 오염물 확산 모형을 제공하고 있다. 또 다른 해안 순환

모형 중 하나인 FVCOM(Chen 등, 2003) 또한 질량 이송

모형 및 수질모형을 갖추고 있다. 국내의 경우 이정규와 김

주영(2000)은 2차원 순간 주입 점오염원에 대한 연구를 수

행한 바 있으며, 이정규와 김광기(2002)는 이를 사용하여 2
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차원 오염물질 거동해석 연구를 수행하였다. 또한 이명은과

서일원(2007)은 유한요소법에 의한 2차원 이송-확산 수치모

형을 통하여 사고 유입에 의한 순간 질량 주입 문제를 모의

검증한 바 있다. 

수치모형의 질량 보존 평가는 일정 시각에 각 격자별 질

량 보존률과 이를 합산한 전체 영역에서의 질량 보존률로서

산정된다. 이 경우 해석적인 질량 보존식을 이산적인 공간에

서 어떻게 표시하느냐에 따라 보존률 산정 결과에 차이를

보인다. 유한요소 모형에서의 질량 보존 산정방법에 관한 연

구는 지하수 흐름 분야에서 활발하게 이루어져왔다. Yeh

(1981)는 불규칙적인 분포를 갖는 지하수 흐름에 Galerkin법

에 의한 유한요소모형을 적용하는 경우 24-30%의 질량 보

존 오차가 포함됨을 밝힌 바 있다. 또한 Lynch(1984)는

Yeh(1981)와 같은 연구를 수행함에 있어서 질량 흐름률의

도함수를 보다 정확하게 근사함으로써 실제 유한요소법에 의

한 지하수 흐름의 질량 오차를 2-9% 정도임을 보인 바 있

다. 천수방정식에서의 유한요소모형 질량 보존에 대해서는

Kolar 등(1996)이 파동방정식 형태의 천수방정식에 Lynch

(1984)의 연구와 비슷한 방법을 적용하였으며, 국내에서는 서

승원(2000)이 유한요소법에 의한 동수역학모형의 질량 보존

에 관해서 연구하였다.

물질의 이송-확산 수치 모의 시 질량의 오차에 대해서는

Oliveira와 Baptista(1998)와 Oliveira 등 (2000)에 의해 이

루어진 바 있다. Oliveira와 Baptista(1998)는 Eulerian-

Lagrangian 기법에 의한 이송-확산 모형에서 추적 오차

(tracking error)가 해의 정확성과 그에 따른 주입 질량 오차

에 끼치는 영향을 조사하였으며, Oliveira 등 (2000)은 유한

요소모형에 의한 흐름 해석 결과가 Eulerian-Lagrangian 법

에 근거한 질량 이송 모형의 계산 결과에 있어서 질량 오차

에 끼치는 영향을 연구하였다. 이들 두 연구에서 질량 오차의

산정식은 식(1)과 같이 순간적으로 주입된 초기 농도분포 총

량에 대한 시간별 순간 농도분포 총량의 비율로 나타내졌다.

(1)

여기서 Minit는 초기 주입된 추적자 농도분포의 공간적분 값

이다. 이 경우 모의 시 물질의 순간 주입이 초기 농도 분포

정의에 의해 이루어졌으므로 주입 농도분포와 모의에 의한

순간 농도분포의 직접적인 비교가 가능하다. 그러나 순간 주

입이 질량과 디락델타 함수의 곱으로 이루어진 생성항에 의

해 이루어진 본 모형의 경우 식(1)과 같은 직접적인 비교는

불가능하다. 따라서 본 연구에서는 모형의 보다 간단한 검증

을 위하여 모의 영역 내에 주입된 질량과 모의된 질량의 오

차를 근사적으로 표현하고자 하였다. 이를 위하여 영역의 유

출 경계면을 따라 계산되는 물질의 농도 곡선을 시간에 따

라 적분함으로써 주입된 총 질량 대비 유출되는 질량의 총

량을 비교하는 방법을 선택하였다. 

본 연구의 주요 목적은 서일원과 이명은(2007)에 의해 개

발된 2차원 유한요소 모형을 순간 주입된 오염물질의 2차원

이송-확산 모의에 적용시 발생하는 질량 오차를 분석하는 것

이다. 이에 따라 본 연구에서는 질량의 유출량 적분을 통하

여 주입된 총 질량이 수치적인 이송과 분산과정을 거치는

동안 얼마만큼 보존될 수 있는지를 평가하였다. 질량 오차를

산정하기 위하여 지배방정식으로부터 질량 오차 산정식을 유

도하였다. 적용 예제로는 단순 직선수로에서 선원(line

source)을 통한 질량주입과 일방향의 등질 유속장을 가지는

2차원 공간에서 점원(point source)을 통한 질량주입 문제를

가정하였다. 점원 주입 예제의 경우 흐름의 방향과 격자망의

정렬 방향이 질량 보존에 미치는 영향도 함께 검증하였다.

이와 함께 SUPG 법에 의한 수치해의 질량 보존성을 기존

의 Galerkin법에 의한 모의 결과와 비교하였다. 

2. 모형의 구성

2.1 수치모형

오염물질의 2차원 혼합 거동 해석을 위하여 서일원과 이

명은(2007)에 의해 개발된 2차원 유한요소 모형의 지배방정

식은 다음과 같다. 

(2)

여기서 (x, y)는 2차원 Cartesian 좌표계의 각 좌표, t는 시

간 좌표, C는 수심 평균한 농도, q=(u, v)는 각 방향 유속

벡터, 그리고 D는 2차원 분산계수 텐서, Ω는 폐합된 2차원

영역, T는 최종 모의시간, 그리고 Q는 생성함수이다. 2차원

유속장을 고려한 분산계수 텐서 D의 각 요소들은 다음과 같

이 정의될 수 있다(Lee와 Seo, 2007).

(3a)

(3b)

(3c)

여기서 DL과 DT는 각각 종·횡방향‚ 분산계수이며,

로 정의된다.

순간적으로 유입되는 질량 M은 생성함수 Q에 의하여 각

각 2차원 공간에서의 선원과 점원 등으로 표시할 수 있다.

2차원 공간에서 임의의 선원을 일정 상수 (a, b, l)에 대하

여 ax+by=l로 정의한다고 하면, 선원에 의한 질량 유입항은

다음과 같이 표현할 수 있다.

(4)

여기서 d는 흐름의 깊이이며 w는 주입된 선원의 폭이다. 또

한 임의의 점원 (xo, yo)에 대해서는 다음의 식이 적용될 수

있다.

(5)

경계조건으로는 다음과 같은 세 가지의 경계조건을 정의할

수 있다. 

(6a)

(6b)

(6c)

여기서 는 Ω의 경계이며, n은 경계에 수직

한 벡터이다. go(t)와 ro(t)는 각각 경계에서의 확산에 의한

Mnum t( ) 1
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----------- c x y t, ,( ) Ω,d

Ω
∫=
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∂t
------- ∇ qC( ) ∇– D∇C⋅ ⋅+ Q x y t, ,( )  ,= x y,( ) Ω t, 0 T,[ ]∈ ∈
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2
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----------= =
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Q x y t, ,( ) M
dw
-------δ ax by l–+( )δ t( )=

Q x y t, ,( ) M
d
-----δ x xo y yo–,–( )δ t( )=

C Co t( ),= x y,( ) Γ1∈
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질량 흐름률과 전체 질량 흐름률을 나타내는 함수이다.

본 연구에서는 식(2)에 SUPG법을 적용하여 2차원 수치모

형을 구성하였다. 적용 영역 내에서 식(2)에 대해 가중잔차

법을 적용하면 다음과 같다.

(7)

여기서 는 SUPG법에 의한 가중함수로서 기존의 Galerkin법

에 의하면 가중함수를 형상함수와 같이 연속 함수를 사용하

나 는 다음과 같이 연속함수와 불연속함수의 합으로 정의

된다(Brooks와 Hughes, 1982).

(8)

여기서 w는 선형 형상함수이며, p는 상향가중(upwind

weighting)을 위한 불연속 함수이다. 일반적으로 w는 격자망

의 각 격자점에서 1의 값을 갖고 나머지 격자점에서는 0을

갖는 다음과 같은 형태를 지닌다.

(9a)

(9b)

로 정의할 경우 위의 과정은 Galerkin법에 의한 모형

으로 전개된다. 불연속 함수 p는 다음과 같이 정의된다.

(10)

여기서 α는 최적의 상향 가중을 위한 매개 상수이며 본 모

형에서는 Raymond와 Garder(1976)의 결과에 따라 본 매개

상수를 처리하였다. 

Green 정리를 적용하여 분산항에 포함된 2차 도함수를 1

차 도함수로 전환하는 방식으로 식(7)을 적분하면 다음과 같

은 식이 얻어진다.

(11)

여기서 M'은 경우에 따라 선주입원인 M/dw, 혹은 점주입원

인 M/d을 나타내며, δik는 cronecker delta로서 다음과 같이

정의된다.

(12a)

(12b)

k는 선원 상의 격자점 혹은 점원이 정의된 격자점의 집합

S에 속하는 격자번호이다. 식 (11)의 적분과정에서 공간적인

디락텔타함수는 소멸된다. C를 선형 형상함수 w로 보간하여

으로 근사하고 시간항에 대해서 Crank-Nicholson 차

분법을 사용하여 최종적인 수치모형을 구성하였다. 이후의 자

세한 수식화 과정은 이명은과 서일원(2007)에 서술되어 있다.

2.2 질량 오차 산정

순간 주입된 질량은 수치 모의를 통한 계산 과정을 거치

면서 총 질량의 변화를 겪게 된다. 주입된 전체 질량이 계

산과정에서 소실되지 않도록 하는 것은 질량의 순간 주입

모의의 정확성을 검증하는데 중요한 요소이다. 본 연구에서

는 주입 질량과 계산 결과에 의한 총 질량 사이의 오차를

산정하기 위하여 다음과 같이 간단한 질량 오차 산정식을

유도하였다.

지배방정식인 식(2)는 이송과 분산에 의한 질량 흐름률

(mass flux) 경사는 외부에서 유입되는 질량과 농도의 시간

적 변화의 합과 평형을 이루고 있음을 나타낸다. 식(2)에서

생성항을 제외한 부분을 적용 영역 Ω 내에 임의의 폐합된

공간 V에 대하여 적분하면 다음과 같다. 

(13)

이와 같이 질량 보존식을 공간에 적분한 식 (13)로부터

일정 영역 내에서 모형의 질량 보존률을 산정할 수 있다.

그러나 순간적으로 주입된 질량의 총량을 구하기 위해서는

농도 C에 대한 공간에 대한 적분만이 아닌 시간에 대한 적

분이 필요하다. 따라서 일정 영역에서의 위의 식을 [0, T]

시간동안 적분하면 다음과 같다.

(14)

여기서 는 공간 V의 경계면이다. 식(14)와 같은 적분 과

정을 식(2)의 우변에 함께 적용할 때 공간 V가 점원의 위

치 를 포함한다고 가정하면, 시간과 공간에 대

한 디락 델타함수로 구성된 식(2)의 우변에는 순간 주입된

질량 M'이 남게 된다.

(15)

따라서 지배방정식 (2)으로부터 얻어진 일정 부피 내에서

의 보존식의 시간과 공간에 대한 적분식은 다음과 같은 식

으로 표현될 수 있다. 

(16)

식(16)에서 V를 ω전체로 확장하면 모의 영역 전체에서의

총 질량 산정 식으로 다음의 식이 유도된다.

(17)

일정한 지점에 일시적으로 질량이 주입되는 문제의 경우,

초기 농도조건 C(0)은 전체 영역에 대해서 0으로 둘 수가

있다. 또한 최종 모의시간 T를 주입된 질량이 모의 영역을

모두 빠져나가기에 충분히 긴 시간이라고 가정하면, C(T) 역

시 전체 영역에서 0으로 정의하는 것이 가능하다. 흐름이

유입되는 경계에서 모의 영역내로 흘러들어오는 농도가 0이

라고 가정하면 유입경계(inflow boundary) Γi에서의 질량흐

름률은 무시할 수 있다. 마지막으로 분산에 의한 질량 흐름

률 은 오염운의 첨두값이 경계를 지나는 전후로

농도경사가 양의 값에서 음의 값으로 바뀜에 따라 상쇄되므

w
∂C
∂t
------- ∇ qC( ) ∇ D∇C Q x y t, ,( )–⋅–⋅+

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫
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∫ 0=

w

w

w w p+=

wi xj yj,( ) 1=  , i j≠

wi xj yj,( ) 0=  , i j≠

w w=

p
α
 q 
-------- q ∇w⋅( )=

wi
∂C
∂t
------- Ω wi ∇ qC⋅( ) Ωd

Ω
∫–d ∇wi D∇C( ) Ωd

Ω
∫+

Ω
∫

wigo ndΓ δikM′δ t( )
k S∈
∑–⋅ 0=

Γ
∫°–

δik 1  ,= i k=

δik 0,= i k≠

wjCj
j
∑

∂C
∂t
------- Vd ∇ qC D ∇C⋅( )–( )[ ]⋅ Vd

V
∫+

V
∫

∂C
∂t
------- Vd qC( ) D ∇C⋅( )–[ ] n⋅ ΓVd

ΓV
∫+

V
∫= V Ω⊂

∂C
∂t
------- td Vd qC D ∇C⋅( )–[ ] n⋅ ΓVd td

ΓV
∫

0

T

∫+
0

T

∫
V
∫

C T( ) Vd C 0( ) Vd
V
∫–

V
∫ qC D ∇C⋅( )–[ ] n⋅ ΓVd td

ΓV
∫

0

T

∫+=

ΓV

xk yk; k S∈,( )

M′δ x xk y yk–,–( )δ t( )
k S∈
∑ td Vd

0

T

∫
V
∫ M′=

C T( ) V C 0( ) Vd
V
∫–d

V
∫ qC( ) D ∇C⋅( )–[ ] n⋅ ΓVd td

ΓV
∫

0

T

∫+ M·=

C T( ) Ω C 0( ) Vd
Ω
∫–d

Ω
∫ qC( ) D ∇C⋅( )–[ ] n⋅ Γd( ) td

Γ
∫

0

T

∫+ M′=

D ∇C⋅( ) n⋅



− 478 − 大韓土木學會論文集

로, 여기서 발생하는 총 분산 흐름률의 시간에 따른 적분

값은 0이 된다. 따라서 최종적으로 얻어지는 전체 영역에서

의 질량 흐름률에 대한 시간 및 공간 적분값은 다음과 같은

등식으로 정의된다.

(18)

위의 식은 모의 영역의 유출 경계(outflow boundary) Γο

에서의 이송에 의한 질량 흐름률을 시간에 대하여 적분한

값은 영역 내에 주입된 질량과 같음을 의미한다. 모형의 주

입 질량 오차 검증을 위해서는 수치모의 결과에 따라 좌변

의 질량 흐름률 적분값을 구하고 이를 주입된 질량값과 비

교하여야 한다. 다음과 같은 근사식에 의하여 본 연구의 수

치모의 결과를 통한 질량 흐름률 적분값 산정이 가능하다. 

 (19)

여기서 BNo은 유출경계 Γo에 속하는 격자점의 집합이며,

로서 m은 총 모의시간동안 시간간격의 계수이다. 본

연구에서는 위의 식을 질량의 사고유입에 대한 간단한 예제

에 적용하여 본 연구의 수치모형 결과에 의해 유출되는 총

질량과 실제 주입된 질량 간의 오차를 검증하였다.

3. 모형의 적용

3.1 단순직선수로에서 선원 주입

1차원 예제에서의 검증을 위하여 길이 L, 폭 w, 깊이 d를

가지는 단순 직선수로에서 선원(line source) 주입 문제를

가정하였다. x방향으로 일정한 유속 u를 가지는 직선수로에

서 단면 x=0의 선원으로 질량 M/dw이 순간 주입되었다고

가정한다. 이때 x방향으로의 1차원 해석해는 다음과 같이 쓸

수 있다(Fischer 등, 1979).

(20)

본 예제에서는 L=100 m, w=20 m, d=1 m를 가지는 직

선수로에서 u=1 m/s의 일정한 흐름을 가정하고 M/dw=100

kg/m의 선원을 t=0에 주입하는 것으로 가정하였다. 표 1은

본 예제 적용을 위한 44개의 모의 조건을 열거한 것이다.

격자 크기는 Δy=1 m로 고정하고 Δx=2, 1, 0.5 m로 변화

시켰으며, 시간간격 Δt는 각 격자크기 조건에서 CFL 조건이

0.1에서 1 사이에서 변하도록 하였다. 확산계수 D는 Peclet

수가 0.5와 10 사이에서 변하도록 선택되었다.

본 연구에서 제안한 수치모형의 단순 직선하도에서 순간

주입된 선원에 대한 검증은 이명은과 서일원(2007)에 의해

보여진 바 있다. 본 연구에서는 이를 바탕으로 모형의 질량

오차를 기존의 Galerkin법에 의한 모형과 비교, 검토하였다.

이를 위해 식(18)을 이용하여 본 직선수로 예제에서의 질량

오차를 계산하였다. 본 예제에서 주입된 총 질량은 (M/

dw)dw=(100 kg/m2)(1 m·20 m)=200 kg이다. 본 연구에서

제안한 모형과 비교 검토를 위하여 같은 모의 케이스에 대

하여 기존의 Galerkin 기법을 이용한 모의를 수행하여 결과

를 비교, 검토하였다. 이를 위해 유출경계를 따라 시간에 대

해 질량 흐름률을 적분한 값을 초기 주입질량 2000 kg 으

로 나누어 이를 소수점 백분율로 소수점 둘째 자리까지 표

시하였다. 표 2는 본 연구에서 수행한 SUPG 기법에 의한

모형의 모의 결과이며, 표 3은 Galerkin법에 의한 모의 결

과이다. SUPG 기법에 의한 모의 결과는 모든 케이스에서

오염운이 유출경계를 모두 지나갈 때까지 오차 0.003% 내

에서 주입 질량과의 오차를 보였다. 이는 무시할 만한 오차

로서 SUPG 기법에 의한 직선수로에서의 선원 모의는 총

주입 질량을 수치 모의 결과상 재현해 내는 것으로 볼 수

있다. 그러나 표 3의 Galerkin 법에 의한 모의결과는 이와

는 다른 양상을 보인다. L411~414 시리즈와 L521~523 시

리즈에서 볼 수 있듯이 Galerkin 법에 의한 모의결과는 같

은 조건에서 Peclet 수가 커질수록 Peclet 수가 작은 케이스

들에 비해 상대적으로 주입된 질량을 재현해내지 못하는 결

과를 보이며, 특히 격자크기가 가장 큰 L411~414 케이스에

서 약 5%의 오차를 보이고 있다. 이는 이송이 지배적인 경

우에 있어서 Galerkin법에 의해 발생하는 수치 진동의 영향

이 해의 정확성을 감쇠함으로써 질량 오차 역시 증가시키기

qC ndΓdt⋅ M′=
Γo
∫

0

T

∫

qC n⋅ Γod td
Γo
∫

0

T

∫ qi n⋅( )Cijwi Γod
Γo
∫

j

Δt   , i BNo j 1;m=,∈
j
∑=

mΔt T=

C x t,( ) M dw⁄
4πDt

----------------exp
x ut–( )2

4Dt
------------------–=

표 1. 선오염원 예제 모의 케이스

Δ x (m) Δt (sec)
D (m2/sec)

2 1 0.5 0.25 0.1 0.05 0.025

2 2 L011 L111 L211 L311 L411

1 L012 L112 L212 L312 L412

0.5 L013 L113 L213 L313 lL413

0.2 L014 L114 L214 L314 L414

1 1 L121 L221 L321 L421 L521

0.5 L122 L222 L322 L422 L522

0.2 L123 L223 L323 L423 L523

0.1 L124 L224 L324 L424 L524

 0.5 0.5 L231 L331 L431 L531 L631

0.4 L232 L332 L432 L532 L632

0.2 L233 L333 L433 L533 L633

0.1 L234 L334 L434 L534 L634
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때문이다. 반면 격자크기가 작은 L631~634 케이스에서는 같

은 Peclet 수 10의 조건임에도 불구하고 질량 오차를 보이

지 않고 있다. 이는 격자가 작아질수록 수치해가 해석해에

수렴하기 때문이며, 계산결과의 정확성과 질량 오차의 연관

성을 반영하는 결과이다. 따라서 Galerkin 법에 의한 모의의

경우에도 큰 Peclet 수에 의해 발생되는 해의 주입 질량 오

표 2. SUPG 전체 주입질량 대비 유출 질량오차

Case Pe Cr 질량오차
(%) Case Pe Cr 질량오차

(%) Case Pe Cr 질량오차
(%)

L011 0.5 1.0 100.000 L121 0.5 1.0 99.999 L231 0.5 1.0 99.999 

L012 0.5 99.999 L122 0.5 100.000 L232 0.8 100.000 

L013  0.25 100.001 L123 0.2 100.001 L233 0.4 100.001 

L014 0.1 99.999 L124 0.1 100.003 L234 0.2 100.000 

L111 1 1.0 100.000 L221 1 1.0 100.000 L331 1 1.0 100.000 

L112 0.5 99.999 L222 0.5 100.001 L332 0.8 100.000 

L113  0.25 99.999 L223 0.2 100.001 L333 0.4 100.001 

L114 0.1 99.998 L224 0.1 99.997 L334 0.2 100.002 

L211 2 1.0 100.000 L321 2 1.0 100.000 L431 2.5 1.0 100.001 

L212 0.5 100.000 L322 0.5 100.000 L432 0.8 100.000 

L213  0.25 99.999 L323 0.2 100.001 L433 0.4 100.000 

L214 0.1 100.002 L324 0.1 99.998 L434 0.2 100.000 

L311 4 1.0 100.000 L421 5 1.0 100.000 L531 5 1.0 100.000 

L312 0.5 100.000 L422 0.5 100.000 L532 0.8 100.001 

L313  0.25 100.000 L423 0.2 100.000 L533 0.4 99.998 

L314 0.1 99.999 L424 0.1 99.999 L534 0.2 100.000 

L411 10 1.0 100.000 L521 10 1.0 100.000 L631 10 1.0 100.000 

L412 0.5 100.000 L522 0.5 100.001 L632 0.8 100.000 

L413  0.25 100.000 L523 0.2 99.999 L633 0.4 99.998 

L414 0.1 100.000 L524 0.1 100.002 L634 0.2 99.999 

표 3. Galerkin 전체 주입질량 대비 유출 질량오차

Case Pe Cr 질량오차
(%)

Case Pe Cr 질량오차
(%)

Case Pe Cr 질량오차
(%)

L011 0.5 1.0 100.000 L121 0.5 1.0 100.000 L231 0.5 1.0 99.999 

L012 0.5 100.000 L122 0.5 100.001 L232 0.8 100.000 

L013  0.25 100.001 L123 0.2 100.003 L233 0.4 99.997 

L014 0.1 100.001 L124 0.1 100.004 L234 0.2 99.999 

L111 1 1.0 100.000 L221 1 1.0 99.999 L331 1 1.0 99.998 

L112 0.5 99.999 L222 0.5 100.000 L332 0.8 100.000 

L113  0.25 99.999 L223 0.2 100.000 L333 0.4 100.000 

L114 0.1 100.001 L224 0.1 100.000 L334 0.2 100.001 

L211 2 1.0 100.000 L321 2 1.0 100.000 L431 2.5 1.0 100.000 

L212 0.5 100.000 L322 0.5 100.000 L432 0.8 100.000 

L213  0.25 100.000 L323 0.2 100.000 L433 0.4 100.001 

L214 0.1 99.999 L324 0.1 100.004 L434 0.2 100.001 

L311 4 1.0 100.047 L421 5 1.0 100.000 L531 5 1.0 100.001 

L312 0.5 100.047 L422 0.5 100.000 L532 0.8 100.000 

L313  0.25 100.048 L423 0.2 100.000 L533 0.4 100.000 

L314 0.1 100.046 L424 0.1 100.001 L534 0.2 99.999 

L411 10 1.0 104.930 L521 10 1.0 99.757 L631 10 1.0 99.999 

L412 0.5 104.929 L522 0.5 99.757 L632 0.8 99.999 

L413  0.25 104.929 L523 0.2 99.758 L633 0.4 99.999 

L414 0.1 104.928 L524 0.1 99.758 L634 0.2 100.000 
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차는 격자크기를 줄여서 극복 할 수 있을 것으로 판단된다.

3.2 흐름 방향이 바뀌는 2차원 영역에서 점원 주입

2차원 순간 점오염원에 대한 검증을 위하여 그림 1과 같

이 θ의 일방향 흐름을 갖는 가로, 세로 각각 10 m, 깊이

1 m의 정사각형 영역에서 (x, y)=(2, 2)m 지점에 M/

d=1000 kg/m의 질량을 주입하는 문제를 가정하였다. 격자망

은 20×20의 정사각형 격자로서 Δx와 Δy 각각 0.5 m의 크

기를 가지며, 유속은 전체 영역에서 u=0.1 m/s의 크기와 방

향 θ를 갖는 것으로 하였다. Courant 수가 1을 넘지 않도

록 Δt는 1 sec로 두었으며, 종·횡확산 계수는 각각 (DL,

DT)=(0.05, 0.01) m2/s와 (0.01, 0.002) m2/s을 갖는 두 가

지 케이스로 모의하였다. 격자 정렬방향에 대한 유속 방향이

질량 오차에 미치는 영향을 알아보기 위하여 θ를 15°, 30°,

45o로 변화하였다. 이는 Hugh와 Brooks(1979)에 의해

SUPG 기법 사용에 있어서 유속방향과 격자 방향의 차이로

인한 수치적인 횡방향 확산의 정도를 알아보기 위한 검증

방법으로 사용된 바 있다. 그림 1에서 Γ1, Γ2는 유입 경계

로서 유입농도가 0임을 표시하고 있으며, Γ3, Γ4는 유출경계

로서 농도경사가 0, 즉 임을 가정하였다. 질량

보존률 계산을 위한 질량 흐름률의 적분은 Γ3, Γ4를 걸쳐

이루어졌다. 본 예제에 적용된 모의 케이스들을 표 4에 수

록하였다.

2차원 공간에서 t=0에 M/d의 질량이 (xo, yo)의 위치에 주

입될 경우 해석해는 다음과 같이 쓸 수 있다(Fischer 등,
1979).

(21)

여기서 는 각각 흐름방향과 흐름에 수직하는 방향을

따르는 좌표계이며 그림 2에 표시한 바와 같다. 그림 2에

따라 위의 해석해를 (x, y) 좌표계로 다시 쓰면 다음과 같다.

(22)

본 연구에서 제시한 모형을 검증하기 위하여 θ=30o인 케

이스(Case P12, P22)에 대하여 해석해인 식 (21)과 수치해

석 결과를 그림 3과 4의 콘투어와 같이 30초와 50초의 결

과를 각각 비교하였다. P12의 경우 수치해가 해석해를 잘

따르고 있음을 보이고 있으며, P22의 경우 수치해가 해석해

보다 좀더 확산된 양상을 보이고 있다. 이는 확산계수가 작

은 P22의 경우 확산계수가 큰 경우보다 수치적인 확산이 해

에 미치는 영향이 크게 나타나기 때문인 것으로 사료된다.

이러한 수치적인 확산은 Peclet 수가 큰 경우에 일어나는

수치모의 결과에 있어서의 과도한 해의 진동을 저감시킬 수

있을 것으로 판단된다.

표 4의 모의 케이스를 P22에 대해 SUPG법에 의한 모의

결과를 Galerkin법에 의한 모의 결과와 비교하여 그림 5에

도시하였다. 그림 5에서 알 수 있는 것은 Galerkin법의 경

우 과도한 해의 진동이 발생하고 있다는 점인데 이는 해의

정확성을 떨어뜨리며 이에 따라 주입 질량 오차를 늘리는

결과를 초래하는 것으로 밝혀졌다. SUPG법에 의한 결과와

Galerkin 법에 의한 결과의 질량 오차를 계산하여, 계산 결

과를 표 5에 수록하였다. 표 5의 결과에 따르면 확산계수가

큰 P11에서 P13의 경우 Galerkin법에 의한 모의와 SUPG

법에 의한 모의 결과 모두 3% 내에서의 질량 오차를 보여

주고 있으나 확산계수가 작은 P21에서 P23 케이스의 경우

SUPG 법에 의한 결과는 P11~13의 결과와 차이가 없는데

비해 Galerkin 법에 의한 결과는 10%이상의 큰 질량 오차

∇C nb⋅ 0=

C ξ η t, ,( ) M d⁄( )
4π DLDT

------------------------exp
ξ ut–( )2

4DLt
-------------------–

η
4DTt
------------–=

ξ η,( )

C x y t, ,( ) M d⁄( )
4πt DLDT

--------------------------exp
x 2–( )cosθ y 2–( )sinθ ut–+[ ]2

4DLt
------------------------------------------------------------------------–=

 exp
x 2–( )sinθ y 2–( )cosθ+–[ ]2

4DTt
------------------------------------------------------------------–⋅

표 4. 점오염원 예제 모의 케이스

확산계수
(m2/s) θ (o) Case

확산계수
(m2/s) θ (o) Case

DL DT DL DT

0.05 0.01 15 P11 0.01 0.002 15 P21

30 P12 30 P22

45 P13 45 P23

그림 1. 2차원 점원 주입 예제 

그림 2. 점원 주입 해석해의 좌표계
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그림 3. 점원 주입예제 Case P12의 모의결과, (DL, DT)=(0.05,
0.01) m2/s; (a) t=30 s; (b) t=50 s (실선: 수치해, 점
선: 해석해, 단위: ppm)

그림 4. 점원 주입예제 Case P22의 모의결과, (DL, DT)=(0.01,
0.002) m2/s; (a) t=30 s; (b) t=50 s (실선: 수치해,
점선: 해석해, 단위: ppm)

그림 5. SUPG법과 Galerkin법에 의한 모의결과 비교, (DL, DT)=(0.01, 0.002) m2/s; (a) Galerkin, t=30 s; (b) Galerkin, t=50 s;
(c) SUPG, t=30 s; (d) SUPG, t=50 s (단위: ppm)
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를 보여준다. 즉 Galerkin법에 의한 계산 결과는 직선수로에

서 선원 예제에서와 마찬가지로 큰 Peclet 수를 가지는 조

건에서 주입된 질량을 보존하지 못하는 것으로 나타났다. 이

러한 결과는 그림 5에서 볼 수 있듯이 Galerkin 법에 의한

결과에서 보이는 과도한 해의 진동에 의해 야기된 해의 부

정확성으로부터 발생한 것으로 볼 수 있다. 

표 5에서 보면 SUPG 기법에 의한 결과의 경우, Peclet

수가 상대적으로 큰 P21~23 케이스의 경우가 보다 나은 질

량 보존률을 보인다. 이는 Peclet수가 큰 경우 수치해석상

일어날 수 있는 수치 진동이 줄어들어 보다 정확한 해를 얻

을 수 있으며 질량의 오차 또한 줄어드는 결과를 가져오는

것으로 설명된다. 표 5에서는 또한 격자망 정렬 방향에 대

해 흐름의 입사각이 45o에 가까울수록 보다 정확한 질량 보

존률을 보임을 알 수 있다. 이는 Brooks와 Hughes(1982)가

보인 바와 같이, 45o에 가까울수록 upwind기법의 적용에 의

하여 발생하는 흐름에 대한 횡방향으로의 부가적인 수치적

확산이 줄어들어 해의 정확성을 보다 높이기 때문이다.

4. 결 론

본 연구에서는 오염물질의 순간 유입시 SUPG법으로 구성

된 유한요소 모형의 주입 질량과 유출되는 질량 간 오차의

산정을 수행하였다. 질량 오차 산정을 위한 산정식을 지배방

정식으로부터 유도하였으며 이를 모형에 의한 수치해석 결

과로부터 계산해내는 방법을 제시하였다. 모형의 질량 오차

산정을 위한 1차원 선원 주입문제와 2차원 점원 주입문제를

가정하였다. 각 예제는 해석해와의 비교를 위하여 등질의 유

속을 가정하였으며, 2차원 예제의 경우 유속의 방향을 변화

시키며 검증을 수행하였다. SUPG법에 의한 모형이 수치해

의 질량 보존률에 끼치는 영향을 알아보기 위하여 같은 모

의조건 하에서 기존의 Galerkin법에 의한 모형을 함께 적용,

비교하였다.

검증결과 1차원 해석해와 비교한 선원 순간주입 예제에서

는 SUPG법에 의한 결과는 모든 케이스에서 오염운이 유출

경계를 모두 지나갈 때까지 0.003% 내의 질량 오차 산정

결과를 보였다. 그러나 Galerkin법에 의한 모의결과는 Peclet

수가 커질수록 Peclet 수가 작은 케이스들에 비해 상대적으

로 주입질량을 보존하지 못하는 결과를 보였다(L411~414,

L521~523 시리즈). 특히 격자크기가 가장 큰 L411~414 케

이스에서 약 5%의 오차를 보이는 것으로 보아 이송이 지배

적인 경우에 있어서 Galerkin법에 의한 해에 발생하는 진동

의 영향이 해의 질량 오차에도 영향을 미치고 있음을 알 수

있었다. 반면 격자크기가 작은 L631~634 케이스에서는 같은

Peclet 수 10의 조건임에도 불구하고 질량 오차를 보이지 않

고 있어, 격자의 크기를 줄일 경우 Galerkin 법에 의한 모

의의 경우에도 큰 Peclet 수에 의해 발생되는 해의 주입질

량 오차를 줄일 수 있음을 알 수 있었다.

2차원 점주입 문제의 모의 결과로 θ=30o 케이스(Case

P12, P22)에 대하여 해석해와 SUPG법에 의한 수치해석 결

과를 비교한 결과 Peclet수가 큰 P12의 경우 수치해가 해석

해와 잘 일치하고 있음을 보였다. P22의 경우 수치해가 해

석해보다 좀 더 확산된 양상을 보였는데, 이는 Peclet수가

큰 경우 상향 가중에 의한 수치적인 확산이 해에 미치는 영

향이 크게 나타나기 때문으로 풀이된다. 유속장 방향과 격자

정열 방향이 이루는 각도에 있어서는 Brooks와 Hughes

(1982)가 SUPG 기법의 경우 45o에 가까울수록 정확한 해를

산출해 냄을 보인 바와 같이, 본 연구의 결과에서도 45° 케이

스 (P13)에서 가장 낮은 주입 질량 오차를 얻을 수 있었다.

SUPG법에 의한 결과와 Galerkin 법에 의한 결과의 질

량 오차 비교 결과, Peclet 수가 상대적으로 작은 P11에

서 P13의 경우 Galerkin법에 의한 모의와 SUPG법에 의

한 모의 결과 모두 3% 오차 내에서 주입질량을 보존하는

계산 결과를 보여주고 있으나, Peclet수가 큰 경우인 P21

에서 P23 케이스에서는 Galerkin 법에 의한 경우 과도한

해의 진동에 의해 야기된 해의 부정확성으로 인해 10%이

상의 큰 질량 손실을 나타내었다. 또한 이와 같은 연구의

결과를 통하여 기존의 Galerkin법에 의한 모의 결과에 비

하여 SUPG법을 통한 수치모형의 구성이 모의의 정확성뿐

만 아니라 주입 질량의 보존에 있어서도 보다 실효성 있

는 방법임을 확인하였다.

표 5. 2차원 점오염원 예제에서의 주입질량 대비 유출 질량

수치기법
확산계수 (m2/s)

Case
질량흐름률의 시간 적분값 질량오차

(%)DL DT Γ3 Γ4 sum

SUPG

0.05 0.01 P11 977.33 0.08 977.41 97.741

P12 962.48 23.67 986.15 98.615

P13 493.88 493.88 987.76 98.776

0.01 0.002 P21 986.79 0.00 986.79 98.679

P22 993.71 0.18 993.89 99.389

P23 499.62 499.62 999.23 99.923

Galerkin

0.05 0.01 P11 981.29 0.08 981.37 98.137

P12 967.10 23.69 990.78 99.078

P13 496.62 496.62 993.25 99.325

0.01 0.002 P21 929.85 0.00 929.85 92.985

P22 892.34 0.53 892.88 89.288

P23 445.09 445.08 890.17 89.017
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