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요     약

일반 으로 사실성 있는 유체를 시뮬 이션하기 해 Navier-Stokes 방정식을 사용한다. Euler 구조에서 Navier-Stokes 방정식을 풀 때, 이

류항은 비선형이어서 계산이 복잡하기 때문에 근사화한 모델로 Semi-Lagrangian 방법을 사용한다. Semi-Lagrangian 방법에서는 먼  이류하

는 치를추 하고, 추 한 치에서 값을 보간해서 사용한다. Stam이 제안한 방법으로 계산할 경우, 이 과정에서 수치  소실이 많이 발생하

기 때문에 수치  소실을 보정하려는 노력들이 있어 왔다. 그러나 부분의 경우에 보간하는 과정에서의 소실을 이려는 노력이거나, 입자를 

같이 사용하는 방법이었다. 따라서 본 논문에서는 Euler 구조에서 다른 추가나 변형을 가하지 않고 이류항의 연산에서 추 법을 개선함으로 수

치  소실을 이는 방법을 제안한다. 우리의 방법에서는 재 격자의 속도로 역추 하는 기존의 방법이 아니라, 재의 격자로 오게 될 속도

를 가진 격자를 찾아서, 그 격자의 물리량들을 선형 보간하여 사용한다. 이는 직 으로 생각할 때, 어느 지 의 물리량은 그 지 의 속도로 

인해 다음 단계에 다른 지 에 있게 된다는 사실을 그 로 용한 것이다. 본 논문에서 제안한 방법으로 기체를 시뮬 이션 했을 때 수치  소

실이 었으며, 그로 인해 사실성을 높이면서도 실시간 처리가 가능했다. 

키워드 : 유체 시뮬 이션, 이류항, 수치  소실
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ABSTRACT

To realistically simulate fluid, the Navier-Stokes equations are generally used. Solving these Navier-Stokes equations on the Eulerian 

framework, the non-linear advection terms invoke heavy computation and thus Semi-Lagrangian methods are used as an approximated 

way of solving them. In the Semi-Lagrangian methods, the locations of advection sources are traced and the physical values at the traced 

locations are interpolated. In the case of Stam’s method, there are relatively many chances of numerical losses, and thus there have been 

efforts to correct these numerical errors. In most cases, they have focused on the numerical interpolation processes, even simultaneously 

using particle-based methods. In this paper, we propose a new approach to reduce the numerical losses, through improving the tracing 

method during the advection calculations, without any modifications on the Eulerian framework itself. In our method, we trace the grids 

with the velocities which will let themselves to be moved to the current target position, differently from the previous approaches, where 

velocities of the current target positions are used. From the intuitive point of view, we adopted the simple physical observation: the 

physical quantities at a specific position will be moved to the new location due to the current velocity. Our method shows reasonable 

reduction on the numerical losses during the smoke simulations, finally to achieve real-time processing even with enhanced realities.
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치해석 등의 분야에서는 이미 오래 부터 다양한 상황에서 

유체의 흐름을 사실 으로 시뮬 이션 하기 한 연구가 있

어 왔다. 복잡한 이론과 수식을 동반하는 유체 역학을, 사실

성뿐만 아니라 계산에 소요되는 시간까지 고려해야 하는 그

래픽스에서는 직  용하기 힘들었다. 그러나 최근에는 컴

퓨터 연산 능력 향상, 메모리의 향상, 그래픽 카드의 향상, 

각종 수식의 간소화하는 모델이 등장하여 실시간 처리에 

한 연구가 진행 이다[1-3]. 이는 약간의 물리  사실성을 
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희생하더라도 시각 인 사실성을 유지하는 범  내에서 효

율성을 높이도록 하는 것이다. 

유체를 사실 으로 시뮬 이션 할 때는 일반 으로 Navier 

-Stokes 방정식을 활용한다. 컴퓨터 그래픽스 분야에서, 

Foster와 Metaxas는 3차원 유체의 움직임을 시뮬 이션 하

기 해 Navier-Stokes 방정식을 유한차분법(finite difference 

method)을 이용하여 계산하 다[2]. 이 방법은 명시  솔버

(explicit solver)를 사용하 기 때문에 상 으로 긴 시간 

간격에 해서는 시스템이 불안정해지는 상이 발생하 고, 

화형이고 실시간에 처리하는 유체 시뮬 이터로 사용하기

는 힘들었다. 후에 Stam은 긴 시간 간격에서도 안정성이 있

으며 상 으로 빠른 시뮬 이션 방법을 제안하 다[3]. 여

기서는 Navier-Stokes 방정식을 풀 때 유체의 비압축성 성

질을 가지도록 압력을 계산하는 방법(Pressure projection 

scheme)과 이류항(advection term)의 계산에서 Semi-Lagrangian 

방법을 사용하 다. 

일반 으로 Semi-Lagrangian 방법은 두 단계로 연산된

다. 첫 단계는 재의 격자로 이동해 올 치를 찾는 것이

고, 다음 단계는 Euler 구조(framework)에서 격자(grid)들은 

이산 인 모델이기 때문에 찾은 치가 격자들 사이에 놓

을 때 값을 보간(interpolation)하는 것이다. 이 과정에서 정

확도를 높이기 해서는 정확한 치를 찾는 것과 찾은 

치의 값을 정확하게 보간하는 것이 필요하다[4]. Stam은 

Semi-Lagrangian 방법에서 기존에는 반복법(iteration method)

으로 치를 찾던 것을 재 격자의 속도로 역추 했고, 찾은 

치의 값을 보간할 때 선형 보간을 사용했다. 이 두 단계는 

많은 근사화를 한 것으로 수치  소실이 발생할 수 있다. 

Fedkiw는 이런 소실을 이기 해 Navier-Stokes 방정

식을 풀 때 유체의 회 하는 움직임을 발생시키는 소규모의 

소용돌이(vorticity)를 추가하 고, 3차 함수를 이용한 보간

법을 소개하 다[5]. Song은 MCIP(Monotonic CIP)를 사용

하 는데[6], 이는 각 격자에 물리량을 장하는 것에 더하

여, 그의 공간  미분 값도 장하여 활용하는 방법으로, 시

뮬 이션의 이류항을 계산할 때 3차의 정확성을 가지는 CIP 

방법을 용하 다. 그러나 이 방법은 차원 별로 나 어 계

산함으로 인해 구 이 어렵고 연산 시간이 증가하 으며 수

치  에러가 있다. 후에 Kim은 연산 시간이 많은 것과 수치

 에러가 있는 단 을 보완하기 해 USCIP(Unsplit 

Semi-Lagrangian CIP) 방법을 제안하 다[7]. 이는 Yabe와 

Aoki의 원래의 2차와 3차 CIP 다항식들[8, 9]에 변형을 가

한 것으로 차원을 나 어서 연산하지 않는다. 이는 기존의 

CIP 솔버들에 비해 보다 안정 이며, 연산량이 상 으로 

으면서도 정확성을 높일 수 있다.

Kim은 이류항을 계산할 때 2차 정확도를 주기 해

BFECC(Back and forth error compensation and correction)

이라는 방법을 소개하 다[10, 11]. 이는 이류항의 계산에서

Stam이 제안한 Semi-Lagrangian의 방법에서 정방향으로 

물리량을 구한 후에 그 값을 가지고 다시 역방향으로 물리

량을 구해서, 원래의 물리량과 비교하여 오차를 보정하는 

방법이다. 한 Fedkiw은 BFECC에서 수정된 물리량을 사

용하는 방법을 수정한 MacCormak의 방법을 용하 는데, 

이는 연산량을 이는 동시에 정확도를 다소 높 다[12].

의 방법들은 이류항의 계산에 있어서 Semi-Lagrangian 

방법을 사용할 경우 이류항의 값을 가져 오기 해 보간을 

할 때 정확도를 높이거나, 각 격자에 있는 물리량의 오차를 

수정하는 방법이다. 즉 이 방법들은 읽어오는 값 자체에 정

확도를 높이는 과정이었으며, 추 할 치를 찾는 것에서는 

기존의 방법들을 그 로 사용하 다. 한 의 방법들은 

극단 인 값들이 나오는 경우가 있어서 클램핑(clamping)을 

하지 않으면 안정성을 잃게 된다. 한 물리량을 구할 때 

각 격자에 있는 수치  소실은 지만 다음과 같은문제가 

발생할 수있다. 역추  방법을 통해서 이류항을 구할 때 

재 속도로 역추 하기 때문에 재 속도가 0인 격자에서는 

이류항의 속도가 0이 되거나 해당 물리량이 격자 자신의 값

이 된다. 재 속도로 역추 해서 찾은 치의 속도나 물리

량이 0인 경우엔 갑작스러운 값의 변화로 소실이 더 커진다. 

특히 유체의 흐름이 빠르거나 격한 곳에서는 자신의 속도

로 역추 한 곳의 속도가 사실은 재의 격자 치를 향하

지 않고 완 히 다른 곳을 향한 것일 수도 있다.

이에 해 Lagrangian과 Euler 구조를 같이 사용하는 하이

리드(hybrid) 방법들이 제시되었다. 즉 이류항을 계산할 때 

입자가 물리량을 가지고 이동하면 각 격자는 자기에게 치한 

입자의 값을 사용하는 것이다. 이런 로는 입자 벨 셋 방

법(particle level set method)[13], 소용돌이 입자 방법(vortex 

particle method)[14], 미분값 입자들(derivative particles)[15]

이 있다. 그러나 이 방법들은 추 하는 과정에 있어 정확도는 

높 지만 입자 자체의 연산, 격자들끼리의 연산, 입자와 격자 

간에 값을 주고 받는 연산이 필요하여 복잡하며, 한 표면이

나 소용돌이 등의 특정 값들에만 용을 하거나 유체의 흐름

이 복잡해지는 곳에서만 제한 으로 사용하는 형태 다.

본 논문에서는 Semi-Lagrangian 방법으로 이류항 연산을 

할 때 추  과정에서의 수치  소실을 이는 새로운 방법

을 제안한다. 각 격자가 입자인 것처럼 생각하고 다음 단계

에 물리량이 있게 될 치를 구한 후에, 구한 치에서 이

류항의 값을 계산할 때는 자기에게 오게 될 격자의 물리량

을 사용한다. 이는 직 으로 생각할 때, 어느 지 의 물리

량은 그 지 의 속도로 인해 다음 단계에 다른 지 에 있게 

된다는 사실을 그 로 용한 것이다. 값을 보간할 때는 일

차 정확도의 선형 보간법을 사용한다. 본 논문의 방법은 수

치 인 정확도를 높이기보다는 Euler 구조에서 Navier- 

Stokes 방정식을 풀 때 필연 으로 발생하는 소실을 효과

으로 이고자 한다. 이는 Stam의 방법에서 이류할 지 을 

찾는 방법에 변형을 가한 것으로, 긴 시간 간격(time step)

에서도 안정 이며, 구 이 쉽고, 처리 속도도 빠르다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 우리가 사용할 

기본 인 유체 시뮬 이션 모델을 살펴보고, 3장에서는 추

에서 소실을 이는 이류항의 계산 방법을 보인다. 4장에

서는 구  결과를 기술하고, 5장에서는 결론을 기술한다.
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(그림 1) 각 격자의 물리량이 △t 시간 후에 이류에 

의해 이동할 치

(그림 2) 한 격자가 이동하게 될 치(실선)와 추

할 치( 선) 찾음

2. 기본 인 유체 시뮬 이터 모델

본 논문에서는 무압축성 무 성 기체를 가정하며, Euler 

구조에서 Navier-Stokes 방정식을 사용하여 기체의 역학  

움직임을 시뮬 이션하고자 한다. 격자의 심에 속도와 

도 값을 장하며, 각 격자는 자기에게 이류할 물리량의 

치 정보를 가지고 있다. 격자 모델과 시뮬 이션 과정은 이

류항 계산의 부분을 제외하고는 Stam의 방식[16]을 따른다. 

속도 벡터장을 u로 나타낼 때, 비압축성 흐름에 한 

Navier-Stokes 방정식은 다음과 같다. 

fuuuu
+∇+∇−∇⋅−=

∂
∂ 21)( ν

ρ
p

t (1)

0=⋅∇ u (2)

여기서 는 기체의 도이고, p는 속도 장에서의 압력이

며, ν는 성 계수이고, f는 력이나 부력과 같은 외부 힘

이다. 식 (2)는 비압축성일 때 유체의 질량이 보존되는 것을 

의미한다.

무 성인 경우에, Navier-Stokes 방정식은 확산항(diffusion 

term)이 0으로 되어, 다음과 같이, Euler 방정식이 된다. 

fuuu
+∇−∇⋅−=

∂
∂ p

t ρ
1)( (3)

본 논문에서는 비압축성 기체를 구 하기 때문에 성과 

련된 확산항은 고려하지 않고, 의 Euler 방정식을 사용

한다. 

3. 소실을 이는 이류항의 계산

Semi-Lagrangian 방법으로 이류항을 구하기 해서는 두 

단계의 계산이 필요하다. 첫 번째는 재 각 격자로 이동해 

올 치를 찾는 것이고, 두 번째는 Euler 격자들은 이산 인 

모델이기 때문에 찾은 치가 격자들 사이에 놓 을 때의 

값을 보간하는 것이다. Stam의 경우에 첫 번째 과정인 재

의 격자로 이동해 올 치를 찾을 때 재의 격자 속도를 

이용하는 역추 방법을 사용했으나 본 논문에서는 다음과 

같은 방법을 사용한다. 먼  각 격자가 입자인 것처럼 생각

하고 다음 단계에 어느 격자가 그 치에서 자신의 속도로 

연산하고자 하는 격자의 치로 이동하게 될 지를 찾는다. 

구해진 치의 격자에다가 다음 단계의 속도와 도 등 물

리량의 이류항 성분을 구할 때 사용하도록 추 할 치 정

보를 다. 이를 통해 다음 단계의 각 격자는 이류항 연산

에서 어느 치에서 물리량을 가져와야 하는 지에 한 정

보를 가지게 된다. 후에 두 번째 과정으로 선형 보간법을 

통해 값을 가져온다. 

먼  추 할 치를 찾는 방법은 다음의 과정들로 이루어

진다. 각 격자는 자기가 가진 속도로 △t 후에 있게 될 치

를 계산한다. 이는 자신의 속도로 (그림 1)과 같이 치로 

이동하게 될 것이다.

ttttt kkk Δ⋅+=Δ+ )()()( upp (4)

tttt kir Δ⋅−= )()()( upp (5)

한 격자를 로 보면, (그림 2)에서 격자를 입자처럼 생

각할 때 k 번째 격자의 심 치 pk(t)는 식 (4)를 통해 

다음 단계에 pk(t+△t) 치에 있게 되고[(그림 2)에서 실

선], pk(t+△t)는 i 번째 격자의 내부에 있게 된다. 이로써 

이류항을 연산할 때 i 번째 격자는 어느 치의 데이터를 

사용해야 하는 지를 결정할 수 있게 된다. i 번째 격자에

서 추 할 치(pr(t))는 i 번째 격자의 심  pi(t)에서 
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(그림 3) 탐색 범

(그림 4) 근사 치를 찾음

(그림 5) 128×128 격자, △t=0.01에서 lid driven cavity 

시뮬 이션한 스트림라인 롯 결과

식(5)를 통해 k 번째 격자의 속도로 추 해서 찾는다[(그

림 2)에서 선]. 그리고 한 격자에 여러 치에서 물리량

이 올 경우에는 그 물리량들을 평균하여 취한다.

각 격자는 이 과정을 통해 다음 단계에 어느 치에서 

이류할 성분들이 오게 되는지를 알게 된다. 그러나 이 게 

했을 때 다음과 같은 문제가 발생할 수 있다. 특정 격자에

서 속도와 물리량들을 가지고 있었고 다음 단계에 다른 

자리로 이동하게 되는데, 이럴 경우에 다음 단계에서 이 

치로 오게 될 물리량들이 없을 경우에 시뮬 이션에서 

불연속 인 모습을 가지게 된다. 이를 막기 해서 자신에

게 이류할 성분이 없지만 자신이 속도와 물리량을 가진 

격자일 경우엔, 자신에게 가장 근사한 치로 오는 속도를 

가진 격자를 가지고 근사화한다.

근사에 사용할 격자들을 탐색하기 한 범 는 다음과 

같이, 각 격자의 속도로부터 단 시간당 이동거리를 계산

하여 사용한다.

Tttl iaverage ∑ Δ= |)(| u (6)

여기서 ui는 i 번째 격자의 속도이고 T는 속도를 가진 

격자들의 개수이다. 계산된 탐색 범 가 무 커서 시스템

의 속도가 격하게 느려지거나, 무 작아서 탐색이 무의

미한 경우를 피하기 해, 다음과 같이 사용자가 정의하는 

상하한선을 둔다.

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
>

=
otherwise      ,
 if         ,
 if         ,

average

average

average

l
l
l

l ββ
αα
 (7)

한 격자를 로 보면 j 번째 격자에 오는 물리량들이 

없다고 가정했을 때, (그림 3)과 같이 탐색 범  내에서 

식 (4)를 이용해서 j 번째 격자 치에 가장 가깝게 오는 

m 번째 격자를 찾고[(그림 4)에서 실선], 식 (5)를 이용하

여 j 번째 격자의 심 pj (t)에서 m 번째 격자의 속도

(um(t))로 추 한 치(pr (t))를 찾는다[(그림 4)에서 선].

이 과정들을 마치면각 격자는 이류할 물리량들이 어느 

치에서 오는 지를 장하게 된다. 이 정보를 통해 각 격

자는 물리량들의 이류항을 선형 보간법을 통해 계산한다.

4. 구  결과

본 논문에서 제시하는 방법은 Core™2 Quad CPU 

Q9550 2.83GHz 3G 메모리, GeForce GTX 260(896M) 그

래픽카드를 가지는 시스템 상에서 C++, OpenGL을 사용하

여 구 되었다. (그림 5)는 격자 수 128×128에서 한 스텝

의 간격 △t를 0.01로 두고, lid driven cavity를 시뮬 이

션하 을 때 Stam의 방법[6]과 제안한 방법의 스트림라인 

롯(streamline plot) 결과이다. 각각의 방법은 오랜 시간

이 흐른 후에는 (그림 5)와 같은 패턴의 스트림라인을 반

복한다. 두 방법 모두가 근사화된 방법이어서 정확도는 다

소 떨어지지만, 동일한 코드에서 이류항 부분만을 다르게 

했을 때 제안한 방법[(그림 5)-(a)]의 경우엔 lid driven 

cavity에서 형성하는 스트림라인에 가까운 모습을 보이지
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(그림 6) 체 격자들의 도 양의 변화

(그림 7) △t=0.1이고 소용돌이를 주지 않을 때 시뮬 이션 결과

만 Stam의 방법[(그림 5)-(b)]에서는 그 지 못한 그림을 

나타낸다. 

폐된 곳에서 동일한 조건으로 일정량의 기체를 쏘아 

올렸을 때의 동작을 상으로 Stam의 Semi-Lagrangian 

방법과 제안하는 방법을 비교하 다. 격자 수 128×128에서 

한 스텝의 간격 △t를 0.1로 두고 연기를 연속으로 분사한 

후 모든 격자들의 도 양의 변화를 그래 로 나타내면 

(그림 6)과 같다. 제안한 방법으로 시뮬 이션한 경우에 

더 빠른 속도로 도가 증가하며 양도 더 많은데, 이는 속

도의 양이 잘 보존되고 소실되는 양이 어 도가 이웃 

격자들로 더 잘 해지며, 시뮬 이션의 반복 과정에서 

되며 도 자체의 소실 양도 기 때문이다. 반복 횟수

가 많아진 후에는 도의 추가가 없었는데, 그 때 증가 

속도가 완만해지는 정도도 제안한 방법이 음을 볼 수 

있다.

(그림 7)과 (그림 8)은 격자 수 128×128에서 한 스텝의 

간격 △t를 0.1로 두고 연기를 연속으로 분사한 후 시뮬

이션한 결과이다. (그림 7)은 소용돌이 효과를 주지 않은 

경우이고, (그림 8)은 소용돌이 효과를  경우이다. (그림 

7)과 (그림 8)에서 보는 것처럼 제안한 방법을 사용한 경우

에 속도와 도가 잘 이류하여, 도가 빠른 시간에 잘 퍼

져 나가므로 역동 인 연기의 모양을 찰할 수 있다. 소용

돌이를 주지 않은 (그림 7)에서는 Stam의 방법[(그림 

7)-(a)]과 제안한 방법[(그림 7)-(b)]의 꺾이는 모양이 다른

데, 이는 속도의 소실이 고 물리량들의 달 속도도 빨라

서 다른 격자들로 물리량들을 잘 달하기 때문이다. 소용
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(그림 8) △t=0.1이고 소용돌이를 주었을 때 시뮬 이션 결과

(그림 9) △t=0.1이고 소용돌이를 주었을 때 256×256 격자에서의 시뮬 이션 결과

돌이를  (그림 8)에서 Stam의 방법[(그림 8)-(a)]은 소용

돌이가 희미하게 사라지는 모습을 보이지만, 제안한 방법

[(그림 8)-(b)]은 작은 소용돌이가 보다 큰 모양의 소용돌이

로 발 하는 모습을 볼 수가 있다. 격자들에 있는 속도 벡

터와 도가 잘 달되어 회  한 소실되지 않고 잘 퍼

져나가기 때문이다. (그림 9)는 격자 수가 256×256인 경우

의 시뮬 이션 그림이며 소실이 음으로 보다 사실 인 

모습을 보인다. (그림 10)은 제안한 방법을3차원으로 확장

하여 시뮬 이션 한 결과이다.

2차원으로 각 격자 크기에 따라 시뮬 이션하 을 때의 

수행 결과는 <표 1>과 같았다. CPU 구 을 하 을 경우

에는 본 논문에서 제안하는 방법이 다소 오래 걸렸으나 

큰 차이는 나지 않았다. 이 시간 차이는 각 격자를 한번 

검색하는 것에 해당하는 시간인데, GPU의 병렬 처리 연산

을 할 경우에는 별다른 차이가 없을 것으로 상된다. 
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(그림 10) 3차원에서 연기 시뮬 이션

　
number of grids

64 128 256 512

Stam의 방법 4.2 17.1 92.4 337.2

제안한 방법 4.7 18.9 107 375.9

<표 1> Stam의 방법과 제안한 방법의 시뮬 이션 수행 시간 비교
(단 :msec)

5. 결  론

본 논문에서는 연기의 움직임을 사실 으로 표 하기 

해, Semi-Lagrange 방법의 이류항 연산 과정에서 물리

량을 읽어올 격자를 찾는 과정을 개선하 다. Semi- 

Lagrange 방법의 이류항 연산과정은 필요한 물리량을 가

진 격자를 찾는 것과 그 격자 내에서 해당되는 값을 보간

법으로 계산하는 과정으로 구성된다. 그래픽스 분야에서는 

보간법의 개선을 통하여 이류항 연산의 정확도를 높이는 

방법은 다양하게 연구되어 왔으나, 필요한 정보를 가진 격

자를 효과 으로 찾아내는 추 법에 한 연구는 상

으로 취약했다.

본 논문에서는 이 문제 을 개선하기 해 이류항 연산

에서 기존의 역추 법 신에, 보다 직 이고 효율 인 

방법으로 재의 격자로 오게 될 속도를 가진 격자를 찾

았다. 찾은 후에 그 격자의 물리량들을 선형 보간하여 사

용함으로써 기존의 방법보다 소실을 이는 방법을 제안

했다. 그 결과 도와 속도의 소실량이 감소하여 역동 인 

연기를 세 하게 표 할 수 있었다. 한 제시한 방법은 

Stam의 방법에서 추 법을 개선한 것이기 때문에 긴 시간 

간격에서도 안정 인 시뮬 이션이 가능하다. 처리 속도의 

가속을 해서는 GPU 구 이 가능할 것이고, 다음 단계에

서 진행될 정이다.

본 논문이 제안하는 방법은 수치 인 정확도를 직

으로 높이려는 시도 신, Euler 구조에서의 Navier-Stokes 

방정식 계산 과정에서의 소실량을 임으로써 사실성을 

높일 수 있음을 보 다. 격자 사이의 값들을 보다 정 하

게 보간하는 방법들을 용하여 정확도를 더 높일 수 있

을 것이다. 
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