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ABSTRACT

The vibration and stability of thin, flexible corotating disks in an enclosed compressible fluid is 
investigated analytically and compared with the results of a single rotating disk. The discretized 
dynamical system of the corotating disks is derived in the compact form of a classical gyroscopic 
system similar with a single disk. For the undamped system, coupled structure-acoustic traveling 
waves destabilize through mode coalescence leading to flutter instability. However, it is found that the 
flutter regions of the corotating disks are wider than those of a single disk. A detailed investigation 
of the effects of dissipation arising from acoustic or disk damping is also performed. Finally, in the 
presence of both acoustic and disk dampings, the instability regions are found and compared with 
those of a single disk. Although this study does not allow a radial clearance between the disk and the 
enclosure, the computational frame work of the problem can be expanded to the system having the 
radial clearance in an enclosure.

1) 
1. 서  론

컴퓨터 하드디스크(hard disk drive), DVD/CD-
ROM, 유체기계(turbomachinery) 등과 같이 고속으

로 회전하는 원판에 있어서 기계 주위 유체의 떨림 

등 유동장과 연성된 원판의 진동은 계의 안정성 문

제를 해석하는데 중요한 역할을 하게 된다. 특히, 
최근의 저장장치는 데이터 입출력 시간을 줄이기 위

하여 더욱 빠른 회전속도를 요구하는 반면, 저장 용

량의 증대를 위하여 더욱 작은 면적에 기록을 하기 

때문에 진동의 저감이나 계의 안정성 확보는 필수 

불가결한 문제이다.
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이 연구에서는 밀폐된 공간에서 동시에 회전하는 

원판의 진동을 해석적인 방법으로 구하여 계의 안정

성을 구하고자 한다(Fig. 1 참조). 이때, 원판의 진동

은 주위의 유체(공기)와 연성되어 있기 때문에 구조

-음향의 연성 문제를 해석하는 방법이 필요하다.
밀폐된 공간에서 회전하는 원판의 공탄성(aero-

elastic)적인 안정성 문제는 그 동안 많은 연구가 진

행되어 왔다(1~5). 일부 연구자는 주위 유체를 모델링

하기 위하여 임시 방편적인 회전 감쇄 연산자

(ad-hoc damping operator)를 사용하였으나(5~7), 대

부분의 많은 연구에서는 얇은 유막을 가지는 윤활 

이론(thin hydrodynamic lubrication theory)을 이용

하여 유체와 회전원판의 연성 문제를 해석하였다
(8~12). 이러한 해석 방법은 플로피 디스크(floppy 
disk)와 같이 유연한 원판이 낮은 레이놀즈 수
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Fig. 1 A schematic diagram of the rotating disk in 
an enclosed compressible, inviscid fluid

(Reynolds number)를 가지는 유동장 주위에서 회전

하는 경우에는 적합하지만, HDD, DVD/CD-Rom과 

같이 고속으로 회전하는 원판의 경우에는 적합하지 

않다. 후자의 경우는 원판이 상대적으로 뻣뻣하고

(stiff), 주위 유동장은 높은 레이놀즈 수를 가지며 

에커만 경계층(Ekman boundary layer)이 밀폐된 공

간의 크기에 비하여 매우 작게 된다. 더 나아가, 밀

폐된 공간에 존재 있는 음향 모드(mode)가 원판의 

진동과 연성하여 계의 안정성에 영향을 미치게 된

다. 따라서 이 연구에서는 유체의 흐름을 압축성 포

텐셜 유동(compressible potential flow)으로 가정하

여 해석하고자 한다.
이 연구는 밀폐된 공간에서 회전하는 원판의 안

정성을 해석한 연구(13)를 토대로, 동일한 방향으로 

동시에 회전하는 두 개의 원판과 주위 유동장의 연

성 문제를 해석하여 비교하였다. 원판과 유동장을 

지배하는 운동방정식을 이산화(discretization)하여 일

반적인 형태의 행렬방정식으로 유도하여 고유치 해

석을 수행하였으며, 원판과 음향 감쇄에 따른 안정

성 영역을 한 개의 회전원판 해석 결과와 비교하여 

검토하였다.

2. 지배방정식

밀폐된 공간에서 속도 Ωd로 회전하는 두 개의 원

판은 내경 Ri에 고정되어있으며, 외경 Ro에서는 자

유단 경계 조건을 가진다. 두께 H , 밀도 ρd인 회전

원판은 Kirchhoff 판(plate)으로 가정하고, 영 계수

(Young’s modulus) E, 푸아송 비(Poisson’s ratio) v
의 물성치를 가진다. 이때, 유체로 둘러싸인 공간에

서 회전하는 원판은 윗면과 밑면의 공력(aero-
dynamic)에 의한 압력 차이에 의하여 외력 Q를 받

게 되며, 다음과 같은 운동방정식에 지배된다(4,12).
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여기서, 3 212(1 )D EH= − ν 로써 원판의 굽힘 강성 

(flexural rigidity), ∇은 biharmonic 연산자를 나타내

며, 아래 첨자 콤마는 각 변수에 따른 편미분을 의미

한다. 이때, 반경방향과 원주방향 응력 *
Rσ , *

θσ 은 면

응력(plane stress) 이론으로부터 구할 수 있다(14). 또

한, 양의 정부호 연산자(positive definite operator) 
C[·]=η*D∇는 원판의 감쇄를 나타내며, 여기서, 
η*는 점탄성 계수(viscoelastic coefficient)를 의미

한다(4). 
밀도 ρf의 비점성 압축성 무와동 유체(inviscid 

compressible irrotational fluid)의 지배방정식은 다

음과 같은 파동 방정식으로 표현된다.
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1 ,TT
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∇ Φ = Φ (2)

여기서, Φ는 속도 포텐셜(velocity potential)이며, 유

체의 압력과 다음과 같은 관계를 가진다.

,f TP = −ρ Φ (3)

따라서, 

0 0, , [[ , ]]a b
f T f T Z f T ZQ = == ρ Φ −ρ Φ ≡ ρ Φ (4)

여기서, 위첨자 a, b는 밀폐된 공간의 위쪽과 아래

쪽의 음향공동(acoustic cavity)을 의미한다. 
이제 다음과 같은 무차원 변수(nondimensional 

variables)를 도입하면
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밀폐된 공간에서 회전하는 원판과 음향 진동의 

연성 방정식을 다음과 같이 나타낼 수 있다.
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1 ,ttC
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여기서, 

4
2

1 1[ ] ( , ), ,d r r rw w r w w
r r θ θθ= ∇ − σ − σK

4 4[ , , ] , ,d t tw w w w+Ω =∇ +Ω∇C θ θ

이때, Kd[·]는 자기수반(self-adjoint) 양의 정부호 연

산자(positive definite operator)로써 막 응력(mem-
brane stiffness)을 포함한다. 또한, 고정 좌표 계에

서의 [ , , ]d tw w+ΩC θ 는 감쇄(damping)와 순환 항

(circulatory term)을 포함한다. 그리고, 무차원 상수 

Λ, C는 유체의 밀도와 속도비를 의미하며 다음과 

같이 유도된다. 즉,

f o

d

R
H

ρ
Λ =

ρ

2
o o o

b o o d o

c c cC
c R T D R H

= = =
ρ

(8)

내경에서 고정되어 있고 외경에서는 자유단으로 

구성된 회전원판의 경계조건식은 이미 잘 알려져 있

으며(3), 밀폐된 공간의 유동장은 세 개의 영역으로 

구분 된다. 즉, 강체의 외벽으로 둘러쌓인 부분(AR)
과 원판과 접촉하는 부분(Ad), 그리고 음향 공동의 

위와 아래쪽에 위치하는 흡음면(absorbent wall)과 

만나는 부분(AA)으로 구성된다. 따라서, 세 개의 음

향 공동의 경계 조건은 각각 다음과 같이 표현된다.
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여기서, 위쪽 원판의 속도( 1w )는 음향 공동( aφ , bφ )
이 접촉하는 부분의 속도와 일치하며, 아래쪽 원판

의 속도( 2w )는 음향 공동( bφ , cφ )이 접촉하는 부분

의 속도와 일치하게 된다. 이때, 흡음면의 물리적 

특성은 임피던스(impedance) *
Az 로 모델링 되며(15),  

*
A o A f oz T z R= ρ 로 무차원화 되었다.

3. 이산화

원판과 음향공동 속도 포텐셜의 진동에 관한 편

미분 연성방정식 식 (6), (7)과 클램프된 원판의 경

계조건, 음향 경계조건 식 (9)을 모두 만족시키는 해

를 구하기 위하여, 이 연구에서는 구조-음향 연성 

해석에서 즐겨 사용되는 이산화 방법을 사용 하였

다. 먼저 비연성된 공동의 음향 모드는 아래의 식을 

만족시킨다.

2
2 , , , ,

2 0a b c a b cn
n nF F

C
Λ

+ =∇  with , , 0a b c
nF ⋅ =n∇ (10)

여기서, nΛ 은 n차 음향 고유진동수를 나타내며, Fn
은 그때의 음향 모드를 나타낸다. 여기서 위쪽 음향 

공동에 대하여 Green’s theorem을 이용하면(15~17), 

2 2( )
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∫∫∫

∫∫ n n

∇ ∇

∇ ∇
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와 같이 되며, 식 (10)과 경계조건 식 (9)를 이용하면 

다음과 같이 정리된다. 즉,

1
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가운데와 아래쪽 음향 공동에 대하여도 마찬가지 방

법을 적용하면 다음과 같은 관계를 얻는다.

1 2

2
2

1 2

1 [ ( ) ]
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d d

b b b b b
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(12b)
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=

∫ ∫

∫
(12c)

식 (12)는 식 (7) 음향 방정식의 약형(weak form) 
이며, 속도 포텐셜과 원판의 수직변위는 각각 비연

성 음향 모드와 구조 모드로 이산화 되어 다음과 같

이 표현된다. 

( , , ; ) ( ) ( , , )a a
n n

n

r z t a t F r zφ θ = θ∑ (13a)

( , , ; ) ( ) ( , , )b b
n n

n

r z t b t F r zφ θ = θ∑ (13b)

( , , ; ) ( ) ( , , )c c
n n

n

r z t c t F r zφ θ = θ∑ (13c)

1 1( , ; ) ( ) ( , )m m
m

w r t q t rθ = ψ θ∑ (14a)

2 2( , ; ) ( ) ( , )m m
m

w r t q t rθ = ψ θ∑ (14b)

여기서, an, bn, cn과 q1m, q2m는 각각 음향 공동과 

원판의 일반화 좌표계(generalized coordinate)를 나

타내며, mψ 은 비연성 원판의 구조 모드를 나타낸다
(18). 이때, 아래첨자 n은 음향 모드의 절직경(nodal 
diameter) n1, 절원(nodal circle) n2, 그리고 z방향 

노드 번호 n3를 표현하는 (n1, n2, n3)를 대표하며, 
아래첨자 m은 구조 모드의 절직경 m1, 절원 m2를 

표현하는 (m1, m2)를 의미한다. 또한 원판과 음향 

공동의 축 대칭 모드는 싸인(sine)과 코싸인(cosine) 
모드로 구성되며, 위첨자 S와 C로 각각 표시할 수 

있다. 이제 식 (13)과 식 (14)를 식 (12)에 대입하여 

정리하면, 다음과 같이 이산화된 음향 방정식을 얻

을 수 있다. 
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이때, 비연성 음향 모드의 직교성(orthogonality)을 

이용하면 다음의 관계식을 얻는다.
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A

= ψ∫ (18)

식 (13)과 식 (14)를 식 (6)에 대입하고 Galerkine 
방법을 이용하면 다음과 같이 원판의 이산화 방정식

을 얻는다. 
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A a L b L

+ Ω + + ηω + Ω

⎛ ⎞
= Λ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

(19a)

( )2
1 1 1 1 1 1 1( ) 2 ( ) ( )S C S S C
m m m m ms m m

S aS S bS
d n nm n nm

n n

q t m q t k q t q m q

A a L b L

− Ω + + ηω − Ω

⎛ ⎞
= Λ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

(19b)
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여기서, 

2 2 2
1 ( )m ms m mk m= ω −α − Ω −β  

1
2 4( )ms r m mR R rdr

κ
ω = π ∇∫

( )
1

, ,m r m r r mr R R dr
κ

α = π σ∫
1

21
m mR drr θ

κ
β = π σ∫

그리고

22 2
4 1

2 2
1

r
d d m

r drdr r
⎛ ⎞

∇ = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

또한, 아래쪽 원판의 수직변위 w2(r, q, t)를 나타내

는 일반 변위 q2m(t)에 대한 이산화 방정식은 같은 

방법으로 구할 수 있다.
이제 식 (15)와 식 (19)를 연립하면 밀폐된 공간에

서 회전하는 원판의 연성방정식을 행렬식의 형태로 

나타낼 수 있다. 즉,

+ + + + =M (C G) (K D) 0x x x (20)

여기서,

1 2
T=[ , , , , ]n m n m nx a q b q c

1 1

2 2

,

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M C
M C

M CM 0
M C

M C

a a

q q

b

q q

c c

1 1 1

1 2

2 2 2

2

T T

T T

⎡ ⎤
⎢ ⎥
−⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

L
L G L

G L L
L G L

L

aq

aq q bq

bq bq

bq q cq

cq

1 1

2 2

,

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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a

q q

b

q q

c

Table 1 Disk and acoustic cavity parameters
Symbols Values Descriptions
Ro 4.74 cm Outer radius
Ri 1.56 cm Inner radius
H 0.79 mm Disk thickness
ρd 2,700 kg/m3 Disk density
ρf 1.2 kg/m3 Air density
E 71 GPa Young’s modulus
v 0.33 Poisson’s ratio
co 343 m/sec Speed of sound in air

각 행렬을 구성하는 부분 행렬의 요소는 한 개의 

원판이 회전하는 경우와 비슷하게 정의되므로 여기

서는 생략하기로 한다(13). 또한 이 논문에서는 한 개

의 원판이 밀폐된 공간에서 회전하는 경우와 비교하

기 위하여 동일한 물성치를 가지는 경우에 대하여 

해석하였다(Table 1 참조). 단, 음향 공동의 경우 La, 
Lb, Lc는 모두 동일하게 0.1 cm의 높이를 가지는 경

우로 해석하였다.  

4. 해석결과

4.1 비감쇄의 경우
이 연구에서는 밀폐된 용기 안에서 동시에 회전

하는 원판의 고유진동수를 수치적으로 해석 하였다. 
회전 원판의 진동 모드는 식 (20)과 같이 음향 모드

와 연성되어 나타나며 감쇄, 자이로스코픽 행렬

(gyroscopic matrix)과 강성(stiffness matrix), 순환 

행렬(circulatory matrix) 등으로 구성되는 이산화 방

정식의 고유치 해석을 통하여 구할 수 있다. 원판과 

음향공동의 절직경 모드는 삼각함수의 직교성 때문

에 비연성 되므로, 각 노드에 대한 해석을 중첩하여 

표현할 수 있다. 
원판과 음향 감쇄가 없는 비감쇄의 경우, 원판과 

음향 공동 연성계의 고유치 해석 결과를 원판의 회

전 속도에 대하여 Fig. 2에 도시하였다. 한 개의 원

판의 회전하는 경우와 비교하여 유사한 결과를 얻을 

수 있었다(13). 그러나 두 개의 원판이 음향 공동과 

연성되어 나타나기 때문에, 두 개의 원판에 해당하

는 모드 궤적들이 나타난다. 각 절직경의 반향파

(reflected traveling wave)가 음향 모드와 만나기 직

전 모드일치(mode coalescence) 현상이 발생하며 그 

순간 고유치의 실수부가 양이 되어 연성계의 불안정
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Fig. 2 Eigenvalues of the coupled system with 
respect to rotating speed

한 구간이 나타난다.
보다 자세한 검토를 위하여 세 개의 절직경을 가

지는 원판과 음향 모드계의 고유치를 Fig. 3에 다 

시 나타내었다. 한 개의 원판의 경우와 비교하기 위

하여 실선은 두 개의 회전원판의 경우를, 점선은 한 

개의 회전원판의 경우를 나타내었다. 그림에서 알 

수 있듯이, 한 개의 원판의 경우는 고유치가 두 개

의 원판의 고유치들 중간에 위치한다. 이러한 현상

은 고유치의 실수와 허수부의 경우 동일하게 나타나

며, 음향 공동의 높이를 모두 동일하게 적용하였기 

때문에 정확히 중간에 위치하는 것으로 판단된다. 
만일 음향 공동의 높이가 서로 다를 경우, 원판과 

음향모드 사이의 연성되는 양이 다르기 때문에 한쪽

으로 근접하여 나타날 수 있다.
한 개의 회전원판의 경우와 또 다른 점은 플러터 

속도(flutter speed ; 고유치 실수부가 양이 되는 속

도) 구간이 두 개의 회전 원판의 경우에 넓게 나타

나는 것이다. 즉, 가운데 위치한 음향 공동이 위쪽

과 아래쪽에 위치한 원판과 연성되는 양이 커지게  

되므로, 더 빨리 모드 일치가 발생하고 더 늦게 분

리된다. 따라서, 이에 상응하여 고유치 허수부의 양

수 부분이 넓게 분포되며, 넓은 불안정 구간을 나타

낸다.
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Fig. 3 Eigenvalues of 3 nodal diameter of the coupled 
system

회전원판과 음향 공동 연성계의 플러터 속도 구

간을 무차원 상수에 대하여 Fig. 4에 도시하였다. 무

차원 상수 Λ에 대하여는 각 모드 별로 포물선 형태

의 플러터 속도 구간을 가지며, 무차원 상수 C에 

대하여는 비례하는 플러터 속도 구간을 가진다. 한 

개의 원판이 회전하는 경우와 비교하면, 유체의 밀

도가 커지는 경우(Λ가 증가하는 경우) 더욱 넓은 영

역에서 계의 불안정성이 나타남을 알 수 있다. 그러

나, C가 증가하는 경우(유체의 음향 속도가 증가하

는 경우)는 한 개의 원판이 회전하는 경우와 동일한 

결과를 나타낸다.

4.2 감쇄의 경우
(1) 음향 감쇄의 경우

음향 감쇄가 있는 경우, 원판과 음향공동 연성계

의 고유치 해석 수행하였다. 한 개의 원판의 회전하

는 경우와 비교하여 유사한 결과를 얻을 수 있었으

나, 두 개의 원판이 회전함에 따라 두 개의 구조모

드 궤적들을 얻을 수 있었다. 음향 감쇄는 위와 아

래쪽에 위치하는 흡음면의 특성에 따라 존재하며, 
원판에 의한 구조 감쇄가 없는 경우 식 (20)에서 순

환행렬(circulatory matrix) D가 소거되기 때문에 연

성 행렬 방정식은 양의 정부호 감쇄(positive definite 
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damping) 행렬을 가지는 자이로스코픽 계로 변환된

다. 따라서, Kelvin-Tait-Chetaev 원리에 의하여 연성 

계는 회전원판의 임계속도(critical speed; 원판의 고

유 진동수가 영이 될 때)에서 불안 정하게 된다(19). 
수치적으로 이를 확인하기 위하여 세 개의 절직

경을 가지는 원판과 음향 모드계의 고유치를 Fig. 5
에 도시하였다. 그림에서 볼 수 있듯이 연성계의 실

수 고유치는 정확히 원판의 임계속도에서 발생하며

(확대 영역 참조), 일단 계의 불안정성이 나타나면 

고속 영역에서는 지속적으로 불안정한 특성을 유지

한다. 이때 원판의 임계속도는 강성 행렬의 행렬식

(determinant)이 영이 되는 순간이지만, 식 (20)의 강

성 행렬에서는 원판과 음향 모드가 연성되어 있지 

않기 때문에, 계의 플러터 속도는 무차원 상수 Λ와 

C에 대하여 종속적이지 않게 되며, 원판의 개수와

도 무관하게 된다. 즉, 한 개의 원판이 회전하는 경

우나, 두 개의 원판이 회전하는 경우 동일하게 원판

의 임계속도에서 계의 불안정성이 발생하게 된다.

(2) 원판 감쇄의 경우

원판의 점탄성(viscoelastic)에 의한 감쇄가 있는 

경우, 연성계의 고유치 해석 결과를 Fig. 6에 도시 
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Fig. 5 Eigenvalues of 3 nodal diameter of the 
coupled system in the presence of acoustic 
damping alone induced by sound absorbing 
wall

하였다. 연성계의 불안정성은 임계속도 보다 큰 지

점에서 발생하지만, 원판의 개수에 상관없이 동일한 

속도에서 나타난다. 
이러한 현상은 원판 음향 연성계를 회전 좌표계

(disk rotating coordinate)로 변환하여 생각할 경우, 
쉽게 이해할 수 있다. 즉, 식 (20)에 나타난 원판의 

감쇄에 의한 순환 행렬 D는 원판의 점탄성에 기인

한 감쇄 항이 지면에 고정된 좌표계(ground-fixed 
coordinate)로 변환되면서 부수적으로 발생한 행렬이

기 때문에, 회전 좌표계에서는 소거된다. 따라서 음

향 감쇄가 없는 경우, 다시 양의 정부호 감쇄 행렬

을 가지는 자이로스코픽 계로 환원된다.
또한 회전 좌표계에서 원판-음향 연성계는 원판이 

고정되고 음향 공동이 회전하는 계로 이해할 수 있으

므로, 앞 서와 마찬가지로 Kelvin-Tait-Chetaev 원리에 

의하여 회전하는 음향 공동의 임계속도에서 계의 불

안정성이 발생하게 된다(13). 따라서 원판의 개수와 무

관한 지점에서 계의 플러터 속도가 나타난다.

(3) 복합적인 감쇄의 경우

두 개의 원판이 밀폐된 공간에서 동시에 회전하
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는 구조-음향 연성계에서, 흡음면에 의한 음향 감쇄

와 점탄성에 의한 원판의 감쇄가 동시에 존재하는 

경우에 대한 고유치 해석을 수행하였으며, 계의 플

러터 속도를 구하여 원판과 음향 감쇄의 비에 대하

여 Fig. 7에 나타내었다. 

각 모드에 따라 그림에 도시한 곡선의 오른쪽 영

역에서 불안정한 영역이 발생한다. 특히 두 개의 원

판이 회전하는 경우에 더 낮은 속도에서 불안정성이 

나타나며, 감쇄가 음향 또는 원판 감쇄의 경우로 접

근할 경우, 각각 원판과 음향 공동의 임계속도로 접

근함을 알 수 있다. 

3. 결  론

이 연구에서는 밀폐된 용기 안에서 회전하는 두 

개의 원판과 음향 공동과의 연성해석을 통하여 계의 

안정성 해석을 수행하였으며, 다음과 같은 결과를 

얻었다. 첫째, 한 개의 원판이 회전하는 경우와 마찬

가지로, 이산화 과정을 통하여 자이로스코픽 행렬과 

순환 행렬로 구성된 연성된 행렬방정식을 구하였다. 
둘째, 감쇄가 없는 경우 연성계의 플러터 속도는 모

드 일치에 의하여 발생함을 확인하였으며, 두 개의 

원판이 회전하는 경우, 더 넓은 속도 구간에서 계의 

불안정성이 나타남을 확인하였다. 또한 흡음면에 의

한 음향 감쇄와 점탄성에 의한 원판의 감쇄에 의한 

계의 안정성을 각각 해석하였으며, 최종적으로 복합

된 감쇄의 경우에 대하여 플러터 속도를 구하였다. 
이 연구에서는 원판과 음향 공동과의 반경방향 

간극(radial clearance)이 없는 경우에 대하여 수행하

였으나, 간극이 있는 경우에 대하여도 확장 가능하

므로 보다 실제적인 문제 해석이 가능할 것으로 판

단된다(20).
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